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Yorrede  des  Herausgebers. 

Der  vorliegende  erste  Band  cler  gesammelten  Werke  Ja- 
cob Steiner^,  deren  Herausgabe  ich  auf  Veranlassung  cler  Aka- 
demie  der  Wissenseliaften  iibernommen  babe  *)  7  enthalt  die  in 
den  Jahren  1826  —  1833  veroffentlichten  Arbeiten  des  grossen 
Geometers  in  chronologischer  Aufeinanderfolge  ;  der  zweite 
Band  wird  die  spater  erschienenen  bringen. 

Jede  einzelne  Abliandlung  ist  vor  dem  Druck  einer  sorg- 
faltigen  Revision  unterworfen  und  in  den  Fallen,  TVO  das  Manu- 
script noch  vorhanden  war,  mit  demselben  verglichen  worden. 
Die  dabei  bemerkten  Unriehtigkeiten,  mocliten  sie  nun  Druck- 
und  Scbreibfehler,  Oder  grammatikalisehe  und  stylistiscbe  Ver- 
stosse,  oder  auch  sacMiche  IrrtMimer  sein,  sind  liberal!,  wo  es 
oline  wesentliche  Aenderung  des  Textes  gesclieben  konnte, 
ohne  Beifiigung  einer  Bemerkung  beseitigt  worden;  der  Leser 
findet  aber  in  den  am  Schlusse  des  Bandes  befindlicben  An- 
merkungen  alle  Stellen  angegeben,  die  einer  sachliclien  Be- 
richtigung  oder  einer  Erlauterung  zu  bediirfen  schienen. 

Die  Revision  der  ,,Systematischen  Entwiekelungu  und  der 
,,geometrischen  Constructionenu  hat  Herr  Professor  Schroter, 


*)  Vgl.  die  Vorredc  zu  dem  gleiclizeitig  crischeinenden  ersten  Bande 
von  Jacobfs  Werken. 
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die  der  iibrigen  Abhandlungen  dieses  Bandes  Herr  Professor 
Kiepert  besorgt.  Beiden  Herren  Mile  ich  mich  fur  die  Be- 
reitwilligkeit,  mit  der  sie  diese  nicht  leichte  Arbeit  iibenionimen, 
und  fttr  die  ungemeine  Sorgfalt,  mit  der  sie  dieselbe  durebge- 
ftihrt  baben,  zum  grossten  Danke  verpflicbtet,  den  icli  ibnen 
aucb  fiir  die  wesentliche  Hiilfe  sclmlde,  welche  sie  mir  bei 
der  Corrector  des  Druckes  mid  bei  der  Herstellung  der 
grosstentbeils  neu  gezeicbneten  Figurentafeln  geleistet 

Berlin,  28.  November  1880. 

Weierstrass. 
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Einige  geometriselie  Satze, 


In  den  Annalcn  der  Matliematik  yon  Gergonne  wird  der  folgende  Satz 
bewicsen: 

,,Wenn  die  drci  gcraden  Linien  Aa,  Bb,  Cc  (Fig.  1),  welche  die  Ecken 
zwcier  in  einerlei  Ebene  liegonden  Dreiecke  ABC,  abc  paarweise  verbin- 
clen,  sich  in  einem  und  demselben  Punct  S  treffen,  so  liegen  die  drei 
Schneidepunctc  a[3,  ay,  py,  in  welchen  die  cntsprechenden  Seiten  AB  und 
ab,  BC  und  be,  CA  und  ca  sich  paarweise  kreuzen,  in  einer  geraden 
Linie."  Und  umgekehrt: 

,,Liegen  die  Sclineidepuncte  ocp,  a-y,  p-y,  ^n  welchen  die  Seiten  zweier 
in  einerlei  Ebono  liegenden  Dreiecke  ABC,  abc  sich  paarweise  kreuzen, 
in  einer  geraden  Linie:  so  treffen  sich  die  drci  geraden  Linien  A  a,  Bb,  Cc, 
welche  die  cntsprcchonden  Eckpuncte  der  bciden  Dreiecke  paarweise  ver- 
bindcn,  in  eincm  und  demselben  Puncte  $." 

2. 

Es  findet  ein  analoger  Satz  im  Raume  Statt,  aus  welchem  sich  ver- 
schiedene  interessante  Folgerungcn  zichen  lassen,  namlich  folgender  Satz: 

,,Treffen  die  vier  geraden  Linien  Aa,  Bb?  Cc,  Dd  (Fig.  2),  welche 
die  Ecken  zweier  bcliebigen  viereckigcn  Korpor  ABCD,  abed  paarweise 
verbinden,  sich  in  eincm  und  demselben  Puncte  S:  so  liegen  die  vier 
Linien,  in  welchen  sich  die  cntsprechenden  Seitenlliichen  der  beiden  Korper 
paarweise  schneiden,  oder  die  sechs  Puncte  ap,  ay,  a8,  PY,  p8,  -yS,  in  wel- 
chen sich  die  entsprechenden  Kanten  (AB  und  ab,  AC  und  ac,  AD  und 
ad,  BC  und  be,  BJD  und  bd,  CD  und  cd)  schneiden ,  in  einer  und  der- 
selben  Ebcne  (.£)."  Und  umgekehrt: 

,,Liegen  die  vier  geraden  Linien }  in  welchen  sich  die  Seitenflachen 
irgend  zweier  viereckigen  Korper  paarweise  schneiden,  zusammen  in  einerlei 
Ebene  (E):  so  treffen  sich  die  vier  geraden  Linien  Aa,  Bb,  Cc,  2)d,  welche 


A  Einige  geometrische  Siitze. 

die  entsprechenden  (d.  h.  die  den  gepaarten  Seitenflachen  gegenfiber  stohcndon) 
Ecken  der  Korper  paarweise  verbinden,  in  einem  und  demselben  Puncto  £" 

Denn  im  ersten  Falle  dieses  Satzes  folgt  aus  der  Voraussoteung:  dass 
die  Ecken  der  beiden  Korper  paarweise  mit  dem  Puncte  S  in  goraden 
Linien  liegen,  unmittelbar,  dass  jc  zwei  entsprechende  Kanten  der  boidon 
gegebenen  Korper  mit  dem  Puncte  S  in  einer  Ebene  liegon.  So  licgoii 
z,  B.  die  beiden  Kanteu  AB,  ab  offenbar  in  der  Ebene  ASB.  Daher 
treffen  zwei  solche  Kanten  sich  in  einem  Puncte  ap,  und  mithin  sclmeiden 
sich  die  entsprechenden  Kanten  der  beiden  Korper  in  den  seeks  Puncten 
ap,  oq,  a8,  fa  p§,  78.  In  je  zwei  entsprechenden  Seitenflachen  (z.  B. 
ABC,'abc)  liegen  drei  Paare  entsprechender  Kanten  (AB  und  ab,  BC 
und  be,  CA  und  ca)]  daher  liegen  die  drei  Durchschnittspuncte  (ap,  ay, 
p?)  dieser  drei  Kantenpaare  nothwendig  in  der  Durchschnittslinic  der  bei- 
den Seitenflachen,  mithin  in  einer  geraden  Linie.  Da  es  aber  vier  Paare 
entsprechender  Seitenflachen  giebt,  so  liegen  von  den  sechs  Durchschnitts- 
puncten  der  sechs  Paare  entsprechender  Kanten,  vier  Mai  drei  in  einer 
geraden  Linie,  woraus  folgt,  dass  diese  sechs  Puncte  zusamrnen  in  einer 
und  derselben  Ebene  (E)  liegen. 

Der  Beweis  fur  den  zweiten  Fall  des  obigen  Satzes  ergiebt  sich  hier- 
aus  von  selbst.  Ferner  wird  man  bemerken,  dass  der  Beweis  des  Satzes 
No.  1  unmittelbar  aus  dem  vorliegenden  folgt,  wenn  man  annimmt:  die 
Seitenflachen  AB  C  und  abc  der  beiden  Korper  liegen  in  einerlei  Ebene. 

3. 

Da  die  Ebene  (.$),  in  welcher  die  sechs  Schneidepuncte  der  sechs 
Paare  entsprechender  Kanten,  oder  die  vier  Durchschnittslinien  der  vicr 
Paare  entsprechender  Seitenflachen  der  beiden  Korper  liegen,  durch  die 
Durchschnittslinie  (^78)  der  beiden  Seitenflachen  BCD,  led  und  durch 
den  Durchschnittspunct  (ap)  der  beiden  Kanten  AB,  ab  bestimmt  ist,  so 
behalt  sie,  in  Bezug  auf  die  beiden  Korper,  dieselbe  Eigenschaft,  wenn 
auch  die  ubrigen  Eckpuncte  D5  (7,  d,  c,  ohne  aus  den  zugehorigeu  Ebonon 
BCD,  bed  herauszutreten,  und  ohne  aufzuhoren,  paarweise  mit  dem 
Puncte  S  in  geraden  Linien  (SdD,ScC)  zu  liegen,  ihre  Lage  beliobig 
andern.  Daraus  folgt  Nachstehendes: 

,,Smd  irgend  zwei  Ebenen  bed,  BCD  und  drei.  beliobigo  Puncte  8, 
a,  Ay  die  in  einer  geraden  Linie  liegen,  gegeben,  und  man  zieht  aus  einom 
der  drei  Puucte,  z.  B.  aus  S,  eine  willkurliche  Linie  SdD,  welche  die 
beiden  Ebenen  in  den  Puncten  d  und  D  schneidet,  und  verbindet  diese 
beiden  Punkte  d  und  D  mit  den  beiden  ubrigen  gegebenen  Puncten  a?  A 
durch.  die  Linien  da,  DA:  so  ist  der  Ort  des  Durchschnittspunctes  (a 8) 
dieser  beiden  Linien  eine  bestimmte  Ebene  (2?),  welche  durch  die  Durch- 
schnittslinie  (p^o)  der  beiden  gegebenen  Ebenen  geht"  Und  amgckohrt: 


Einige  geometrische  Satze.  5 

,,Sind  drei  beliebige  Ebenen  BCD.,  bed  und  (J?),  die  sich  in  einer 
geradcn  Linie  (Py8)  schneiden,  nebst  zwci  beliebigen  Puncten  A,  a  ge- 
geben,  und  man  zieht  aus  einom  willkiirlichen  Puncte  (a  8)  cler  einen  Ebene 
(jK),  durch  die  beiden  gegebenen  Puncte  zwei  Linien,  welclie  die  beiden 
iibrigcn  Ebenen  in  don  Puncten  D,  d  schneiden:  so  liegen  diese  beiden 
Puncte  Dy  d  iramer  niit  einem  und  deniselben  Puncte  S  in  einer  geraden 
Linie,  und  es  liegt  dieser  Punct  S  zugleich  mit  den  beiden  gegebenen 
Puncten  A,  a  in  einer  geraden  Linie;  oder: 

,,Mmmt  man  in  der  Ebene  (~E)  erne  willkiirlicho  Linie  (ay 8)  an,  legt 
durch  dieselbe  und  durch  die  beiden  gegebenen  Puncte  (A,  a)  zwei  Ebenen, 
welclie  die  beiden  tibrigen  gegebenen  Ebenen  BCD,  bed,  in  den  Linien 
DC,  dc  schneiden:  so  liegen  diesc  beiden  Durchsclmittslinien  in  einer 
Ebene,  und  diese  Ebene  geht  immer  durch  einen  bestimmten  Punct  S,  wel- 
cher  mit  den  beiden  gegebenen  Puncten  (A,  a)  in  einer  geraden  Linie  liegt," 

4 

Hioraus  folgt  weitcr,  class  der  obige  Satz  No.  2  noch  allgemeiner  Statt 
linclct,  namlicli,  class  cr  nicht  bios  fur  zwei  viereckige  Korper,  sondern 
fur  jo  zwei  viclsoitige  Pyramiden  gilt;  man  schliesst  hieraus  folgenden  Satz: 

,,Treilen  die  geraden  Linien,  welclie  die  Eckpuncte  irgend  zweier 
n  seitigcn  Pyramiden  paarweise  verbuiden,  in  eineni  mid  demselben  Puncte 
/S  zusammon,  so  liegen  die  Durchschnittslinien  der  entsprechenden  Seiten- 
flachon  dor  beiden  Korper,  so  wie  auch  die  Durchschnittspuncte  cler  ent- 
sprechenden Kanten,  (diese  Durchschnittspuncte  liegen  in  jenen  Durch- 
schnittslinien) zusammen  in  einer  und  clerselben  Ebene."  Und  umgekehrt: 

,,Liogon  die  Durchschnittslinien,  in  welcheu  die  Seitenflachen  zweier 
n  seitigen  Pyramiden,  paarweise  genommen,  oinander  schneiden,  oder  liegen 
die  Durchschnittspuncte,  in  welchen  die  paarwciso  genommenen  Kanten 
zweier  n  seitigen  Pyramiden  oinandor  schuoidon,  zusammen  in  einer  und 
derselben  Ebene :  so  treilcn  sich  die  geraden  Linien,  wclche  die  entsprechen- 
clcn  Ecken  der  beiden  Korper  paarweise  verbindcn,  in  einem  und  demselben 
Puncte  S." 

5. 

Man  kann  die  obigen  Satze  auch  mit  anderen  Worten  wie  folgt  ausdriicken: 
,,Sind  Ay  a  die  Scheitel  zweier  beliebigen  gegebenen  Kegel  (vom 
ntQn  Grade),  dercn  Graiiclllachen  in  den  JEbonen  BCDy  bed  liegen,  und 
liegen  die  beiden  Grundflachen  ausserdem  in  oinera  Kcgd,  dessen  Scheitel  S 
mit  clen  Scheiteln  A,  a  der  gegebenen  Kegel  in  einer  geraden  Linie  liegt: 
so  schneiden  sich  die  beiden  gegebenen  Kegel  (u'ber  ihre  Grundflachen 
hinaus  verlangert,  wenn  os  erforderlich  ist)  in  einer  ebenen  Curve,  deren 
Ebene  (E)  durch  die  Durchschnittslinie  ((3y8)  dor  Grundflachon  der  beiden 
gegebenen  Kegel  geht."  Oder  was  classelbe  ist: 
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,,Liegen  die  Scheitel  S,  a,  A  dreier  Kegel  (niea  Grades)  in  einer  go- 
raden  Linie  SuA,  und  schneiden  irgend  zwei  dieser  Kegel  den  dritteii 
in  zwei  ebenen  Curven:  so  schneiden  auch  diese  beiden  Kegel  einandor  in 
einer  ebenen  Curve,  und  die  Ebenen  dieser  drci  Durchsclmitts-Curvon 
schneiden  sich  zusammen  in  einer  und  dersolben  geraden  Linie."  Untl 
umgekehrt: 

„  Schneiden  sich  die  Mantelflachen  irgend  zweior  gegebcnen  Kegel 
(nten  Grades)  in  einer  ebenen  Curve,  deren  Ebene  zugloich  durch  die  Durch- 
schnittslinie  der  beiden  Grundflachen  der  Kegel  geht:  so  liogen  die  beiden 
Grundflachen  der  gegebenen  Kegel  zusammen  in  einem  dritten  Kegel, 
dessen  Scheitel  mit  den  Scheiteln  der  beiden  gegebeneu  Kegel  in  einer 
geraden  Linie  liegt."  Oder  was  auf  dasselbe  hinauskommt: 

,,Schneiden  irgend  zwei  gegebene  Kegel  (vi;  ti)  einandor  in  oiner 
ebenen  Curve,  und  man  nimmt  in  der  Ebene  (J2)  dieser  Curve  cine  \vill- 
kxirliche  Linie  ((3  70)  an,  legt  durch  diese  Linie  zwei  willkiirlichc  Ebenen, 
welche  die  gegebenen  Kegel  respective  in  zwei  obenen  Curven  solweidcn: 
so  liegen  diese  beiden  letzten  Curven  inimer  zusammen  in  einem  Kegel, 
desseu  Scheitel  S  stets  in  der  geraden  Linie  (A  a)  licgt,  welche  durch  die 
Scheitel  der  beiden  gegebenen  Kegel  geht". 


Da  man  einen  Cylinder  als  eiiien  Kegel  anseheu  kann,  dessen  Soheitel 
in  unendlicher  Entfernung  licgt,  so  golton  die  obigen  S<:itzc  in  ^leichom 
Sinne  auch  I'tir  Cylinder  und  lauten  in  diesem  spoziollen  Falle  wio  foli»t: 

,,Sind  die  Kanten  dreier  gegebenen  Cylinder  (wtcn  Grades)  mid  (MiHkr 
Ebene  parallel,  und  schnciclct  jeder  von  zwei  derselben  den  dritten  in 
einer  ebencn  Curve:  so  schneiden  sich  auch  diese  beiden  Cylinder  in 
einer  ebenen  Curve,  und  es  schneiden  sich  die  Ebenen  dieser  drci  gn- 
nannten  Curven  in  einer  und  derselben  geraden  Linie.u  Und  umgekchrt: 

,,Schneiden  zwei  beliebige  Cylinder  (wten  Grades)  einandor  in  einer 
ebenen  Curve,  und  man  nimmt  in  der  Ebene  (J3)  dieser  Curve  cine  will- 
kiiiiiche  Linie  (py^)  an?  unc^  1°§^  durch  diese  Linie  zwei  willkiirUche 
Ebenen,  welche  die  gegebenen  Cylinder  respective  in  zwei  obouon  (Jurvon 
schneiden:  so  liegen  diese  beiden  letztgenannten  Curven  zusammen  in 
einem  dritten  Cylinder  und  die  Kanten  desselben,  nebst  den  Kanten  dor 
beiden  gegebenen  Cylinder,  sind  stets  mit  einer  und  derselben  Ebene 
parallel." 

.     7. 

Ein  anderer  besonderer  Fall  ist  derjenige,  wo  man  die  vorhin  botruch- 
teten  Kegel  auf  den  zweiten  Grad  beschriinkt.  In  diesem  Falle  linden  Iwi 
den  obigen  Betrachtungen  noch  verschicdene  interessante  Unistandc  Statt. 

Zuerst  kann  namlich  bomorkt  werden: 
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I.  ,,Beriihrt  von  zwei  Kegeln  vom  zweiten  Grade  jeder  beide  Fliichen 
eines  und  desselben  Flachenwinkels :  so  sclmeiden  diese  beiden  Kegel  ein- 
ander in  zwei  ebenen  Curven  (zweiten  Grades).'4 

Denn  man  stelle  sich  zwei  Kegel  A,  a  und  zwei  Ebenen  E,  e  von 
denen  jede  jene  beiden  Kegel  beruhrt,  vor:  so  beriihrt  z.  B.  die  Ebene  E 
jeden  der  beiden  Kegel  A,  a  in  einer  geraden  Linie;  und  in  dem  Puncte  P., 
in  welchem  diese  beiden  Linien  sich  schneiden,  beriihrt  sie  beide  Kegel 
zugleich:  eben  so  beriihrt  die  andere  Ebene  e  beide  Kegel  zugleich,  in 
cinem  Puncte  p.  Man  denke  sich  ferner  durch  diese  beiden  Puncte  P,  p 
und  durch  irgend  einen  Punct  q,  welcher  im  Durchschnitte  der  beiden 
Kegelflachen  licgt,  eine  Ebene  El  gelegt:  so  wird  diese  Ebene  E^  von  den 
beiden  Kegelllachen  A,  a  in  zwei  Curven  zweiten  Grades  C,  cy  und  von 
den  beiden  Ebenen  E,  e  in  zwei  geraden  Linien  L,  I  geschnitten,  und  es 
beruhrt  nothwendig  die  Linie  L  beide  Curven  C,  c  zugleich,  in  dem 
Puncte  P,  so  wie  die  Linie  I  dieselben  zugleich  in  dem  Punkte  p  beruhrt, 
und  nothwendiger  Weise  gehen  auch  beide  Curven  C,  c  durch  den  Punct 
q.  Da  es  abor  bekanntlich  umnoglich  ist,  dass  zwei  Curven  vom  zweiten 
Grade  C,  c,  einander  in  zwei  Puncten  P,  p  beriihren  und  ausserdem  noch 
in  einem  Puncte  q* sclmeiden,  so  folgt,  dass  die  beiden  vorausgesetzten 
Curven  C\  c  ein  und  dieselbe  Curve  sind,  in  welcher  die  beiden  Kegel- 
liiichen  A,  a  sich  scheiden, 

Da  aber,  wie  sich  aus  der  Anschauung  ergiebt,  der  Durchschnitt  der 
beiden  Kegelflachen  aus  zwei  Theilen  besteht,  so  ist  jeder  derselben  eine 
ebene  Curve,  und  daher  sclmeiden  sich  die  beiden  Kegel  A,  a  unter  den 
vorausgesetzten  Bedingungen,  in  zwei  ebenen  Curven  zweiten  Grades. 

Aus  dem  vorliegenclen  Satze  folgt  unmittelbar  der  nachstehende: 

II.  ,,Wenn  irgend  zwei  Kegel  vom  zweiten  Grade  einander  in  einer 
ebenen  Curve  C  schnoidon,  so  sclmeiden  sie  einander,  im  Allgemeinen, 
noch  in  einer  zweiten  ebenen  Curve." 

Denn  wenn  zwei  Kegel  vom  zweiten  Grade  einander  in  einer  ebenen 
Curve  C  schneiden,  so  kann  man  im  Allgemeinen  durch  die  Linie,  welche 
die  Schoitel  dor  Kegel  vorbindet,  immer  zwei  Ebenen  legen,  von  denen 
jcclo  die  gcnannte  ebene  Durchschnitts-Curve  C,  und  somit  beide  Kegel  be- 
ruhrt, wodurch  also  die  Wahrheit  des  gcgenwiirtigen  Satzes  unmittelbar  aus 
dem  vorigen  Satze  folgt.  Geht  aber  die  Linie,  welche  die  Scheitel  der  Kegel 
verbindct,  durch  den  von  der  genannten  Curve  C  eingeschlossenen  Raum,  so 
dass  keirie  Ebene  beide  Kegel  zugleich  beriihren  kann,  so  kann  der  vorlie- 
gende  Satz  dennoch  auf  ebenso  einfache  Weisc,  durch  Hiilfe  der  harmonischen 
Proportion,  ganz  allgemein  bewiesen  werdcn,  welches  wir  im  Zusammenhange 
mit  andern  ahnlichen  Betrachtungen,  an  einem  anderen  Orte  zeigen  werden. 

Hieraus  folgt,  dass  wenn  die  in  den  Siitzcn  No.  5  vorkommcnden  drei 
Kegel  vom  zweiten  Grade  sind:  so  schneiden  sie  sich,  unter  den  dortigen 
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Bedingungen,  paarweise  in  sechs  ebenen  Gurven.  Urn  bci  den  \veiteren 
Folgerungen  aus  diesen  Satzen  der  Einbildungskraft  zu  Hillfe  /AI  koininen, 
nehme  man  an:  Fig.  3  sei  der  Schnitt  einer  Ebene  mit  drei  Kegcln  vom 
zweiten  Grade,  deren  Scheitel  in  einer  geraden  Linie  liegen,  uncl  welche 
einander  in  sechs  ebenen  Curven  schneidcn:  nainlich  S,  a,  A  scion  die 
Scheitel,  und  die  drei  Winkel  BSE,  [3  a  8,  $Az  seien  die  Durclisehnitto 
der  Ebene  rait  den  drei  Kegeln:  so  gelien  die  Ebenen  der  beiden  Curven, 
in  welchen  die  beiden  Kegel  S  und  a  einander  schneidcn,  durcli  die  bei- 
den Linien  be  und  de;  eben  so  gelien  die  Ebenen  der  beiden  Curven,  in 
welchen  sich  die  beiden  Kegel  $  und  A  schneiden,  durcli  die  beiden 
Linieri  JBC  und  DE;  desgleichen  gelien  die  Ebenen  der  beiden  Curven, 
in  welchen  sich  die  Kegel  a  und  A  schneiden,  durch  die  Linien  pY'unci  ^£* 

Nun  schneiden  sich,  zufolge  des  obigen  Satzes  (No.  5),  die  drei  Ebenen 
be,  B C  und  ^7  (d.  h.  die  oben  genannten  Ebenen,  welche  respective  durcli 
die  in  der  Figur  verzeichneten  Linien  be,  BC  im&fiy  gelien)  in  einer  Lime 
Ll  (welche  die  Ebene  der  Figur  in  dem  Puncte  Ll  sehneidet);  nach  doni- 
selbeu  Satze  schneiden  ferner  auch  die  drei  Ebenen  be,  DE  und  so  ein- 
ander in  einer  Linie -Z/3,  desgleichen  die  drei  Ebeuen  de,  B(J  uncl  8s  in 
einer  geraden  Linie  Z/3,  und  eben  so  schneiden  die  dyei  Ebeuen  ad,  ED 
und  j3-y  einander  in  einer  geraden  Linie  L4. 

Bemerkt  man  ferner,  dass,  wenn  z.  B.  die  beiden  Linien  L15  /!/,,, 
welche  in  einerlei  Ebene  be  liegen,  sich  in  einem  Puncte  P  troffon,  als- 
dann  nothwendig  die  fiinf  Ebenen  be,  BC,  DE,  p-y,  8s  durch  diesen  nain- 
lichen  Punct  P  gelien,  und  dass  daher  nothwendig  auch  die  scckste  Ebene 
de,  so  wie  auch  die  beiden  ubrigon  Linien  La,  Lt  durch  dcnsolboii  Punct 
P  gehen:  so  schliosst  man  daraus,  dass  die  sechs  Ebenen  be,  de,  IK',  DKy 
pY,  8s,  so  wie  auch  die  vier  Linien  Z/n  L^  L3;  L4  im  Allgomoinoii  iinmcr 
in  einem  und  demselben  Puncte  P  zusamnientreflen,  und  nur  in  tlem  be- 
sondercn  Falle,  wo  diesor  Punct  sich  ins  Uneudliche  entfernt,  mit  einer 
und  derselben  geraden  Linie  piarallel  sind. 

Aus  alien  diesem  zusammengcnommen  zieht  man  folgenden  Sate*): 

III.  ,,Liegen  die  Sclieitel  S,  a,  A  dreier  gogebonon  Kegel  II &K, 
pa8,  $As  vom  zweiten  Grade,  welche  einander  in  ebenen  Curven  schnci- 
den,  in  einer  geraden  Linie  Sa A:  so  schneiden  sich  von  den  sechs  Ebenen 
(be,  de,  BC,  DE,  $y,  00)  der  sechs  Durchsclmitts-Curven,  vier  Mai  drei 
in  einer  geraden  Linie  (I/15 1/2,  L3,  I/J,  und  alle  sechs  Ebenen,  so  wie 

*)  In  Bezug  auf  die  Durch schnittsfigur  schliesst  man  daraus  don  foltfoudoii  Satz: 
j,Liegen  'die  Scheitol  S,  a,  A  droier  geradlinigor  Winkel  BSE,  (3«8,.  (Me,  wt^che 
in  einerlei  Ebene  liegen,  in  einer  geraden  Linie  S  a  A:  so  schnoiden  sich  von  den  sechs 
Diagonalen  be,  de,  BC,  DE,  (3y,  os  der  droi  Viorocko  bdce,  EDGE,  [ioye,  welche  j«u«» 
Winkel  paarweise  mit  einander  bilden,  vier  Mai  drei  in  einem  Puncte,  nfunlich  in  den 
yier  Puncten  Z1?  L^  L^  L^ 
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auch  dieso  vier  Linicn  L^  L2,  L3,  Z/4,  schneiden  einander,  zusammen  in 
einem  mid  demselben  Puncte  P  (oder  sind  zusammen  mit  einer  und  derselben 
geraden  LnnV  parallel)." 

8. 

Die  in  dem  Vorliegenden  (No.  7)  enthaltcnen  Satze  iiber  die  Kegel 
vom  zwciten  Grade,  sind  nur  spezielle  Falle  von  folgenden  allgemeinern 
Siitzen  fiber  die  Flachcn  voni  zwciten  Grade  tibeiiiaupt,  welche  wir  ohne 
Beweis  hinzufiigen,  und  welche  an  einem  andcren  Orte,  durcli  eben  so  ein- 
iaclie  geometrische  Betrachtungen  bewiesen  werden  sollen. 

I.  ,,Wenn  zwei   bcliebige  Flachen  zweiten  Grades  einander  in  einer 
ebenen  Curve  schneiden:    so  schneiden  sie  sich  im  Allgerneinen  noch  in 
einer  zwciten  ebenen  Curve.'4    (II.  Satz  No.  7.) 

II.  ,,Zieht  man  aus  einem  Puncte  S  alle  moglichcn  geraden  Linien, 
welche  eine  gegebene  Flache  vom  zweiten  Grade  beriihren,   so  liegen  allc 
diese  Lini.cn  in  einer  Kegelflachc  zweiten  Grades,  und  alle  zusammen  be- 
riihren die  gegebene  Flache  in  einer  ebenen  Curve  vom.  zweiten  Grade." 

Oder  mit  andern  Worten: 

,,Legt  man  an  eine  gegebene  Flache  zweiten  Grades,  aus  einem  ausser- 
halb  derselben  beliebig  angcnommenen  Puncte  S,  einen  Bertihrungskegel 
an  diesclbc,  so  ist  dieser  Kegcl  vom  zweiten  Grade,  und  beriihrt  die  ge- 
gebene Flache  in  cincr  ebenen  Curve  vom  zweiten  Grade." 

III.  ,,Beruhren  zwei  bcliebige  Flachen  vom  zwoiten  Grade  einander 
in  mehr  als  zwei  Puncten:  so  beriihren  sie  einander  in  einer  ebenen  Curve 
vom  zweiten  Grade." 

IV.  ,,Beriihren  zwei  beliebige  Flachen  vom  zweiten  Grade  eine  dritte 
solclio  Flachc  in  ebenen  Curven:  so  schneiden  sie  sich  in  ebenen  Curven," 

Da  zwei  Ebenen  zusammengenommen  als  eine  FKiche  vom  zweiten 
Grade  zu  betrachtcu  sind,  so  ist  der  erste  Satz  No.  7.  ein  spezieller  Fall 
des  gegenwartigen.  Ein  anclercr  spczieller  Fall  ist  folgender: 

,,Jedc  zwei  Cylinder  vom  zweiten  Grade,  welche  zugleich  entweder 
zwischen  oder  ausserhalb  von  zwei  parallelen  Ebenen  liegen,  (also  elliptische 
oder  hypcrbolische  Cylinder  sind)  und  diese  Ebenen  beriihren,  schneiden 
einander  in  zwei  ebenen  Curven  vom  zweiten  Grade." 

V.  ,,Zwei  beliebige  ebene  Curven,   welche  in  einer  und  derselben 
Flache  zweiten  Grades  liegen,  bestimmen  zusammen  zwei  Kegel  vom  zweiten 
Grade,  d.  h.,  die  beiden  Curven  liegen  zugleich  in  zwei  bcstimmten  Kegeln 
zweiten  Grades."  Oder  mit  ancleren  Worten:  ,,Bewcgt  man  eine  Ebene,  welche 
zwei  ebene  Curven  beriihrt,  die  in  einer  und  derselben  Flache  zweiten  Gra- 
des liegen,  so  dass  sie  die  beiden  Curven  inimerfort  beriihrt:  so  geht  diese 
Ebene  immer  durch  einen  bestimmten  Punct  S,  und  dieser  Punct  S  ist  der 
Scheitel  eines  Kegels  (zweiten  Grades),  welcher  durch  die  beiden  genannten 
Curven  gcht,  und  welcher  stets  von 'der  Ebene  beriihrt  wird,"  Da  aber  die 


10  Einige  geornetrische  Siitze. 

Ebene  auf  zwei  verschiedene  Arten  an  die  beiden  Curven  gelogt  werclen 
kann,  so  liegen  die  beiden  Curven  zugleich  in  zwei  bostimmton  Kegeln. 

Insbesondere  folgt  hieraus: 

,,Macht  man  in  irgend  einem  gegebenen  Kcgol  zweiten  Grades  zwei 
beliebige  ebene  Schnitte:  so  liegen  die  beiden  DurchscMtts- Curven  zu- 
gleicli in  einem  anderen  Kegel  voin  zweiten  Grade." 

Ferner  kann  aus  dem  obigen  Satze  dor  folgende  abgeleitet  wordon: 

,,Legt  man  dnrch  einen  willkurlichen  Punct  P,  in  einer  Flache  voni 
zweiten  Grade  eine  Bertihrungsebene  (E\  und  ferner  aus  domsolbcn  Punct 
P,  durch  beliebige  ebene  Curven,  welche  in  dor  Flache  liegen,  Kegcl:  so 
schneidet  jede  Ebene,  welche  mit  dor  genannten  Beriilirungsebene  (J?)  pa- 
rallel ist,  alle  diese  Kegel  (sammt  der  gegebenen  Flache)  in  ahnlichen 
Curven  zweiten  Grades."  Oder  mit  andern  Worten: 

3,Projizirt  man  aus  einem  willldirliclien  Puncte  P,  der  in  einer  ge- 
gebenen Flache  vom  zweiten  Grade  liegt,  beliebige  ebene  Curven,  welche 
in  derselben  Flache  liegen,  auf  eine  Ebene,  welche  mit  der  in  dem  Punct 
P  an  die  Flache  gelegten  Berlihrungsebene  parallel  ist:  so  sind  die  Pro- 
jectionen  sammtlich  ahnliche  Curven  vom  zweiten  Grade." 

VI.  ,,Wenn  von  drei  beliebigen  gegebenen  Flachen  zweiten  Grades, 
je  zwei  einander  in  ebenen  Curven  schneiden:   so  schneidon  sich  von  den 
sechs  Ebenen  diosor  sechs  Durchschnitts-Curven  [je  zwei  Flachen  schneiden 
eiuander  in  zwei  ebonen  Curven  ([.)],  vier  Mai  drei  in  einer  geraden  Lime, 
und  alle  sechs  Ebenen,  odor  diese  vier  goraden  Ijinica  schneiden  sich  zu- 
sarnraen  in  einem  und  domsolben "  Puncte  P." 

Der  Beweis  dieses  Satzes  folgt  aus  (V.  und  No.  7.  JIL). 

Aus  clem  vorliogcnden  Satze  kann  loicht  der  folgende  abgeleitot  wv^rclon. 

VII.  ,,Weim  in  einer  Ebene  irgend  zwei   beliebige  Curven  zwoiteu 
Grades  gegeben  sind,  und  man  legt  durch  jecle  derselbeu  cine  willkiirliche 
Flache  zweiten  Grades,  jedoch  so,  dass  die  beiden  Flachen  einander  in  /AVW 
ebenen  Curven  schneiden:   so  schneiden  die  Ebenen  dieser  beiden  Durch- 
schnitts-Curven die  gegebene  Ebeno  in  zwei  constanten  Linien  L,  Lu 

Dieso  beiden  Linien  L,  I  haben  in  Bezug  auf  die  beiden  gegebenen 
Curven  eine  der  merkwiirdigsten  Eigenschaften  zweier  beliebigen  Kegel- 
schnitte  in  einerlei  Ebene.  Nimmt  man  namlich  in  einer  der  beiden  Linien 
L,  I  (z-  B.  Fig.  4.)  einen  willktirlichen  Punct  P  an,  legt  aus  cliesem  Punct 
an  jecle  der  beiden"  gegebenen  Curven,  zwei  Tangenten,  welche  die  Curven 
in  den  vier  Puncten  A,  B  und  a,  b  beriihren,  verbindet  ferner  diese  vier 
Puncte  Ay  B,  a,  b  paarweise  durch  sechs  gerado  Linien,  von  doncn  sich 
Aa  und  Bb  in  einem  Puncte  S,  Af>  und  Ba  in  einem  Puncte  T3  und 
AB  und  a  b  in  einem  Puncte  Q  schneiden:  so  bleiben  die  Puncte  S  und 
T  constant,  wie  auch  der  angonommono  Punct  P  unter  der  festgcsetzten 
Bedingung  seine  Lage  andert;  dagegen  ist  der  Ort  des  Puncts  Q,  dieselbe 
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gorade  Linie  L  odor  Z,  in  welcher  sich  der  Punct  P  befindet.  Liegt  der 
Punct  P  im  Durchschnitt  (D)  der  beiden  Linicn  L,  I:  so  liegen  die  vier 
Beriihrungspuncte  A1J  jB1?  «J?  6J9  der  aus  demselben  an  beide  Curven  ge- 
legten  Tangenten,  in  einer  geraden  Linie,  welche  durch  die  beiden  Puncte 
S  und  T  geht;  diese  Eigenschaft  kommt  nur  diesem  Punct  D  zu. 

Fernor:  Legt  man  die  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  an  die  beiden 
gegebenen  Curven  (d.  h.,  diejenigen  vier  geraden  Linien,  von  welchen  jede 
beidc  Curven  zugleich  beriihrt):  so  schneiden  sich  zwei  derselben  in  dem 
gcnannten  Puncte  S  und  die  beiden  tibrigen  in  dem  Puncte  T.  Demnach 
kann  init  Htilfe  der  beiden  Linien  L,  I  die  Aufgabe: 

,,An  zwei  gogebono,  in  einerlei  Ebene  liegende  Kegclsclmittc  eine  ge- 
moinschaftlicho  Tangente  zu  legen,"  leiclit  gelost  werden,  eine  Aufgabe, 
welche  ineines  Wissens  bis  jetzt  rioch  niclit  gelost  ist. 

Endlicli  kann  nocli  hinzugefiigt  werden,  dass,  im  Fall  die  gegebenen 
Curven  einander  in  vier  Puncten  A,  B,  Gy  D  schneiden,  drei  Systeme  von 
zwei  solchen  zusamroengehorigen  Linien  L.,  I  vorhanden  sind.  Namlich 
jcde  zwei  von  den  sechs  gemeinschaftlichen  Sehnen  der  boidcn  Curven, 
welche  zusammen  durch  allo  vier  Schneidepuncte  A,  B,  C,  D  gehen  (ako 
AB  und  CD,  AC  und  BD,  AD  und  BC}  sind  ein  solclies  Lmien-Paar  L,  L 

VIII.  ,,Der  Ort  des  Scheitels  eines  geraden  Kegels  vom  zwciten  Grade, 
welcher  eine  der  Grosse  und  Lage  nach  gegcbene  Flache  vom  zweiten  Grade 
in  einer  ebenen  Curve  boriihrt:  ist  eine  ebene  Curve  vom  zweiten  Grade." 

Ist  z.  B.  die  gegebene  Flache  ein  Ellipsoid:  so  ist  dor  Ort  des  Scheitels 
clesjonigen  geraden  Kegels,  welcher  diese  Flache  in  einer  cbencn  Curve 
beriihrt ,  eine  Hyperbel.  Diese  Hyperbel  hat  folgende  merkwurdige  Be- 
ziehungen  zu  dem  Ellipsoid: 

a.  Die  Hyperbel  liegt  in  der  Ebene  (AC)  der  kleinsten  ((7)  und 
grossten  Axe  (A)  des  Ellipsoids;  ihre  Hauptaxe  liegt  in  der  grossten  Axe 
(J)  cles  Ellipsoids,  und  ihi'  Mittelpunct  ftillfc  mit  dern  Mittelpunct  des 
Ellipsoids  zusammen. 

P.  Die  Axen  der  Hyperbel  sind  der  Grosse  nach  gleich  den  Excen- 
tricitaten  derjenigcn  beiden  Ellipsen,  in  welchen  die  beiden  Ebenen  der 
Axcn  (A  /i),  (JB  6y)  das  Ellipsoid  schneiden.  Sind  also  a,  b,  c  die  halben 
Axen  des  Ellipsoids,  so  ist  die  Gleichung  dor  Hyperbel: 

(^_ft^_^a_6'a)«a  =  —(a?—b*)(b*—c*), 

wo  die  Coordinaten  ®,  z  respective  mit  den  Axen  Ay  C  des  Ellipsoids  pa- 
rallel sind. 

7.  Die  Hyperbel  schneidet  die  Oberflache  des  Ellipsoids  in  denjenigen 
vier  Puncten,  in  welchen  diese  Flache  von  vier  Ebenen  beriihrt  wird,  die 
mit  Ebenen  parallel  sind,  welche  das  Ellipsoid  in  Kreisen  schneiden. 

Eine  andere  sehr  merkwiirdige  Eigenschai't  dieser  vier  Puncte,  in 
welchen  die  Ilyperbel  die  Obcriiachc  des  Ellipsoids  sohneidot,  und  welcho 
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Monge  »OmUlicscc  nennt,  wird  von  iliin  bewiesen  (Application  de  V Ana- 
lyse a  la  Geometric  §  XVI.  p,  121). 

Ein  gegebenes  Ellipsoid  kann  also  nur  von  zwei  geraden  Cylindern 
(zwciten  Grades)  in  ebenen  Curven  beriihrt  werden;  die  Axen  dieser  beiden 
Cylinder  bilden  die  Asymptoten  der  genannten  Hyperbel. 

IX,  Bekanntlich  bestimmt  jeder  Kreis,  in  der  Oberflache  einer  Kugel, 
mit  deren  Mittelpunct  zusammen,   einen  geraden  Kegel;  und  umgekehrt: 
jeder    gerade  Kegel,    dessen  Sclieitel  im  Mittelpuncte   einer  Kugel  liegt, 
sclmeidet  die  Flache  der  Kugel  in  zwei  Kreisen.    Dieser  Satz.  findet  aber 
nicht  bei  der  Kugel  allein,  sondern  allgemeiner,  wie  folgt,  Statt. 

,,Drelit  man  irgend  eine  Curve  vom  zweiten  Grade  um  ihre  Hauptaxe 
(in  welcher  die  Brennpuncte  liegen),  so  beschreibt  sie  eine  Flache  zweiten 
Grades,  welclie  mit  der  beschreibenden  Curve  einerlei  Brennpuncte  hat, 
und  jede  beliebige  ebene  Curve,  welche  in  dieser  Flache  liegt,  bestimmt 
mit  jedem  der  beiden  Brennpuncte  einen  geraden  Kegel.  Umgekehrt:  jeder 
gerade  Kegel,  dessen  Scheitel  in  einem  der  beiden  Brennpuncte  liegt, 
sclmeidet  die  genannte  Flache  in  zwei  ebenen  Curven." 

1st  die  erzeugende  Curve  eine  Parabel,  so  ist  einer  ihrer  Brennpuncte 
unendlich  weit  entfernt.  Jede  ebene  Curve  also,  welche  man  in  diesem 
Falle  in  der  genannten  Flache  annimmt,  liegt  in  einem  geraden  Cylinder 
(zweiten  Grades),  dessen  Axe  rnit  der  Drehaxe  parallel  ist;  und  umgekehrt: 
jeder  gerade  Cylinder  zweiten  Grades,  dessen  Axe  mit  der  Drehaxe  parallel 
ist,  schneidet  die  genannte  Flache  in  einer  ebenen  Curve. 

X.  ,,Sind  zwei  Ebenen  der  Lage  nach,  und  ist  in  der  einen  eine  Curve 
vom  zweiten  Grade  der  Lage  und  Grosse  nach  gegeben:  so  ist  der  Ort  des 
Scheitels   desjenigen  Kegels  k  vom  zweiten  Grade,  welcher  durch  diese 
Curve  geht,  und  dessen  Schnitt  mit  der  andern  Ebene  ein  Kreis  ist,  eine 
ebene  Curve  vom  zweiten  Grade. u 

Ist  z.  B.  die  gegebene  Curve  eine  Ellipse,  so  ist  der  Ort  des  Scheitels 
des  genannten  Kegels  k  eine  Hyperbel;  und  umgekehrt:  ist  die  gegebene 
Curve  eine  Hyperbel,  so  ist  der  Ort  des  Scheitels  des  Kegels  k  eine  Ellipse; 
und  ist  endlich  die  gegebene  Curve  eine  Parabel,  so  ist  auch  der  Ort  des 
Scheitels  des  Kegels  k  eine  Parabel. 

Ferner  ist  hierbei  noch  Folgendes  zu  bemerken: 

3?Die  Mittelpuncte  my  M  .  .  .  der  Kreise  m,  M  .  .  .  (Fig.  5),  in 
welchen  der  genannte  Kegel  k  die  zweite  Ebene  schneidet,  liegen  iminer 
in  einer  geraden  Linie  AD,  welche  auf  der  Durchschnittslinie  PD  der 
beiden  gegebenen  Ebenen  (ADP^EDP)  senkrecht  steht;  und  legt  man 
aus  irgend  einem  Puncte  P  der  Durchschnittslinie  PD?  Tangenten  Pn, 
PN  an  die  Kreise  m,  M  . . . ,  so  sind  alle  diese  Tangenten  einandor 
gleich,  d.  h. 
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,,Legt  man  an  die  gegebene  Curve  (C)  zwei  Tangenten  BB^  bb^ 
welche  mit  der  Durchschnittslinie  DP  der  beiden  gegebenen  Ebenen  pa- 
rallel sind:  so  bestiinmen  die  beiden  Beriihrungspuncte  B,  b  dieser  Tan- 
genten  einen  Durchmesser  Bb,  welcher  mit  der  vorhin  genannten  Linie  AD, 
in  dem  Puncte  D  zusammentrifft.  Die  genannte  Curve,  welche  der  Ort 
des  Scheitels  des  Kegels  k  ist,  liegt  immer  in  der  Ebene  ADE  und  hat 
mit  der  gegebenen  Curve  (C)  den  Durchmesser  Bb  geinein. 

XI.  „ Sind  zwei  Ebenen  der  Lage  nach,  und  ist  in  der  einen  eine 
beliebige  Curve  (C)  vom  zweiten  Grade,  der  Lage  und  Grosse  nach  ge- 
geben:  so  ist  der  Ort  des  Scheitels  desjenigen  Kegels  (K),  welcher  durch 
diese  Curve  geht,  und  dessen  Schnitt  mit  der  anderen  Ebene  eine  gleich- 
seitige  Hyperbel  ist,  eine  Flache  (F)  vom  zweiten  Grade."  Namlich: 

a)  Ist  die  gegebene  Curve  C  eine  Ellipse:    so  ist  die  Flache  F  die 
Oberflache   eines  Ellipsoids,    welches   mit  der  gegebenen  Ellipse  einerlei 
Mittelpunct  hat. 

b)  Ist  (C)  eine  Hyperbel,  so  ist  (F)  eine  hyperbolische  Flache  zweiten 
Grades,  und  zwar: 

a)  Wenn  die  Durchschnittslinie  (PD)  der  beiden  gegebenen  Ebenen 
nur  einen  (oder  gar  keinen)  Zweig  der  gegebenen  Hyperbel  (6') 
schneidet:  so  ist  die  Flache  (F)  eine  zweitheilige  hyperbolische 
Flache  zweiten  Grades  (hyperbolo'ide  a  deux  nappes). 

(3)  Wenn  die  genannte  Durchschnittslinie  (PD)  beide  Zweige  der  ge- 
gebenen Hyperbel  schneidet:  so  ist  die  Flache  (F)  eine  einfache 
hyperbolische  Flache  zweiten  Grades  (hyperbolo'ide  a  une  nappe). 

c)  Ist  (<7)  eine  Parabel,  so  ist  (F)  eine  elliptisch-parabolische  Flache 
zweiten  Grades  (parabolo'ide  elliptique). 

d)  Sind  (C)  zwei  sich  schneidende  gerade  Linien  (welche  zusammen 
als  eine  Hyperbel  betrachtet  werden  konnen):  so  ist  (F)  eine  Kegelflache 
zweiten  Grades. 

e)  Sind  (C)  zwei  parallele  gerade  Linien:  so  ist  F  die  Flache  eines 
elliptischen  Cylinders. 

In  den  beiden  letzteren  Fallen  (d  und  e)  treten  aber  an  die  Stelle  der 
verlangten  gleichseitigen  Hyperbel  zwei  sich  rechtwinklig  schneidende  ge- 
rade Linien,  welche  als  eine  gleichseitige  Hyperbel  betrachtet  werden 
konnen. 

Die  so  eben  genannten  Flachen  zweiten  Grades  sind  diejenigen,  welche 
von  einer  Ebene  in  einem  Kreise  geschnitten  werden  konnen;  und  zwar 
wird  in  jedem  der  obigen  Falle  die  Flache  (F)  von  einer  Ebene,  welche 
mit  der  zweiten  .gegebenen  Ebene  (A DP}  parallel  ist,  in  einem  Kreise 
geschnitten.  " 

Es  kann  bei  dieser  Gelegenheit  noch  bemerkt  werden,  dass  nicht  jede 
Flache  zweiten  Grades  durch  eine  Ebene  in  einem  Kreise  geschnitten,  oder 
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wle  man  sagt,  durch  Bewegung  eines  (veranderlichen)  Kreises  erzeugt 
werden  kann.  Ausser  dem.  liyperbolischen  und  parabolischen  Cylinder  und 
dent  Systeme  zweier  Ebenen  ist  hiervon  die  hyperbolisch-parabolische  Flache 
zweiten  Grades  (paraboloide  hyperbolique)  ausgenommen,  ungeachtet  Biot 
in  seinem  Werke  ^Essai  de  Q-eometrie  analytiquea ^  S.  271  diese  Flache  niclit 
ausschliesst  und  ungeaclitet  M on ge  in  seinem  Werke  ^Application  de  V Ana- 
lyse a  la  Q-eometrie"  S.  45  ausdriicklich  sagt,  dass  auch  diese  Flaclie  durcli 
die  Bewegung  eines  veranderlichen  Kreises  erzeugt  werden  konne.  Unsere 
Behauptung  lasst  sicli  in  Kiirze,  wie  folgt,  begrtinden. 

Die  Gleicliung  der  genannten  Flaclie  (fur  rechtwinklige  Coordinaten) 
ist  bekanntlich 

(A)  Pz? — py*  =  — pP%. 

Wird  die  Flaclie  (A)  von  einer  beliebigen  Ebene,  welche  durcli  die  Ulei- 
chung 

(B)  x  =  a^-\~-bz+c 

gegeben  ist,  g^schnitten:  so  ist  die  Projection  der  Durchsclinitts-Curve  auf 
die  Ebene  der  (yz) 

(C)  Pz*-pf  =  -pP(ay+bz+c), 

welches,  da  z*  und  y"  verschiedene  Zeichen  haben,  die  Gleicliung  der  Hy- 
perbel  ist.  Mithin  ist  auch  die  Durchschnitts-Curve  selbst  eine  Hyperbel. 
Es  ist  klar,  dass  die  Curve  (C)  und  also  auch  die  Durchschnitts- Curve 
iinmer  eine  Hyperbel  ist,  wenn  man  in  der  Gleicliung  (B)  der  schneidenden 
Ebene  entweder  y  oder  z  oder  y  und  z  gleich  0  setzt,  d.  h.  wcnn  die 
sclineidende  Ebene  (B)  entweder  rait  y,  oder  mit  2,  oder  mit  y  und  z  pa- 
rallel ist.  Nimmt  man  dagegen  an,  die  sclineidende  Ebene  sei  mit  sc  pa- 
rallel, so  dass  ihre  Gleichung 

(D)  ay+bz+c  =  0 

ist, .  so  hat,  man  for  die  Projection  der  Durchschnitts-Curve  auf  die  Ebene 
der  (az) 

(E)  P 

welches,  wie  man  sieht,  die  Gleichung  der  Parabel  ist;  und  mithin  ist  anch 
die  Durchschnitts-Curve  selbst  eine  Parabel. 

Die  Flache  (A)  wd  demnach  von  einer  Ebene  im  Allgemeinen  in 
einer  Hyperbel  (wozu  auch  zwei  gerade  Linien  gehoren)  geschnitten,  und 
nur  in  dem  besondern  Falle,  wo  die  schneidende  Ebene  mit  der  Axe  der 
x  parallel  ist,  wird  die  Durchschnitts-Curve  eine  Parabel. 

9. 

Im  vierzehnten  Bande  (S.  280,  286)  der  Annalen  der  Mathcmatik  von 
Gergonne  beweisen  Querret  und  Sturm  folgenden  Satz: 
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,,Wenn  man  aus  irgend  einem  Puncte  der  Peripherie  eines  Kreises, 
welcher  rait  dem  um  ein  gegebenes  Dreieck  bescliriebenen  Kreise  concen- 
trisch  1st,  auf  die.  Seiten  des  Dreiecks  Lothe  fallt,  so  ist  der  Inhalt  des- 
jenigen  Dreiecks,  dessen  Scheitel  die  Fusspuncte  dieser  Lotlie  sind,  constant." 

Im  funfzehnten  Bande  desselben  Werks  wird  Seite  45  von  einem 
Abonnenten  und  Seite  250  von  Sturm  der  Satz  bewiesen: 

,,Fallt  man  aus  irgend  einem  Puncte  der  Peripherie  eines  Kreises, 
welcher  mit  einem  gegebenen  regelmassigen  Polygon  eineiiei  Mittelpunct 
hat,  Lothe  auf  die  Seiten  dieses  Polygons,  so  ist  der  Inhalt  desjenigen 
Polygons,  dessen  Ecken  in  den  Fusspuncten  dieser  Lothe  liegen,  constant"  ; 
ein  Satz,  welchen  Lhuilier  in  der  Bibliotheque  universelle  (mars  1824 
p.  169)  bekannt  gemacht  hat. 

Diese  beiden  Satze  sind  aber  nur  spezielle  Falle  des  folgenden  allge- 
meineren  Satzes: 

,,Fallt  man  aus  irgend  einem,  in  der  Ebene  eines  beliebigen  gege- 
benen Polygons  ABODE  (Fig.  6)  liegenden  Puncte  P,  Lothe  PA1,  PB^ 
PC^  .  .  .  auf  die  Seiten  des  Polygons,  verbindet  die  Fusspuncte  dieser 
Lothe  der  Reihe  nach  durch  gerade  Linien,  wodurch  ein  in  das  gegebene 
eingeschriebenes  Polygon  A1BIC1D1E1  entsteht:  so  ist,  im  Fall  der  Inhalt 
dieses  eingeschriebenen  Polygons  constant  bleiben  soil,  der  Ort  des  Punctes 
P  die  Peripherie  eines  Kreises.  Der  Mittelpunct  dieses  Kreises  ist  von 
dern  Inhalte  des  eingeschriebenen  Polygons  und  von  der  Lage  des  ursprung- 
lich  angenommenen  Punctes  P  unabhangig.  Er  ist,  wenn  man  Krafte  an- 
nimmt,  die  in  parallelen  Richtungen  auf  die  Ecken  des  gegebenen  Polygons 
wirken,  und  sich  verhalten  wie  die  Sinusse  der  respectiven  doppelten 
Winkel  des  gegebenen  Polygons,  der  Mittelpunct  (Schwerpunct)  dieser 
Krafte. 

B  e  w  e  i  s. 

Man  verbinde  den  Punct  P  mit  den  Eckpuncten  des  gegebenen  Viel- 
ecks  durch  die  geraden  Linien  a,  b,  c,  d,  ey  so  ist  z.  B. 

f  PA1  =  a.  since    und     PEl  =  a.sin(.4  —  a) 
^  ^  1-4^  =  a.cosa    und    AEl  =  a.cos(^L  —  a). 

Bezeicbuet  man  den  Inhalt  des  Dreiecks  AlPEl   durch  A  und  den  In- 
halt des  Vierecks  AA1PE1  durch  D,  so  hat  man 
(2)         2  A  =  PA,  X  PE,  .  si 


(3)        a  =  ^^  ^ 

U  u 

Substituirt  man  in  diese  Gleichungen  die  Werthe  von  PA^  PE^ 
AE1  aus  (1),  und  bemerkt.  dass 

sin  A  =  sinAtPE^ 
weil  die  Winkel  A  und  A^PE^  zusammen  zwei  Rechte  betragen,  und  zieht 
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alsclann  die  Gleichungen  (2)  und  (3)  von  einander  ab,  so  findet  man 

Q  —  2A  =  — ~ [cosacos(yl — a)  —  sin  a  sin  (J. — a)] 

(4) 


~  2  4 

Eine  ahnliche  Gleichung  findet  zwischen  dem  Yiereck  BB1PA1  und  dem 
Dreieck  B^A^  zwischen  dem  -Yiereck  CC1PB1  und  dem  zugehorigen 
Dreieck  QPB^  u.  s.  w.  Statt.  Die  Summe  aller  Vierecke  1st  aber  gleich 
dem  Inhalte  des  gegebenen  Vielecks  ABODE,  und  die  Summe  aller  Drei- 
ecke  ist  gleich  deni  Inhalte  des  eingeschriebenen  Yielecks  Al Bl Q Dl ET  • 
bezeiclmet  man  daher  den  Inhalt  des  gegebenen  Yielecks  durcliJ"und  den 
Inlialt  des  eingescMebenen  Yielecks  durch  J"15  so  hat  man  vermoge  der 
Gleichung  (4): 

_      _     OT 

(5)  J~~ZJl  = 

Soil  nun  der  Inhalt  J^  des  eingeschriebenen  Yielecks  constant  sein,  so  ist 
J — 2  J^  eine  constante  Grosse,  welche  K  sein  mag,  so  dass 

(6)  a2sin2^+62sin2J5-+-c2sin2C-l-^3sin2Z>+^sin2^r  =  4K 

In  dieser  Gleichung  sind  alle  Grossen  constant,  bis  auf  a,  b,  c,  d,  e,  welche 
die  Entfernungen  des  unbestimniten  Puncts  P  von  den  gegebenen  Puncten 
Ay  By  C}  Dy  E  ausdrucken.  Es  ist  aber  bekannt,  dass 

,,wenn  in  einer  Ebene  beliebig  viele  Puncte  Ay  By  C,  Dy  E9  . . . 
gegeben  sind,  und  man  nimmt  in  derselben  Ebene  einen  willkiirlichen 
Punct  P  an,  zieht  aus  demselben  gerade  Linien  ay  b3  c,  d,  e,  . . .  nach 
jenen  gegebenen  Puncten,  multiplicirt  die  Quadrate  dieser  Linien  mit  be- 
liebigen  Grossen  a,  p,  y,  8,  s,  . . . ,  und  setzt  die  Summe  dieser  Producte 
constant:  dass  dann  der  Ort  des  angenommenen  Puncts  P  die  Peripherie 
eines  Kreises  ist,  dessen  Mittelpunct  in  dem  gemeinschaftlichen  Schwer- 
punct  liegt,  wenn  man  die  Grossen  a,  p,  7,  8,  s,  ...  als  in  den  gege- 
benen Puncten  Ay  By  C,  Dy  E,  ...  parallel  wirkende  Krafte  betrachtet." 

Daher  folgt  nunmehr  unmittelbar  der  obige  allgemeine  Lehrsatz.  Dass 
die  beiden  im  Anfange  angefiihrten  Satze  spezielle  Falle  des  gegenwartigen 
Satzes  sind,  ist  leicht  zu  sehen. 

Berlin,  im  November  1825. 
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Die  in  den  nachstehenden  Paragraplien  angefangenen  Betrachtungen 
entlialten  die  Grundlage  der  geonietrischen  Untersuchung  liber  das  Schnei- 
den  der  Kreise.  Es  lassen  sicli  daraus  die  Auflosungen  fast  aller  Auf- 
gaben  iiber  das  Schneiden  und  Beruhren  der  Kreise  entwickeln,  und  zwar 
in  den  nieisten  Fallen  sehr  einfach;  aucli  wird  durch  sie  oft  zwischen  meh» 
reren  Aufgaben,  welche  auf  den  ersten  Anblick  keine  Gemeinschaft  zu  haben 
scheinen,  ein  gewisser  Zusainmenhang  sichtbar.  Zwei  andere,  eben  so  er- 
folgreiche  Gegenstande,  besonders  in  Bezug  auf  die  Curven  und  Flachen 
zweiten  Grades,  auf  die  sogenannten  Porismen  und  die  nieisten  Satze, 
welche  man  gewohnlich  durch  die  Theorie  der  Transversal  en  zu  beweisen 
pflegt,  sind  die  harmonische  Proportion  und  die  perspectivische 
Projection. 

Vor  etwa  drei  Jahren  sah  sich  der  Verfasser  dieser  Abhandlung,  zu- 
falliger  Weise,  zur  Beschaftigung  rait  der  Aufgabe:  1)  einen  Kreis  zu  be- 
schreiben,  welcher  drei  andere,  gegebene  Kreise  beruhrt;  2)  mit  der  Mal- 
fatti'schen  Aufgabe  (No.  14);  so  wie  3)  mit  dem  XY.  Theorem  ini  IV.  Buch 
ler  Collect,  mathem.  von  Pap  pus;  und  4)  rnit  verschiedenen  Porismen  und 
ler  rein  geonietrischen  Betrachtung  der  Curven  und  Flachen  zweiten  Gra- 
des, angeregt.  Den  Pappischen  Satz  kannte  er  nur  ohne  Beweis;  eben 
so  die  Malfatti'sche  Aufgabe;  von  der  ersten  (1)  jedoch  die  Vieta'sche 
geometrische  Losung. 

Der  Verfasser  pflegt  in  der  Regel  nicht  eher  liber  eine  Aufgabe  oder 
uber  einen  Gegenstand  welter  nachzulesen,  bevor  er  nicht  selbst  eine  Auf- 
losung  oder  Satze  daruber  gefunden  hat,  um  alsdann  seine  Resultate  mit 
den  schon  vorhandenen  zu  vergleichen. 

Dieses  fand  auch  bei  den  eben  genannten  Gegenstanden  Statt;  das  Be- 
streben  des  Verfassers  war,  z.  B.  bei  den  Auflosungen  der  verschiedenen 
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Aufgaben  itber  Beriihrung  der  Kreise.    den  ihnen  znm  Grande  liegenden 
gemeinschaftlichen  Zusammenhang  zu  flnden. 

Den  Satz  (No.  3),  ,,dass  der  Ort  der  gleichen  Tangenten  zweier  gegebenen 
Kreise  eine  gerade  Linie  sei,"  hatte  der  Verfasser  sclion  bei  einer  friihern 
geometrischen  Untersuchung  gefunden.  Die  Bedeutung  der  Aehnlichkeits- 
puncte  (No.  7)  und  der  gemeinschaftlichen  Potenz  (No.  11)  zweier  Kreise, 
wovon  schon  bei  Pappus  und  Vieta  sich  Spuren  fmden,  lernte  er  durch  ihre, 
von  ihm  gefundene  vielseitige  Anwendbarkeit  erkennen.  Mittelst  der  An- 
weudung  dieser  drei  Satze  offenbarte  sich  ihm  nun  der  gesuchte  Zusammen- 
hang  der  verschiedenen  Aufgaben  fiber  Beriihrung  der  Kreise,  welche  or 
sich  vorgelegt  liatte,  nebst  einer  Menge  damit  in  Yerbindung  stehender 
Satze. 

Als  nun  der  Verfa«,ser  seinen  Gegonstand  einigermassen  erscliopft  zu 
haben  glaubte,  sah  er  sich  anch  nach  Demjenigen  urn,  was  Andero  ge- 
than.  Er  sah,  dass  die  Franzosen  nicht  nur  einen  grossen  Theil  der  von 
ihm  gelosten  Satze  und  Aufgaben  schon  besitzen,  sondern  auch  bei  den 
Beweisen  und  Auflosungen  sich  fast  allenthalben  derselben  Mittel  bedient 
haben,  wie  er.  In  Hinsicht  der  Anwendnng  der  harmonischen  Proportion 
und  der  perspectivischen  Projection  auf  eine  grosse  Menge  geometrischcr 
Gegenstande  (besonders  auf  die  Curven  und  Flachen  xweiten  Grades,  die 
Porismen  u.  s.  w.)  fand  er  besonders  bei  Poncelet  (Traite  des  proprietes 
yrojectives  cles  figures*},  sowohl  viele  seiner  Satze,  als  auch  denselben  Gang 
der  Betrachtung. 

Kir  die  Versicheruug,  dass  der  Verfasser  Dasjenige,  was  die  Franzosen 
in  die'ser  Hinsicht  gethan,  vorher  nicht  gekannt  habe,  hofft  er,  werden  nicht 
allein  diejeaigen  seiner  Bekannten,  welche,  bei  taglichem  Umgange  mit 
ihm,  die  Entstehung  und  Entwickelung  seiner  Arbeiten  beobachteten,  son- 
dern  dem  Sachkenner  wircl  auch  schon  die  umfassendere ,  allgemeinere 
Entwicielungsweise  in  den  Untersuchungen,  aus  welcher  nicht  nur  alle  jene 
Betrachtungen,  sondern  auch  eine  grosse  Menge  neuer  Resultate  von  selbst 
hervorgehen,  ein  Zeugniss  ablegen.  So  hat  er  z.  B.  die  Untersuchungen 
liber  Kreise  und  Kugeln  auf  die  Weise  verallgemeinert,  dass  die  Wink  el, 
unter  welchen  dieselben  sicli  schneiden,  betraohtet  werden,  so  dass  die 
Beriihrung  nur  als  ein  spezieller  Fall  cles  Schneidens  anzusehen  1st,  na,m- 
lich  der,  wo  der  Sclmeidimgswinkel  gleich  0  oder  gleich  180°  ist.  Und 
zwar  lost  er  durch  Hiilfe  der  in  den  nachstehenden  Paragraphen  (I.  II.  Ill) 
entwickelten  Lehrsatze  nicht  allein  alle  die  verschiedenen  (Apollonischen) 
Aufgaben  liber  Beruhrung  der  Kreise  uud  der  geraden  Linien  etc.,  sondern 
noch  weit  melir  Aufgaben  fiber  das  Schneiden  der  Kreise;  wie  z.  B. 
folgende: 


*)  Vergl.  CreUe's  Journal  Band  L  S.  96. 
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,,Einen  Kreis  zu  besclireiben,  welcher  drei  der  Grosse  uncl  Lage  nach 
gegebene  Kreise  K1?  K2,  K3  respective  miter  den  gegebenen  Winkeln  ocj? 
a2,  a3  schneidet" 

,,Einen  Kreis  zu  beschreiben,  welcher  vier,  der  Grosse  und  Lage  nach 
gegebene  Kreise  unter  einerlei  Winkel  schneidet."  U.  s.  w. 

Und  zwar  werden  alle  diese  Aufgaben  ebeusowohl  bei  Kreisen.  die  in 
einerlei  Ebene,  als  bei  Kreisen,  die  in  einerlei  Kugelflache  liegen,  gelost. 
Ferner  werden  analoge  Aufgaben  bei  Kugeln  im  Raume  gelost,  als  z.  B.: 

,,Eine  Kugel  zu  beschreiben,  welche  vier,  der  Grosse  und  Lage  nach 
gegebene  Kugeln  K15  K2,  K3,  K4  respective  unter  den  gegebenen  Winkeln 
an  a3,  as,  a4  schneidet." 

,,Eine  Kugel  zu  beschreiben ,  welche  fitof  der  Grosse  und  Lage  nach 
gegebene  Kugeln  unter  einerlei  Winkel  schneidet."  U.  s.  w. 

Nach  dein  friihern  Plane  des  Verfassers  sollten  seine  geoinetrischen 
Untersuchungen  ein  zusammenhangendes  Werk  ausrnachen;  allein  bei  der 
Ausarbeitung  fand  sich,  dass  es  zu  ausgedehnt  werden  wiirde;  andererseits 
war  es  ilim  bis  jetzt  nocli  nicht  moglich,  seinen  Untersuchungen  eiu  be- 
stimmtes  Ziel  zu  setzen,  weil  sich  dieselben  nocli  taglich  enveitem  und 
auf  neue  Gegenstande  anwenden  lassen,  so  dass  bestimmte  Schranken  der 
freien  Entwickelung  des  Gegenstandes  nur  nachtheilig  sein  wiirden.  Der 
Verfasser  wird  daher  erst  einen  Theil  clavon,  welcher 

,,Das  Schneiden  (mit  Einschluss  der  Bcruhrung)  der  Kreise  in 
der  Ebene,  das  Schneiden  der  Kugeln  im  Raume,  und  das  Schnei- 
den der  Kreise  auf  der  Kugelflache" 

en  thai  ten  soil,  Untersuchungen,  welche  schon  vor  zwei  Jaliren  beendet 
waren,  und  deren  Ausarbeitung  zurn  Drucke  gegenwartig  beinahe  vollendet 
ist,  in  einem  Bande  von  etwa  25  bis  30  Bogen,  herausgeben,  und  wenn 
dieser  erste  Tlleil  einige  Theilnahine  findet,  die  iibrigen  Untersuchungen 
nachfolgen  lassen. 


§  I.    Von  der  Potenz  bei  Kreisen,  die  in  einerlei  Ebene  liegen. 

1. 

Wenn  die  geraden  Linien  Mm  und  PG  (Fig.  1)  auf  einander  senkrecht 
stehen:  so  ist  fur  jeden  beliebigen  Punct  P  des  Perpendikels  PGr,  wenn 
man  die  Puncte  m,  M  als  gegeben  betrachtet: 


das  heisst: 

,,Der  Unterschied  der  Quadrate  der  Abstande  aller  Puncte  P  der  Senk- 
rechten  PG-  von  zwei  gegebenen  Puncten  J/;  m  ist  eine  uuveranderliche 
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Grosse,  namlich  gleich  dem  Unterschiede  der  Quadrate  der  Abstande  MG, 
mG  der  Senkrechten  PG-  von  den  gegebenen  Puncten  M,  m."  Hier- 
aus  folgt: 

,,Dass  der  geometrische  Ort  eines  Puncts  P,  fiir  welchen  der  Unter- 
schied  der  Quadrate  seiner  Abstande  von  zwei  gegebenen  Puncten  M,  m 
gleich  1st  einer  gegebenen  Grosse  w2,  eine  gerade  Linie  PG  ist,  welche 
auf  der  die  gegebenen  Puncte  verbindenden  Gcraden  (Mm)  senkrecht  steht." 

Bezeichnet  man  den  Abstand  der  gegebenen  Puncte  Mm  von  einander 
durch  a:  so  ist 

MG+mG  =  a    und 
Daraus  folgt: 


MG=      ^          und    m&  =  - 

2a 


2. 

In  den  Lehrbiichern  der  Geometrie  findet  man  folgenden  Satz  be- 
wiesen: 

,,Werden  aus  einem,  in  der  Ebene  eines  Kreises  M,  (Fig.  2)  willkiir- 
licli  angenommenen  Puncte  P3  gerade  Linien  PAS,  PCD  .  .  .  gezogen, 
die  den  Kreis  sclineiden:  so  ist  das  Product  (Rechteck)  aus  den  Abstanden 
des  Puncts  von  den  Durchschnittspuncten  der  schneidenden  Linien  eine  be- 
standige  Grosse;  d.  h.  es  ist 


Dieses  Product,  fiir  einen  bestimmten  Punct,  in  Bezug  auf  einen  ge- 
gebenen Kreis,  soil 

,,Potenz  des  Puncts  in  Bezug  auf  den  Kreis,"* 
oder  auch  umgekehrt: 

,,Potenz  des  Kreises  in  Bezug  auf  den  Punct*)"  heissen. 

Ferner  wollen  wir  sagen:  Die  Potenz  eines  Puncts,  in  Bezug  auf  einen 
Kreis,  sei  ausserlicli  oder  innerlicli,  je  nachdem  der  Punct  ausserhalb 
oder  innerlialb  des  Kreises  liegt. 

Liegt  der  Punct  P  ausserhalb  des  Kreises  M,  (Fig.  2):  so  ist  seine 
Potenz  gleich  dem  Quadrat  der,  aus  ihm  an  den  Kreis  gelegten,  Tangente 
PT.  Die  Potenz  eines  innerhalb  des  Kreises  M  liegenden  Puncts  Q  (Fig.  3) 
ist  gleich  dem  Quadrat  der  halben  kleinsten  Sehne  QC,  durch  den  gege- 
benen Punct.  Bezeichnet  man  den  Halbmesser  M  T,  MC  des  Kreises  M 
(Fig.  2,  3)  durch  R,  so  ist,  vermoge  der  rechtwinkligen  Dreiecke  MTP, 


*)  Die  Alten  nannten  den  constanten  Inhalt  des  zwischen  der  Hyperbel  und  ihren 
Asymptoten  beschriebenen  Parallelogramms,  J5Poteiiz  der  Hyperbel", 
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die  Potenz  des  ausserhalb  des  Kreises  liegenden  Puncts  P, 

PT  =  PM*—R\ 
mid  die  Potenz  des  innerhalb  des  Kreises  liegenden  Puncts  Q, 

QC*  =  R2—MQ2. 

Hieraus  folgt,  dass  Puncte,  welclie  gleich  weit  vom  Mittelpunct  eines 
Kreises  entfernt  sind,  in  Bezug  auf  ihn  gleiche  Potenzen  haben,  Fallt  ein 
Punct  in  die  Peripherie  eines  Kreises,  so  ist  seine  Potenz  gleich  0;  ,und  um- 
gekehrt,  jeder  Punct,  dessen  Potenz  in  Bezug  auf  einen  gegebenen  Kreis 
gleich  0  ist,  liegt  in  der  Peripherie  des  Kreises. 

3. 

Wenn  M,  m  (Fig.  1)  die  Mittelpuncte  zweier  Kreise  M,  m  sind,  deren 
Radien  durch  R,  r  bezeichnet  werden  mogen,  mid  P  ist  ein  Punct,  welcher 
zu  beiden  Kreisen  gleiche  und  gleichartige,  d.  h.  in  Bezug  auf  beide  Kreise 
zugleich  ausserliche  oder  zugleich  innerliche,  Potenzen  hat,  so  ist  ent- 
weder  (No.  2): 

(a)  MP^—W  =  mP*—r\ 
oder 

(b)  R2 
Aus  Beidem  folgt: 


d.  h.  :  ,,Der  Unterschied  der  Quadrate  der  Abstandc  des  Puncts  P  ist  unter 
der  vorausgesetzten  Bedingung  eine  unveranderliche  Grosse  (E2  —  r3),  nam- 
lich  gleich  dem  Unterschied  der  Quadrate  der  Radien  der  gegebenen 
Kreise  M9  m." 

Hieraus  folgt  nach  No.  1  : 

,,Dass  der  Ort  eines  Puncts  P,  welcher  zu  zwei  gegebenen  Kreisen 
A/,  m  gleichartige  und  gleiche  Potenz  hat,  eine  gerade  Linie  PG-  ist,  welclie 
auf  der  Axe  Mm  der  Kreise  senkrecht  steht.u 

Wegen  dieser  Eigenschaft  der  geraden  Linie  PG-  soil  dieselbe  fortau: 
,,Linie  der  gleichen  Potenzen  der  Kreise  1£  ni"  heissen. 

Aus  dem  Obigen  folgen  noch  die  Zusatze,  dass: 

y,Erstlich  die  gemeinschaftliche  Sehne  zweier  Kreise,  und 

,,Zweitens  die  Linie,  welclie  zwei  Kreise  in  einern  und  demselben 
Punct  berlihrt,  zugleich  die  Linie  ihrer  gleichen  Potenzen  ist.': 

Da  nach  No.  2  die  Potenz  eines  ausserhalb  des  Kreises  liegenden  Puncts 
gleich  ist  dem  Quadrat  der  Tangente  aus  dem  Puncte  an  den  Kreis,  so 
folgt  femer: 

,,Dass  der  geometrische  Ort  eines  Puncts  P7  aus  welchem  die  Tan- 
genten  an  zwei  gegebene  Kreise  M,  m  einander  gleich  sind,  eine  auf  der 
Axe  Mm  der  Kreise  senkrecht  stehende  gerade  Linie  PG-  ist." 
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Beschreibt  man  mit  einer  der  vier  Tangenten  aus  dem  Punct  P  an 
die  beiden  gegebenen  Kreise  einen  Krcis  Py  so  sclmeidet  derselbe  die 
beiden  gegebenen  Kreise  rechtwinklig,  und  es  folgt  ferner: 

,,Dass  der  geometrische  Ort  des  Mittelpuncts  P  eines  Kreises  P, 
welcher  zwei  gegebenc  Kreise  M,  in  rechtwinklig  sclmeidet,  eine  gerade 
Linie  PG-  ist,  welche  auf  der  Axe  Mm  cler  gegebenen  Kreise  senkrecht 
ateht." 

4. 

Es  seien  J/19  J/,,  Ms  (Fig.  4)  die  Mittolpunctc  dreier,  der  Grosse 
und  Lage  nach  gegebenen  Kreise  1/15  l/3,  J/r  Zu  je  zwei  der  gegebenen 
Kreise  gehort  nach  No.  3  eine  Linie  cler  gleicheu  Potenzen.  Wir  wollen 
diese  drei  Linien,  mittelst  der  den  Kreisen  zukommenden  Zahlen,  und  zwar 
durch  Z(12),  Z(13),  Z(23)  bezeichnen,  d.  h.  Z(12)  bezeichnet  die  Linie  der 
gleichen  Potenzen  der  beiden  gegebenen  Kreise  M^  M^  u.  s.  w. 

Derjenige  Punct,  in  welchem  sich  z.  B.  die  beiden  Linien  Z(12),  Z(13) 
sclmeiden,  und  welchen  wir  durch  #(123)  bezeichnen  wollen,  hat,  vennoge 
der  ersten  Linie  Z(12),  zu  den  beiden  Kreisen  M^  J/3,  und  vermoge  der 
anclern  Linie  Z(13),  zu  den  beiden  Kreisen  Af13  M^  gleiche  Potenzen;  mit- 
hin  hat  or  zu  alien  drei  gegebenen  Kreisen  M^  M2,  M^  gleiche  Potenzen, 
und  folglich  geht  auch  die  dritte  Linie  Z(23)  durch  den  genannten  Punct 
#(123).  Daraus  folgt  nachstehender  Satz: 

,,Die  drei  Linien  cler  gleichen  Potenzen,  welche  zu  drei  gegebenen 
Kreisen,  paarweise  genommen,  gehoren,  schneiden  einander  in  einem  und 
demselben  Punct  #(123)."  Wir  wollen  diesen  Punct  #(123)  hinfort 

,,Punct  der  gleichen  Potenzen  der  drei  Kreise  Mv  l/3,  M^ 
nennen. 

Liegt  der  Punct  #(123)  ausserhalb  der  drei  gegebenen  Kreise  M^  M^ 
M^.  so  folgt  aus  No.  3,  class  die  aus  ihm  an  die  Kreise  gelegten  Tangenten 
einander  gleich  sind,  und  class  er  in  diesem  Fall  der  Mittelpunct  eines 
Kreises  ist,  welcher  die  drei  gegebenen  Kreise  rechtwinklig  schneidet. 

Da  nach  No.  3  die  gemeinschaftliche  Sehne  zweier  Kreise  zugleich  die 
Linie  der  gleichen  Potenzen  derselben  ist,  so  folgt  ferner: 

,,Dass  wenn  drei  beliebige  Kreise  M^  J/2,  Ms  (Fig.  5)  einander 
schneiden,  dass  dann  die  drei  Sehnen  AB,  CD,  EF,  welche  dieselben 
paarweise  mit  einander  gemein  haben,  sich  in  einein  und  demselben  Puncte 
p(123),  namlich  im  Puncte  der  gleichen  Potenzen  der  drei  Kreise  schnei- 
den," Und: 

,,dass  wenn  drei  beliebige  Kreise  einander  beriihren,  alsdann  die, 
in  den  drei  Benihrungspuncten  an  die  Kreise  gelegten  Tangenten,  in  einem 
und  demselben  Punct  zusammentreffen." 

Hieraus  folgen  ferner  nachstehende  Satze: 
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,,Werden  zwei,  cler  Grosso  und  Lagc  nach  gegebene  Kreise  Jl/17 
J/3  (Fig.  6)  von  irgend  einem  willkiirlichen  Kreise  M3  geschnitten ,  so 
1st  der  geometrische  Ort  des  Durchschnittspuncts  P  der  beiden  Sehnen 
EF,  CD,  welche  der  letztere  Kreis  mit  jenen  beiden  gemein  hat,  eine 
gerade  Linie,  welche  auf  der  Axe  M^J9  der  gegebenen  Kreise  senkrecht 
steht." 

Nainlich  der  Ort  des  genannten  Durchschnittspuncts  P  ist  die  Linie 
cler  gleichen  Potenzen  1(12)  der  beiden  gegebenen  Kreise.  Man  sieht  leicht, 
wie  sich  hieraus  die  Linie  cler  gleichen  Potenzen  1(12)  zweier  gegebenen 
Kreise  M^  l/3  finclen  lasst.  Ferner: 

y,  Werden  zwei  cler  Lage  und  Grosse  nach  gegebene  Kreise  l/i;  M.2 
(Fig.  7)  von  irgend  einem  willktiiiichen  Kreise  M^  berohrt,  und  man  legt 
in  den  beiden  Beriihrungspunc ten  A,  B  Tangenten  AP,  BP  an  die  Kreise: 
so  ist  der  geometrische  Ort  des  Durchschnittspuncts  P  der  beiden  Tan- 
genten eine  auf  der  Axe  J^Af,  cler  gegebenen  Kreise  senkrecht  stehende 
gerade  Linie  PG-,  namlicli  die  Linie  der  gleichen  Potenzen  1(12)  cler  beiden 
gegebenen  Kreise  M^  M3." 

Durch  Unikehrung  dieses,  letzten  Satzes  folgen  nachstehende  Satze: 

,,Legt  man  aus  einem  in  der  Linie  der  gleichen  Potenzen  (PC?) 
zweier  gegebenen  Kreise  1/13  M2  (Fig.  7)  willkiirlich  angenommenen  Puncte 
P  an  jeden  Kreis  eine  Tangente:  so  beruhren  cliese  Tangenten  die  Kreise 
in  zwei  Puncten,  in  welchen  sie  auch  von  einem  bestimmten  Kreise  be- 
ruhrt werclen  konnen."  Legt  man  also  aus  dem  Puncte  P  die  vier  Tan- 
genten PA,  PB,  PC,  PD,  welche  die  beiden  gegebenen  Kreise  J/15  J/2 
in  den  Puncten  A,  B,  C,  D  beriihren:  so  konnen  die  Kreise  A/~17  J\L2  von* 
einem  bestimmten  Kreise  (Jf3)  in  den  Puncten  A,  B,  von  einem  andern 
Kreise  in  den  Puncten  C,  D,  von  einem  dritten  Kreise  in  den  Puncten 
A,  C,  und  endlich  von  einem  vierten  Kreise  in  den  Puncten  B,  D  be- 
ruhrt werden.  Oder  was  dasselbe  ist: 

,,Jeder  Kreis  P  (z.  B.  ABCD),  welcher  zwei  gegebene  Kreise  1/1? 
M2  rechtwinklig  schneidet,  schneidet  sie  in  vier  solchen  Puncten  A,  B, 
C,  D,  in  welchen  dieselben  von  vier  bestimmten  Kreisen  beruhrt  werden 
konnen;  d.  h.  jeder  der  vier  Kreise  beruhrt  die  gegebenen  in  zwei  der  ge- 
nannten vier  Durchschnittspuncte." 

5. 

Stellt  man  sich  *alle  moglichen  Kreise,  P15  P3,  P3  ...  vor,  von 
denen  jeder  zwei  gegebene  Kreise  J/15  M2  (Fig.  8)  rechtwinklig  schneidet: 
so  folgt  nach  No.  3,  class  je  zwei  derselben  die  Axe  J/15  M.2  der  letztern 
zur  Linie  der  gleichen  Potenzen  haben,  und  folglich  haben  alle  Kreise  P1? 
P3 ,  P3  . . .  zusammen  die  Axe  A/j  A/2  zur  Linie  cler  gleichen  Potenzen. 
Das  heisst  (No.  3):  der  geometrische  Ort  des  Mittelpunctes  eines  Kreises  (J/15 
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I/,,  l/3  . . .),  welcher  alle  Kreise  P1?  P2,  P3  ...  rechtwinklig  schneidet, 
ist  die  Axe  M^I^  der  gegebenen  Kreise  M^  M2. 

Die  beiden  Grappen  von  Kreisen  P19  P2,  P3  ...  und  3/1?  J/2,  l/3  -. . . 
stehen  demnach  in  einer  solclien  gegenseitigen  Beziehung,  dass  jeder  Kreis 
cler  einen  Schaar,  jeden  Kreis  der  andern  Schaar  rechtwinklig  schneidet, 
mid  dass  also  die  Kreise  der  einen  Schaar  die  Axe  der  anderen  zur  Linic 
cler  gleichen  Potenzen  haben. 

Da  die  Kreise  P15  Pa,  P3  ...  die  Axe  M^  M^  M3  ...  zur  Linie 
der  gleichen  Potenzen  haben,  so  folgt,  dass,  wenn  irgend  zwei  derselben 
einander  schneiden,  dann  alle  zusammen  einander  in  denselben  zwei  Puncten 
Ay  B  schneiden,  und  dass  ihre  gemeinschaftliche  Sehne  AB  die  genannte 
Axe  jlfj,  l/3,  M$  ...  ist.  Wenn  aber  die  Kreise  der  einen  Schaar  P1? 
P2,  P3  ...  einander  schneiden,  so  kann  von  den  Kreisen  der  anderen 
Schaar  Jl/15  Jl/2,  Mz  . . .  keiner  den  auderen  schneiden.  Also: 

,,Alle  Kreise  P1?  P2,  P3  . ..,  von  denen  jeder  zwei  gegebene  ausser 
oder  ineinander  liegende  Kreise  M^  M2  oder  1/15  Ms  rechtwinklig  schneidet, 
schneiden  sich  in  zwei  bestimmten  Puncten  A,  B."  Und: 

,,Von  alien  Kreisen  J/1?  M2,  -M3  . ..,  welche  zwei  gegebene  sich 
schneidende  Kreise  P19  P2  rechtwinklig  schneiden,  kann  keiner  den  anderen 
schneiden." 

Da  sich  nach  No.  4  die  Sehnen,  welche  der  Kreis  Ml  mit  irgend  zwei 
Kreisen  der  Schaar  P15  P2,  P}  . . ,  gemein  hat,  mit  der  Axe  M^M2  (als 
Linie  der  gleichen  Potenzen  der  letzteren  Kreise  Pn  P3  . . .)  in  einem  Punct 
schneiden:  so  folgt,  dass  sich  alle  Sehnen,  DC,  EF  . . .,  welche  der 
Kreis  1^'rnit  den  Kreisen  Pn  P.,  P3  ...  einzeln  gemein  hat,  in 
einem  bestimmten  Punct  M  der  Axe  M^M^  schneiden.  Aus  gleichen 
Grunden  folgt,  dass  sich  alle  Selinen  D6'3  HI,  . . .,  welche  der  Kreis  Pl 
mit  den  Kreisen  l/n  M^  l/3  . . .,  einzeln  genommen,  gemein  hat,  in  einem 
bestimmten  Punct  P  der  Axe  PXP2  schneiden.  Bemerkt  man  noch,  dass, 
da  die  Kreise  Pl ,  P2 ,  P3  ...  den  Kreis  1/j  rechtwinklig  schneiden, 
die  nach  den  Durchschnittspuncten  gezogenen  Radien  P^  PjZ);  P^  ••• 
den  Kreis  ifj  beriihren,  und  dass  eben  so  die  Radien  Mfi,  MJ),  M^H.,  . . . 
den  Kreis  P2  beriihren:  so  folgen  aus  dem  Obigen  nachstehende  bekannte 
Satze: 

,,Legt  man  aus  beliebigeu  Puncten  1/15  Jl/a  ...  (Fig.  9)  einer  gege- 
benen geraden  Linie  Al^I^  welche  einen  gegebenen  Kreis  Pl  schneidet, 
Tangenten  an  diesen  Kreis:  so  gehen  die  Sehnen  CD,  HI . . . ,  welche 
die  Beriihrungspuncte  der  zusammengehorigen  Tangenten  verbinden,  durch 
einen  und  denselben  ausserhalb  des  Kreises  liegenden  Punct  P."  Und: 

,,Legt  man  aus  beliebigen  Puncten  P1?  P2  ...  (Fig.  10)  einer  geraden 
Linie  PjPg,  aus  jedem  zwei  Tangenten  an  einen  gegebenen  Kreis  J/1?  wel- 
cher die  genannte  Linie  nicht  schneidet:  so  gehen  die  Sehnen  CD,  EF,.., 
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welche  die  Beriilirungspuncte  der  zusammengehorigen  Tangenten  verbinden, 
durch  einen  bestimmten,  innerhalb  des  Kreises  liegenden  Punct  J/." 

Und  umgekehrt: 

,,Zieht  man  aus  einem  in  der  Ebene  eines  gegebenen  Kreises  (Pl 
Fig.  9  oder  Ml  Fig.  10)  beliebig  angenommenen  Punct  P  oder  M  eine 
willkiirliche  gerade  Linie  (PCD  oder  Cl/D),  die  den  Kreis  schneidet,  und 
legt  in  den  Durchschnittspuncten  (6,D)  Tangenten  an  den  Kreis:  so  ist 
der  geometrische  Ort  des  Durchschnittspuncts  (Ml  oder  P,)  dieser  beiden 
Tangenten,  eine  gerade  Linie  (M^M^  . . .  oder  P^  . .  .),  welche  auf  dem, 
durch  den  angenommenen  Punct  (P  oder  M)  gehenden  Durchmesser  (PPX 
oder  MMj)  senkrecht  steht." 

Die  gegenseitige  Lage  und  Bestimmung  des  angenommenen  Puncts  P 
oder  M  und  der  Ortslinie  M^M^  oder  P^,  in  Bezug  auf  den  gegebenen 
Kreis  (Pl  oder  M^)  ist  leicht  zu  sehen.  Namlich  die  aus  dem  gegebenen 
Puncte  P,  (Fig.  9),  an  den  gegebenen  Kreis  Pl  gelegten  Tangenten  PAy 
PB  beriihren  den  Kreis  nothwendig  in  denjenigen  Puncten  A,  B,  in  wel- 
chen  er  von  der  Ortslinie  M1M2  geschnitten  wird,  u.  s.  w. 

Bekanntlich  finden  diese  Satze  auf  ahnliche  Weise  bei  jeder  Curve 
zweiten  Grades  Statt.  Auch  finden  analoge  Satze  bei  alien  Flachen  zweiten 
Grades  Statt. 

§  II.   Von  den  Aehnlichkeitspuncten  und  Aehnlichkeitslinien  bei  Kreisen,  die  in  einerlei 

Ebene  liegen. 

6. 

Sind  irgend  drei  Puncte  M,  m,  A,  (Fig.  11),  die  in  einer  geraden 
Linie  liegen,  gegeben,  und  man  zieht  durch  den  Punct  A  eine  willkliiiiche 
gerade  Linie  AnN,  und  aus  den  Puncten  M,  m  zwei  beliebige  Parallelen 
y  mn  nach  jener  Linie  AnN,  so  ist: 

MN :  mn  =  MA  :  mA. 

,,Zieht  man  umgekehrt  aus  den  Puncten  M,  m  irgend  zwei  Parallelen 
mni:  von  der  Grosse,  dass 

MNt :  mn^  =  MA  :  mA, 

so  liegen  ihre  Endpunkte  N^  n^  mit  dem  Puncte  A  in  einer  geraden  Linie." 
Aehnliches  findet  Statt,  wenn  man  statt  des  Puncts  A  einen  Punct  1 
nimmt,  welcher  zwischen  den  beiden  Puncten  AJ,  m  (Fig.  12)  liegt;  nur 
liegen  dann  die  Parallelen  MN,  mn  oder  MN^mn^  auf  verschiedenen 
Seiten  der  gegebenen  geraden  Linie  MIm. 

7. 

Beschreibt  man  um  die  gegebenen  Puncte  l/?  m  (Fig.  11,  12),  mit 
zwei  bestimmten  Halbmessern  MNS  mn  zwei  Kreise  M,  m:  so  folgen  aus 
No.  6  unmittelbar  nachstehende  Satze: 
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,,Tn  zwei  beliebigen  Kreisen  M,  m,  (Fig.  11),  liegen  die  Endpuncte 
Ny  n  zweier  beliebigen  parallelen  Radien  MN}  win,  die  sich  an  einerlei 
Seite  der  Axe  Mm  befinden,  mit  einem  und  demselben  be^timmten  Punct 
A  in  einer  geraden  Linie."  Und: 

,,In  zwei  beliebigen  Kreisen  M,  m  (Fig.  12),  liegen  die  Endpuncte 
Ny  n  zweier  beliebigen  parallelen  Eadien  MN,  mn,  welche  sich  auf  ent- 
gegengesetzten  Seiten  der  Axe  befinden,  mit  einem  und  demselben  be- 
stimmten  Punct  /  in  gerader  Linie."  Ferner: 

,,Zieht  man  nach  irgend  einer  geraden  Linie  An^\  odor  N^In^ 
(Fig.  13),  welche  durch  einen  jener  bestimmten  Puncte  A  oder  /  geht, 
aus  den  Mittelpuncten  M,  m  zwei  beliebige  Parallelen  MN^  mn±:  so  ver- 
lialten  sich  dieselben  wie  die  Radien  der  Kreise,  d.  L:  es  ist 

MNl:mnl  =  MNimn." 

Und  umgekehrt: 

,,Zieht  man  aus  den  Mittelpuncten  M,  m  der  gegebenen  Kreise  zwei 
beliebige  Parallelen  MN^  mn^  welclie  sich  verhalten  wie  die  Radien  der 
Kreise:  so  liegen  die  Endpuncte  N^  nl  derselben  entweder  mit  A  oder 
mit  /  in  gerader  Linie,  je  nachdem  die  Parallelen  auf  einerlei  oder  auf 
verschiedenen  Seiten  der  Axe  Mm  gezogen  sind.u 

Die  beiden  Puncte  A,  I,  welche  zu  zwei  gegebenen  Kreisen  M,  rm 
gehoren,  wollen  wir 

,,Aehnlichkeitspuncte  der  beiden  Kreise  M,  m"  nennen, 
und  zwar  A  den  ausseren  und  1  den  inneren  Aehnlichkeitspunct   Ferner 
soil  jede  solche  gerade  Linie  Anfl^  nJN^  welche  durch  einen  der  bei- 
den Aehnlichkeitspuncte  A  oder  I  geht: 

,,Aehnlichkeitslinie  der  beiden  Kreise  M,  m,u 

und  zwar  ebenfalls  aus  sere  oder  inn  ere  heissen,  je  nachdem  sie  durch 
clen  ausseren  oder  inneren  Aehnlichkeitspunct  geht. 

Bezeichnet  man  die  Radien  MN,  mn  der  Kreise  M,  m  durch  R,  r: 
so  hat  man  nach  No.  6  fur  die  Lage  der  beiden  Aehnlichkeitspunkte  A,  I 
folgende  Gleichungen: 

R:r  =  MA-:mA  =  MI:  ml. 

Hieraus  folgfc,  dass,  wenn  z.  B.  R  gleich  MA,  alsdann  auch  r 
gleich  wiA  ist,  und  folglicli  die  beiden  Kreise  einander  in  dem  Punct 
^1  inneiiich  beriihren;  oder  wenn  R  gleich  MI  ist,  dass-dann  zugleich 
auch  r  gleich  ml  ist,  und  dass  die  gegebenen  Kreise  einander  nothwendig 
in  dern  Punct  /  ausserlich  beriihren.  Dui*ch  Umkehmng  folgt: 

;,Wenn  zwei  beliebige  Kreise  M,  m  einander  ausserlich  beriihren:  so 
ist  der  Beruhrungspunct  zugleich  ihr  innerer  Aehnlichkeitspunkt  (/)."  Und: 

,,Wenn  zwei  beliebige  Kreise  (M,m)  einander  innerlich  beriihren:  so 
ist  der  Beruhrungspunct  zugleich  ihr  ausserer  Aehnlichkeitspunct  (A).u 
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Da  die  Endpuncte  paralleler  Radien  der  beiden  Kreise  M,  m  mit 
einem  der  beiden  Aehnlichkeitspunkte  A  oder  /  in  gerader  Linie  liegen: 
so  folgt  feraer,  durch  Umkelirung,  class  jede  gerade  Linie,  welclie  durch 
einen  der  beiden  Aehnlichkeitspuncte  geht  und  den  einen  Kreis  schneidet, 
nothwendiger  Weise  auch  den  andern  Kreis  schneidet,  und  class  die  nacli 
den  Durchschnittspuncten  gezogenen  Radien  der  beiden  Kreise  paarweise 
parallel  sind.  Beriilirt  demnacli  die  genannte  Linie  den  einen  Kreis,  so 
bcrtihrt  sie  zugleicli  aucli  den  anderen.  Dalier  folgt  ferner: 

,,Liegen  zwei  gegebene  Kreise  I/,  m  (Fig.  14)  ausser  einander:  so  schnei- 
den  sich  die  beiden  ausseren  gemeinschaftlichen  Tangenten  Bb  und  BJ)l 
in  clem  ausseren  Aelmliclikeitspunct  A,  und  die  beiden  inneren  gemein- 
schaftlichen Tangenten  Cc  und  C^  in  dem  inneren  Aehnlichkeitspunct  /." 

Hierdurch  kann  man  leicht  an  zwei  gegebene  Kreise  eine  gemein- 
schaftliche  Tangente  ziehen. 

Endlich  ist  zu  bemerken,  class,  wie  aus  der  obigen  Gleichung  folgt, 
bei  zwei  in  einander  liegenden  Kreisen,  die  Aehnlichkeitspuncte  innerhalb 
beider  Kreise  liegen. 

8. 

Es  seien  1/15  M^  M^  (Fig.  15)  die  Mittelpuncte  dreier  beliebigen,  der 
Grosse  und  Lage  nach  gegebenen  Kreise  M^  M^  Mz.  Nach  No.  7  gehoren 
zu  je  zweien  dieser  drei  Kreise  zwei  Aehnlichkeitspuncte.  Es  seien  As 
und  /3,  A2  und  J2,  Al  und  II  die  Aehnlichkeitspuncte  der  Kreispaare 


Da  die  gerade  Linie  A^A^  welche'  durch  die  Aelnilichkeitspuncte  Az 
und  AZ  geht,  vermoge  cles  ersteren,  zu  den  Kreisen  M^  J£2,  und  vermoge  des 
letzteren,  zu  den  Kreisen  1/15  AL  eine  aussere  Aehnlichkeitslinie  ist  (No.  7): 
so  ist  sie  folglich  auch  eine  aussere  Aehnlichkeitslinie  zu  den  Kreisen 
M^  M^  und  geht  daher  durch  den  ausseren  Aehnlichkeitspunct  A1  der- 
selben,  d.  h.  die  drei  Aehnlichkeitspuncte  -43,  A.2,  Al  liegen  in  einer  ge- 
raden  Linie.  Auf  ganz  ahnliche  Weise  schliesst  man,  dass  sowohl  die 
drei  Aehnlichkeitspunkte  A^  719  72,  als  auch  A^  /1?  /3,  so  wie  auch 
-41?  /2,  /,  in  geraden  Linien  liegen.  Wir  fmclen  daher  folgenden  Satz: 

,,Von  den  sechs  Aehnlichkeitspuncten,  welche  zu  drei  beliebigen  gege- 
benen Kreisen,  paarweise  genommen,  gehoren,  liegen  viermal  je  drei  in  einer 
geraden  Linie,  namlich  es  liegen  die  drei  ausseren,  und  jeder  aussere  mit 
den  beiden  nicht  zugehorigen  inneren  Aehnlichkeitspuncten  in  einer  geraden 
Linie." 

Diese  genannten  vier  geraden  Linien,  'von  welchen  jede  durch  drei 
Aehnlichkeitspuncte  der'  gegebenen  Kreise  geht,  und  mithin  zu  alien  drei 
Kreisen  ahnliche  Lage  hat,  wollen  wir 

,,Aehnlichkeitslinien  $er  drei  Kreise  M^  M^  M^u  nennen,    . 
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und  zwar  die  Linie  A^A^  aussere,  und  die  drei  Linien  A^I^  A^IJ^ 
-4,/3Z,  innere  Aehnlichkeitslinien. 

Da  die  beiden  ausseren  gemeinschaftlichen  Tangenten  zweier  ausser 
einander  liegender  Kreise,  sich  im  ausseren,  dagegen  die  beiden  inneren 
gemeinschaftlichen  Tangenten  sich  im  inneren  Aehnlichkeitspunct  der  'Kreise 
schneiden  (3STo.  7,  Fig.  14)':  so  folgt  aus  dem  vorigen  Satz  unmittelbar  der 
nachstehende: 

,,Legt  man  an  je  zwei  von  drei,  der  Grosse  und  Lage  nach  gegebenen, 
ausser  einander  liegenden  Kreisen  M19  M^  M3  (Fig.  16),  die  beiden  Paare 
gemeinschaftliche  Tangenten  (d.  h.  die  beiden  ausseren  und  die  beiden 
inneren);  so  liegen  sowohl  die  drei  Durchschnittspuncte  (A^A^A^)  der 
drei  Paare  ausserer  Tangenten*),  als  auch  der  Durchschnittspunct  jedes 
Paares  ausserer  Tangenten  mit  den  zwei  Durchschnittspuncten  der  beiden 
nicht  zugehorigen  Paare  innerer  Tangenten  (d.  i.  A^I^  A^I^  A^I^  in 
einer  geraden  Linie." 

Da  nach  No.  7  der  Beruhrungspunct  zweier  Kreise  zugleich  ein  Aehn- 
lichkeitspunct derselben  1st,  so  folgt  daraus  und  aus  dem  obigen  Satz  ferner: 
,,Wenn  irgend  ein  beliebiger  Kreis  Mz  zwei  gegebene  Kreise  M^  M^ 
bertihrt,   so  liegen  die  beiden  Beriihrungspuncte    mit   einem   der   beiden 
Aehnlichkeitspuncte  der  gegebenen  Kreise  in  einer  geraden  .Linie." 

Denn  da  die  Puncte,  in  welchen  der  Kreis  Ms  die  beiden  gegebenen 
Kreise  M^  M2  beriihrt,  zugleich  zwei  von  den  vier  Aehnlichkeitspuncten 
A^  /15  A^  /3  sind,  welche  jener  Kreis  mit  diesen  beiden  gemein  hat:  wo 
sind  die  genannten  Beruhrungspuncte  zugleich  entweder 

1)  die  beiden  Aehnlichkeitspuncte  Al  und  A7 
Oder  2)    -        -      ,  -  ^-4 

Oder  3)    -  -  A,    -      !„ 

Oder  4)    -  -  Jx     -     A^ 

und  liegen  folglich  in  den  beiden  ersten  Fallen  (1,  2)  mit  dem  ausseren  A^ 
und  in  den  beiden  letzten  Fallen  (3,4)  mit  dem  inneren  Aehnlichkeitspunct 
73  der  gegebenen  Kreise  Jf15  M2  in  einer  geraden  Linie.  Man  kann  daher 
den  vorliegenden  Satz  aucli  bestimmter,  wie  folgt,  aussprechen: 

,,Beruhrt  irgend  ein  Kreis  Mz  zwei  der  Grosse  und  Lage  nach  ge- 
gebene Kreise  M^  M2  gleichartig  (d.  h.  entweder  beide  innerlich  (1)  oder 
beicle  ausserlich  (2)):  so  liegen  die  beiden  Beriihrungspuncte  mit  dem 
ausseren  Az:  beruhrt  er  aber  dieselben  ungleichartig  (d,  h.  den  einen 
ausserlich  und  den  anderen  innerlich  (3, 4)):  so  liegen  die  beiden  Beriihrungs- 
puncte mit  dem  inneren  Aehnlichkeitspunct  (73)  der  gegebenen  Kreise  in 
einer  geraden  Linie." 


*)  Diesen  ersten  Fall  beweist  M.  Hirsch  im  zweiten  Bande,  Seite  368  seiner  j;Sarnni- 
lung-  geometrischer  Satze  etc." 
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§  III.    Von  der  gemeinschaftlichen  Potenz  bei  Kreisen,  die  in  einerlei  Ebene  liegen. 

9. 

Nach  §  I.  No.  4  konnen  zwei  gegebene  Kreise  M^  M2  in  denselben 
Puncten  A,  B,  C,  D?  in  welclien  sie  von  irgend  einem  Kreise  P  recht- 
winklig  geschnitten  werden,  zugleicli  von  vier  bestimmten  Kreisen  berfihrt 
werclen.  Namlich,  schneidet  z.  B.  der  Kreis  P  (Fig.  17)  die  beiden  gege- 
benen  Kreise  1/1?  M2  in  den  Puncten  A,  D,  C,  B  rechtwinklig:  so  konnen 
dieselben  von  einem  bestimmten  Kreise  in  den  Puncten  A,  B,  und  von 
einem  zweiten  Kreise  in  den  Puncten  D,  C  gleichartig,  dagegen  von  einern 
clritten  Kreise  in  den  Puncten  A,  C,  und  endlich  von  einern  vierten  Kreise 
in  den  Puncten  D,  B  ungleichartig  beriihrt  werden. 

Nach  §  II.  No.  8  liegen  aber  die  beiden  Beriihrungspuncte,  in  wel- 
chen  irgend  ein  Kreis  zwei  gegebene  Kreise  M^  M2  gleichartig  beriihrt, 
mit  dem  ausseren  Aehnlichkeitspunct  (-43),  dagegen  die  Beriihrungspuncte, 
in  welchen  irgend  ein  Kreis  die  gegebenen  ungleichartig  beriihrt,  mit  dem 
inneren  Aehnlichkeitspunct  (73)  derselben  in  einer  geraden  Linie.  Folglich 
liegen  die  vier  genannten  Puncte  Ay  D,  G,  B,  in  welchen  irgend  ein  Kreis 
P  zwei  gegebene  Kreise  M^  M2  rechtwinklig  schneidet,  sowohl  paarweise 
mit  dem  ausseren  (^13)  als  auch  mit  dem  inneren  Aehnlichkeitspunct  (/3) 
der  letzteren  Kreise  in  geraden  Linien.  Das  heisst:  je  drei  Puncte  AZAB, 
A^DCy  AI^C,  DI3B  liegen  in  einer  geraden  Linie.  Wir  rlnclen  also  den 
folgen^den  Satz: 

,,Schneidet  irgend  ein  Kreis  P  zwei  gegebene  Kreise  1/15  Ma  recht- 
winklig: so  liegen  die  vier  Dui^chschnittspuncte  A,  D,  C,  B,  paarweise, 
sowohl  mit  dem  ausseren  Aehnlichkeitspunct  (^3)  als  auch  rnit  dem  inneren 
Aehnlichkeitspunct  (73)  der  gegebenen  Kreise  in  geraden  Linien."  Oder,  was 
dasselbe  ist: 

,,Legt  man  aus  irgend  einem  Punct  P  der  Linie  der  gleichen  Potenzen 
(P<?)  zweier  gegebenen  Kreise  J/1?  M^  vier  Tangenten  PA,  PD,  PC,  PB 
an  die  letzteren,  verbindet  die  vier  Beriihrungspuncte  A,  B,  C,  D  derselben 
paarweise  durch  sechs  gerade  Linien:  so  schneiden  sich  zwei  dieser  Linien 
BA  und  CD  in  einem  constanten  Punct  Az  (dem  ausseren  Aehnlichkeits- 
punct), zwei  andere  AC  und  BD  in  einem  constanten  Punct  J3  (dem 
inneren  Aehnlichkeitspunct),  dagegen  ist  der  Ort  des  Durchschnittspuncts  Pl 
des  dritten  Linienpaars  DA  und  CB  die  genannte  Linie  PGr  selbst  (§  I. 
No.  4),  und  endlich  geht  jede  der  beiden  letzteren  Linien  DA,  CB  durch 
einen  constanten  Punct  (Q1?  Q2)  (§  I.  No.  5)"*). 


*)  Dieser  Satz  ist  ein  spezieller  Fall  des  allgemeinen  Satzes  Seite  10  No.  VII  in  der 
vorhergehenden  Abhandlung.  Die  geg'enwartige  Linie  PG  entspricht  der  dortigen  Linie 
Z,  und  die  dortige  Linie  I  ist  im  gegenwartigen  Falle  unendlich  entfernt. 
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10. 

Da  alle  rnoglichen  Kreise  P,  welche  zwei  gegebene  Kreise  M^  M^ 
rechtwinklig  schneiden,  die  Axe  A^MJ^M^  der  letzteren  Kreise  zusammen 
zur  Linie  der  gleichen  Potenzen  liaben  (§L  No.  5);  und  da  ferner,  wie  so 
eben  erwiesen  (No.  9),  die  vier  Puncte,  in  welclien  ein  soldier  Kreis  P  die 
beiclen  gegebenen  Kreise  schneidet,  paarweise,  sowolil  mit  dem  ausseren  als 
mit  dem  inneren  Aehnlichkeitspunct  der  letztern  in  geraden  Linion  liegen : 
so  folgt,  class  sowolil 

A,AxA,B  =  A?DxA,C,  als  I,AxI,C=IzDXl^B 
constante  Producte  sind,  wie  auch  der  schneidende  Kreis,  unter  der  gege- 
benen Bedingung,  seine  Grosse  und  Lage  andern  mag.  Denn  das  erste 
Product  ist  gleich  der  Potenz  des  Puncts  Az  in  Bezug  auf  den  Kreis  P, 
und  das  letztere  Product  ist  gleich  der  Potenz  des  Puncts  I?  in  Bezug 
auf  denselben  Kreis  P;  folglich  sind  beide  Producte  constant,  weil,  wie 
schon  beinerkt,  alle  Kreise  P  die  Linie  A^L  zur  Linie  der  gleichen 
Potenzen  haben. 

Bezieht  man  diese  Eigenschaft  auf  die  beiden  gegebenen  Kreise  M^ 
Jl/0,  so  entspringt  daraus  folgender  Satz: 

,,Zieht  man  aus  eineni  Aehnlichkeitspunct  Az  oder  J3  zweier  gege- 
benen Kreise  Jl/15  M2  irgend  eine  gerade  Linie  AZAB  oder  AISC,  welche 
die  Kreise  schneidet:  so  ist  das  Product  AsAxA3B  oder  AI^xCI^  aus 
den  Abstanden  des  Aehnlichkeitspuncts  von  zwei  Durchschnittspuncten  A 
und  B  oder  A  und  C  der  genannten  Linie  und  der  beiden  Kreise,  deren 
zugehorigen  Radien  M^A  und  M^B  oder  MtA  und  M2C  nicht  parallel  sind, 
von  constanter  Grosse." 

Dieses  constante  Product  wollen  wir 

,,genieinschaftliche  Potenz  der   beiden    gegebenen  Kreise 
If1?  M2  in  Bezug  auf  ihren  Aehnlichkeitspunct  Az  oder  /3" 
nennen. 

11. 

Es  ist  aber  die  Potenz  des  Puncts  Az  in  Bezug  auf  den  Kreis  P, 
wenn  die  gegebenen  Kreise  J/15  M2  ausser  einander  liegen,  wie  in  Fig.  17, 
gleich.  dem  Quadrat  der  aus  dern  Punct  an  den  Kreis  P  gelegten  Tangente 
AZE,  folglich  ist  diese  Tangente,  fur  jeden  Kreis  P  von  unveranderlicher 
Grosse.  Beschreibt  man  also  mit  derselben  urn  den  Punct  AB  einen  Kreis 
Az,  so  sclnaeidet  derselbe  jeden  Kreis  P  rechtwinklig.  Dagegen  ist  die 
Potenz  des  Puncts  73,  welcher  innerhalb  des  Kreises  P  liegt,  gleich  dem 
Quadrat  der  halben  durch  denselben  gehenden  kleinsten  Sehne  des  Kreises 
P  (§  I.  No.  2),  und  mithin  hat  diese  halbe  Sehne  fur  jeden  Kreis  P  einerlei 
Grosse,  oder,  ein  mit  derselben  urn  den  Punct  /3  beschriebener  Kreis  /3, 
wird  von  jeclein  Kreise  P  irn  Durchmesser  geschnitten,  d.  h.  die  Puncte, 
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in  welchen  irgend  ein  Kreis  P  den  Kreis  /3  schneidet,  sincl  zugleich  die 
Endpuncte  eines  Durchmessers  des  letzteren  Kreises. 

Diese  beiden  genannten,  uni  die  Aehnlichkeitspuncte  As  und  L  be- 
schriebenen  Kreise  A^  Z,  deren  Radien  in's  Quadrat  erlioben  gleich  sind 
den  gemeinschaftlichen  Potenzen  der  gegebenen  Kreise  I/15  M2  in  Bezug 
auf  die  Pimcte  A^  /3,  sollen 

,,Potenzkreise  der  beiden  gegebenen  Kreise  M^  M^  heissen, 
und  zwar  der  Kreis  As  der  aussere  und  der  Kreis  73  der  inn  ere  Potenzkreis. 

Es  ist  noch  zu  bemerken,  dass  im  Fall  die  gegebenen  Kreise  in  ein- 
ander  liegen  (wie  in  Fig.  7),  alsdann  das  Umgekehrte  Statt  findet,  namlich, 
dass  in  diesem  Fall  der  innere  Potenzkreis  Is  jeden  Kreis  P  reclitwinklig 
schneidet,  der  aussere  Potenzkreis  As  aber  von  jedem  Kreise  P  im  Durch- 
niesser  geschnitten  wird.  Und  wenn  ferner  die  beiden  gegebenen  Kreise 
M^  M,2  einander  sclineiden,  so  sclnieidet  sowolil  der  aussere  als  der  innere 
Potenzkreis  jeden  Kreis  P  rechtwinklig. 

12. 

Da  die  beiden  Puncte  A  und  B  oder  D  und  C,  (Fig.  17),  fur  welche  nacli 
No.  10  das  Product  A^AxA^B  gleich  A.} DxAz C  constant  ist,  oder  welche 
in  Bezug  auf  den  Aehnlichkeitspunct  Az  die  Potenz  bestiromen,  auf  einerlei 
Seite  des  letzteren  Puncts  (-43)  liegen:  so  soil  dieses  heissen:  ,,die  dem 
Aehnlichkeitspunkt  Az  zugehorige  Potenz  sei  ausseiiich;  und 
wenn  die  Puncte  A  und  C  oder  D  und  B,  welche  in  Bezug  auf  den 
Aehnlichkeitspunct  73  die  gemeinschaftliche  Potenz  der  gegebenen  Kreise 
1/15  MS  bestimmen,  auf  verschiedenen  Seiten  des  Puncts  /3  liegen,  so  wollen 
wir  sagen:  die  zum  Aehnlichkeitspunct /3  gehorige  gemeinschaft- 
liche  Potenz  der  gegebenen  Kreise  sei  innerlich." 

Ueberhaupt  wollen  wir  von  irgend  zwei  Puncten  X  und  Y,  welche 
mit  dem  Punct  A3  in  geracler  Linie  und  auf  einerlei  Seite  desselben  liegen, 
und  zwar  in  solchen  Abstanden  von  demselben,  dass  das  Product  AsXxA3  Y 
gleich  ist  der  zu  As  zugehorigen  gemeinschaftlichen  Potenz  der  gegebenen 
Kreise,  sagen:  ,,sie  seien  potenzhaltend  in  Bezug  auf  den  Aehn- 
lichkeitspunct -48".  Eben  so  sollen  zwei  beliebige  Puncte  X  und  Y, 
welche  mit  dem  Punct  J3  in  gerader  Linie,  aber  auf  entgegengesetzten 
Seiten  desselben  liegen,  und  zwar  in  solchen  Abstanden  von  demselben, 
dass  das  Product  IsXxI^Y  gleich  ist  der  zugehorigen  gemeinschaftlichen 
Potenz:  ,,potenzhaltende  Puncte  in  Bezug  auf  den  Aehnlichkeits- 
punct /3,"  heissen. 

Endlich  wollen  wir  von  jedem  beliebigen  Kreise  Ky  dessen  Potenz  in 
Bezug  auf  einen  der  beiden  Aehnlichkeitspuncte  Az  oder  J3  gleichartig 
(ausserlich  oder  innerlich)  und  gleich  ist  der  zu  demselben  Punct  gehorigen 
gemeinschaftlichen  Potenz  der  gegebenen  Kreise  1/1?  M2  sagen:  5,er  sei 
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potenzhaltend  in   Bezug'   auf   den   jedesmaligen   Aehnlichkeits- 
punct." 

Alsdann  1st  klar,  dass  jeder  Kreis,  welcher  durch  irgend  zwei  po- 
tonzlialtende  Pimcte  geht,  cbenfalls  potenzhaltend  1st;  fcrner:  dass  jcder 
Kreis  A",  welcher  in  Bczug  auf  den  Aehnlichkeitspunct  J,  potenzhaltend 
ist,  den  Potenzkreis  A.,  reehtwinklig,  und  dass  jeder  Kreis  A,  welcher 
in  Bezug  auf  den  Aehnlichkeitspunct  /,  potenzhaltend  ist,  den  Potenz- 
kreis Z  im  Durchmesser  schneidet. 

Da  nun  derjenige  Kreis,  welcher  die  beiden  gegebenen  Kreise  in  den 
Puncten  A  und  B  (ocler  D  und  6')  gleicliartig  berfihrt  (No.  9),  vermoge  dieser 
Pancte  in  Bezug  auf  den  ausseren  Aehnlichkeitspunct  A5  potenzhaltend  ist; 
und  da  oben  so  derjeuige  Kreis,  welcher  die  gegebenen  Kreise  in  den  Puncteu 
A  und  C  ungleichartig  bcriihrt,  yermoge  dieser  Puncte  in  Bexug  auf  den 
inneren  Aelinlichkeitspuuct  /,  potenzhaltend  ist,  so  folgt  uachstehender  Satz: 

,,Jeder  Kreis  Ky  wolcher  zwei  gegebone  ausser  oinander  liegende  Kreise 
J/n  il/j  gleichartig  (d.  i.  entwedcr  beide  ausserlich  odor  beido  einschliessoiKl) 
beriihrt,  ist  in  Bezug  auf  den  ausseren  Aehnlichkeitspunct  A3  derselben 
potenzhaltend  und  schneidet  rleii  ausseren  Potenzkreis  A^  derselben  recht- 
winklig.4"  Und: 

,,Jeder  Kreis  A",  welcher  zwei  gegebcno,  ausser  einander  liegende  Kreiae 
J/n  J/,  ungleichartig'  beriihrt,  ist  in  Bezug  auf  den  inneren  Aelmlichkeits- 
punct  L  derselben  potenzhaltend  und  schneidet  den  innoren  Poteuzkreis  /3 
derselben  iin  Durchmesser. " 

Aehnliclies  findet  Statt,  wenn  die  gegebenen  Kreise,  anstatt  ausser 
eiuander,  entweder  in  einander  liegen  oder  einander  schneiden. 

13. 

Da  nach  No.  12  jeder  Kreis  JK,  welcher  zwei  gegebene  Kreise  Afn  Af2 
gleicliartig  beriihrt,  in  Bezug  auf  den  ausseren  Aehnlichkeitspunct  A3,  und 
jeder  Kreis  K,  welcher  diefielben  ungleichartig  beriihrt ?  in  Bezug  auf  den 
inneren  Aehnlichkeitspunct  L  derselben  potenzhaltend  ist,  so  folgen  nach- 
stehencle  Satze: 

,,Alle  Kreise,  von  denen  jeder  die  beiden  gegebenen  Kreise  l/n  JV/3 
gleicliartig  beriihrt,  haben  den  auaseren  Aehnlichkoitspunct  A^  der  letzteren 
Kreise  gemeinschaftlich  zum  Punct  der  gleichen  Potenzen."  Und: 

,,Allc  Kreise,  von  denen  jeder  zwei  gegebene  Kreise  Af^  M%  ungleich- 
artig beriihrt,  haben  den  inneren  Aelinlichkeitspuuct  der  lotztoren  gemein- 
scliaftlich  zum  Punct  der  gleichen  Potenzen."  Oder  auch: 

5,Wenu  von  irgend  zwei  boliebigon  Kreisen  N^  N$  jeder  zwei  gegebene 
Kreise  M^  M^  gleicliartig  berulirt:  so  geht  die  Linie  der  gleichen  Potenzen 
des  ersteren  Kreispaares  durch  den  ausseren  Aehnlichkeitspunct  -43  des 
lelzteren."  Und: 
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,,Wenn  von  irgend  zwei  Kreisen,  JVj,  7V2,  jeder  zwei  gegebene  Krcise 
A/j,  A/3  ungleicliartig  benihrt:  so  geht  die  Linie  cler  gleichen  Potenzen  des 
ersteren  Kreispaars  durch  den  inneren  Aehnlichkeitspunct  des  letzteren."  Es 
folgt  ferner: 

,,Weim  jeder  der  beiden  Kreise  M^  M2  mehrere  Kreise  AT1?  N^  N.>  . . . 
gleicliartig  beriilirt:  so  gelit  die  Linie  der  gleiclien  Potenzen  jener  beiden 
Kreise  durcli  den  iiusseren  Aehnlichkeitspunct  je  zweier  der  letzteren,  oder 
die  Schaar  Kreise  N^  N^,  N3  . . .  haben  die  genannto  Linie  zur  gemein- 
schaftlichen  Aehnlichkeitslinie. u  Oder  uberhaupt: 

,,Alle  Kreise  -/V17  N^  Ns  . . . ,  von  denen  jeder  zwei  gegebene  Kreise 
J/15  M2  gleicliartig  beruhrt,  haben  die  Linie  der  gleiclien  Potenzen  /(12) 
der  letzteren  zur  gemeinsamen  Aehnlichkeitslinie."  Und: 

,,Alle  Kreise  N^  N.^  N.^  .  . .  5  von  denen  jeder  zwei  gegebeue  Kreise 
JI719  M^  ungleicliartig  beriilirt,  haben  die  Linie  der  gleiclien  Potenzen  der 
letzteren  zur  gemeinsamen  Aehnlichkeitslinie." 


§  IV.    Verallgemeineraiig  imd  geometriscke.Losimg  der  Malfatti'schen  Aufgabe. 

Um  die  Fruchtbarkeit  der  in  den  Paragraphen  (I,  II,  III)  aufgestellten 
Satze  an  einem  dazu  geeigneten  Beispiele  zu  zeigen,  fiigen  wir  die  geo- 
metrische  Losung  und  zugleich  die  Verallgeineinerung  der  Malfatti'schen 
Aufgabe*),  jedoch  ohne  Beweis,  hinzu: 

14 

Aufgabe. 

,,In  ein  gegebenes  Dreieck  ABC  (Fig.  18),  drei  Kreise  a,  1),  c  zu 
beschreiben,  die  einander,  und  jeder  zwei  Seiten  cles  Dreiecks  beriihren, 
d.  h.,  so:  class  der  Kreis  a  die  Seiten  -4^ und  AC,  der  Kreis  I  die  Seiten 
BA  und  BCy  und  der  Kreis  c  die  Seiten  CA  und  CB  beriilirt.4' 

Auflosung. 

1)  Man  halbire  die  Winkel  des  gegebenen  Dreiecks  durch  die  drei 
Linien  AM,  BM,  CM;  so  treffen  sich  diese  drei  Linien  bekanntlich  in  einem 
und  demselben  Puncte  M. 

2)  In  das  Dreieck  A  MB  beschreibe  man  den  Kreis  c13    welchor  die 
Seite  AB  in  dem  Puncte  C\  bertihrt,  und  in  das  Dreieck  BMC  beschreibe 
man  den  Kreis  ar 


*)  Man  sehe  ^Sammltmg  mathernatrscher  Aufsiitze  von  Crelle,  I.  Band,  S.  133". 
Leliinus,  Lelirbucb  der  Geometrie,  2.  Baud,  und  Gergonne,  Annales  de  Mathe'matigues, 
Tom  I.  II. 
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3)  Aus  demPuncte  C\  lege  man  an  den  Kreis  a}  die  Tangente  C\A^ 
und  beschreibe 

4)  in  das  Dreieck  C\A^B  den  Kreis   6,    so  ist  dieser  einer  der  ver- 
langten  drei  Kreise. 

•  Die  beiden  iibrigen  gesuchten  Kreise  a,  c  werden  auf  gam  ahnliche 
Weise  gefnnclen.  Namlich  die  genannte  Tangente  C\B2A2  beriihrt  nicht 
allein  den  Kreis  an  sondern  zugleich  auch  den  in  das  Dreieck  AMC  be- 
sehriebenen  Kreis  6n  so  dass  also  der  in  das  Dreieck  CJS^A  beschriebene 
Kreis  a  ebenfalls  einer  der  gesuchten  drei  Kreise  ist.  Auf  gleicho  Weise 
kann  ferner  aus  dem  Puncte  J?M  in  welchem  der  Kreis  bl  die  Seite  AC 
beriihrt,  eine  Linie  gezogen  werden,  welche  niclit  allein  die  beiden  Kreise 
at  und  c17  sondern  auch  die  beiden  gesuchten  Kreise  a  und  c.  beriihrt; 
und  eben  so  geht  eine  Linie  durch  den  Punct  J.1?  in  welchem  der  Kreis 
«t  die  Seite  JBC  beriihrt,  welche  jeden  der  vier  Kreise  J15  c1?  &,  <- 
beriihrt. 

Da  die  beiden  Kreise  a  und  b  einander  beriihren,  und  jeder  derselben 
die  Linie  C^A^  beriihrt:  so  ist  leicht  zu  sehen,  dass  sie  dieselbe  in 
einem  und  demselben  Puncte  beriihren.  Eben  so  beriihren  die  beiden 
Kreise  a  und  c  die  durch  den  Punct  Bl  gehende  genannte  Linie  in  einem 
und  demselben  Puncte;  und  gleicherrnaassen  beriihren  die  beiden  Kreise 
b  und  c  die  durch  den  Punct  Al  gehende  genannte  Linie  in  einem  und 
demselben  Puncte.  Daher  treften  die  drei  genannten  geradcn  Linien,  welche 
durch  die  Pimcte  6'n  /?n  Al  gehen,  in  einem  und  demselben  bestimmten 
Punct  zusammen  (§  I.  No.  4). 

Die  Aufgabe  liisst  keinesweges  bios  eine  Auflosung  zu.  Es  konnen 
vielmehr  die  drei  gesuchten  Kreise  auch  ausserhalb  cles  gegebenen  Dreiecks 
liegen,  und  dessen  yerlangerte  Seiten  beriihren,  also  z.  B.  iiber  der  Seite 
EC  im  Raume  Miy  oder  iiber  der  Seite  CA  im  Raume  M^  oder  iiber  der 
Seite  AB  im  Raume  Mr  Halbirt  man  namlich  jeden  der  sechs  Winkel 
(die  inneren  und  die  ausseren)  cles  gegebenen  Dreiecks,  so  schneiden  sich 
von  den  Theilungslinlen  vier  Mai  drei  in  einem  und  demselben  Puncte. 
Dieses  sind  die  vier  Puncte  J/?  J/15  1^,  ^.  Jeder  dieser  vier  Puncte, 
z.  B.  der  Punct  M  bildct  mit  den  Eckpunctcn  des  gegebenen  Dreiecks 
A  B  0  die  drei  Dreiecke  A  MB,  BMC,  CM  A.  Die  drei  Seiten  cines  jeden 
dieser  Dreiecke  konnen  von  vier  bestimmten  Kreisen  beriihrt  werden,  so 
dass  also  zu  diesen  drei  Dreiecken  zwolf  bestimmte  Kreise  gehoren,  unter 
welchen  die  oben  genannten  drei  Kreise  a1 ,  bl ,  cl  mit  inbegriffen  sind. 
Es  scheinen,  mitteLst  der  genannten  zwolf  Kreise,  nach  Art  der  vorste- 
henden  Auflosung,  wenigstens  acht  verschiedene  Auflosungen  moglich  zu 
sein.  Und  da  ein  Gleiches  in  Bezug  auf  jeden  der  drei  iibrigen  Puncte 
J/15  M^  Mz  Statt  findet:  so  liisst  die  Aufgabe  wenigstens  32  verschiedene 
Auflosungen  zu,  welche  alle  der  obigen  Auflosung  ahnlich  sind. 
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Unter  diesen  32  Auflosungen  sind  die  speziellcn  Falle,  wo  zwci  der 
clrei  gcsucliton  Kreise  eine  Seite  cles  gegebenen  Dreiecks  in  einem  uiicl 
demselben  Punct  beriihren,  nicht  mitgoreclmet;  sondern  es  giebt  soldier 
spezieller  Falle  ausserdem  48.  So  sind  z.  B.  miter  den  32  Auflosungen. 
welche  im  I.  Bande  S.  348  der  Annalen  der  Mathematik  von  Gergonnc, 
von  der  obigen  Aufgabe  aufgezahlt  werclen,  vier  und  zwanzig,  welche  zu 
den  hier  ausgeschlossenen  48  Fallen  gehoren. 

Die  voiiiegende  Aufgabe  kann  iibrigens  auch  aLs  ein  spezicllcr  Fall 
von  der  folgenden,  allgemeineren  Aufgabe  angesehen  werclen. 

15. 

Aufgabe. 

.,Drei  beliebige  Kreise,  die  in  einerlei  Ebene  liegen.  sind  der  Grossc 
und  Lage  nacli  gegebcn,  man  soil  clrei  andere  Kreise  besclireiben,  die  ein- 
ander  beriihren,  und  von  denen  jeder  zwei  der  gegebenen  Kreise  beruhrt, 
jedoch  so,  class  auch  jeder  der  clrei  gegebenen  Kreise  zwei  von  den  zu 
suchenden  Kreisen  beriihrt." 

Zum  Beispiel:  Wenn  die  clrei  Kreise  M^  M2,  M^  (Fig.  19)  gegeben 
sind,  so  soil  man  clrei  Kreise  ??&15  m^  mz  linden,  welche  einander  in  den 
Puncten  615  ^,  6,  beriihren,  und  von  welchen  zugleich  der  Kreis  ???-,  die 
Kreise  M2  und  If3,  der  Kreis  m.2  die  Kreise  M^  und  Jl/,,  und  der  Kreis 
m^  die  Kreise  Ml  und  M2  beruhrt. 

Auflosung. 

1)  Man  suche  die  clrei  ausseren  Aehnlichkcitspunctc  A,  A^  Jn 
welche  zu  den  drei  gegebenen  Kreisen  l/n  J/3,  !£,,  paarweise  genommen, 
gehoren  (§  II.  No.  7),  und  construire  die  zu  diesen  Aehnliclikeitspuncten 
gehorigen  Potenzkreise  A^  A.2,  Al  (§  III.  No.  11),  deron  Radien  respective 
-4,6!,,    A2C2,    A1Cl  sind,    und  welche  Kreise  sich  in  einem  bestiinmten 
Punct  D  schneiden  werden. 

2)  Hierauf  beschreibe  man  die  clrei  Kreise  jx15  p,2,  jx3,  von  denen  cler 
erste  die  drei  Kreise  M^  A^  A^  der  zweite  die  drei  Kreise  I£,  A^  A^ 
und  cler  dritte  die  drei  Kreise  M^  A^  A1  beruhrt. 

3)  Ferner  beschreibe  man  einen  Kreis,  dessen  Peripherie  ^^^  (lurch 
den  Beriihrungspunct  JB1   cler  Kreise  ML  und    jx1  geht,    und   welcher  die 
Kreise  p-3,  ^8  beruhrt,  jedoch  so,  dass  er  den  Kreis  p,3,  welcher  von  clem 
Ideineren  (Jl/3)    der   beiden  Kreise  JZ,,    Mz   abhangig  ist,    einschliessend 
beriihrt: 

4)  So  ist  endlich  derjenige  Kreis  m2,  welchen  man  so  beschreibt,  dass 
er  die  Kreise  1/15  Ms  und  den  Kreis  ft-B^J  beruhrt,  einer  der  drei  ge- 
suchten  Kreise, 


38  Einige  geometrische  Betrachtungen. 

Die  beiden  tibrigcn  gesuchten  Kreise  w<n  mz  findet  man  aiif  ahnliche 
Weisc.  Z.  B.  der  Kreis  mz  kann  ans  der  vorstehenden  Construction  un- 
mittelbar  gefunden  werden,  wenn  man  statt  des  Kreises  w2  (4)  einen  Kreis 
•m,}  beschreibt,  welclier  die  Kroise  J/15  M2  und  den  Kreis  (b^Bfi^)  beriilirt. 
Es  1st  '£ii  bemerken,  dass  die  beiden  Kreise  m2  und  ?n,}  den  Hiilfskrcis 
(^fi^)  in  einem  und  demselben  Punct  b1  beriihren. 

Die  vielen  verscMedenen  Auflosungen,  welche  diese  Aufgabe  zuliisst, 
sincl  in  der  Hauptsaclie  der  vorstehenden  ahnlich;  selbst  wenn  die  gege- 
benen  Kreise  1/15  I/,,  31,  anstatt  ausser  einander  zu  liegen,  wie  in  Fig.  19, 
einander  schnoiden  oder  in  einander  liegen,  bleiben  die  Auflosungen  sich 
vollig  ahnlich. 

Nimnit  man  an,  die  drei  gegcbenen  Kreise  M^  M^  Mz  sclmitten  ein- 
ander, und  zwar  so,  dass  sie  mehrere  krummlinige  Dreiecke  bildeten,  halt 
alsdann  die  Eckpuncte  A,  B,  C  eines  solchen  Dreiecks  fest,  und  lasst  die 
Kreise,  durch  unendliche  Zunahme,  in  gerade  Linien  iibergehen:  so  erhalt 
man  aus  der  vorliegenden  Aufgabe  und  Auflosung  die  Aufgabe  und  Auf- 
losung  No.  14;  namlich  die  gegenwartigen  Potenzkreiso  A^  A^  Az  gehen 
dann  in  die  dortigen  geraden  Linien  AM,  BM,  CM  fiber,  u.  s,  w.,  so  dass 
in  dieser  Hinsiclit  die  Aufgabe  No.  14,  wie  oben  gesagt,  als  ein  spezieller 
Fall  der  gegenwartigen  Aufgabe  angeschon  werden  kann.  f 

Die  vorstehende  Aufgabe  kann  aber  selbst  wieder  als  ein  spezieller 
Fall  der  folgenden  angeselien  werden. 

16. 
Aufgabe. 

,5Auf  einer  Kugelflaclie  sincl  drei  belie bigo  Kreise  J/J5  M2,  M3  der 
Grosse  und  Lage  nacli  gegeben;  man  soil  auf  derselben  Kugelflache  drei 
anclere  Kreise  m^  w3,  m1  finden,  welche  einander  beriihren,  und  von  wel- 
chen  zugleich  der  Kreis  m3  die  Kreise  M1  und  IX,  der  Kreis  ma  die 
Kreise  M1  und  1^,  und  der  Kreis  m1  die  Kreise  M2  und  Mz  beriihrt." 
Oder  was  dasselbe  ist: 

„ Wenn  drei  beliebige  gerade  Kegel,  welche  eineiiei  Scheitelpunct 
liaben,  der  Grosse  und  Lage  nach  gegeben  sincl:  so  soil  man  aus  clem 
narnlichen  Scheitel  drei  anclere  gerade  Kegel  beschreiben,  welche  einander 
beriihren,  und  von  denen  jeder  zwei  der  gegebenen  Kegel  beriihrt." 

Die  Auflosung  dieser  Aufgabe  ist  derjenigen  in  (15)  vollig  ahnlich. 
Narnlich  die  in  den  Paragraphen  (I,  II,  III),  entwickelten  Lehrsiitze  von 
Kreisen,  die  in  eineiiei  Ebene  liegen,  finden  auf  ahnliche  Weise  bei 
Kreisen,  die  in  eineiiei  Kugelflache  liegen,  Statt,  welches  an  einem  an- 
cleren  Orte  bewiesen  werden  soil.  Wir  erwahnen  z.  B.  nur  folgenden  Satz: 
,,So  wie  zu  zwei  Kreisen,  die  in  eineiiei  Ebene  liegen,  zwei  Aehnlichkeits- 
puucte  gehoren,  von  denen  jeder  der  Mittelpunct  eines  Potenzkreises  ist; 
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ebon  so  gchoren  auch  zu  irgend  zrvvei  Kreisen,  die  in  oineiici  Kugelflache 
Hcgen,  zwei  Aehnlichkeitspuncte  (eigentlich  vier,  dona  jcder  1st  doppelt 
vorhanden),  von  denen  jeder  der  Pol  eines  bestimmten  Kreises  ist,  wel- 
clier  in  gewisser  Hinsicht  die  Stelle  des  Potenzkreises  vertritt."  Und,  wie 
nun  alle  jene  Hulfssatze  von  Kreisen,  die  in  einerlei  Ebene  liegen,  welclie 
bei  der  Auflosung  in  No.  15  erforderlieli  waren,  auf  analoge  Weise  bei  Kreisen, 
die  in  einerlei  Kugelflache  liegen,  Statt  finden:  so  ist  auch  die  Auilosimg 
der  vorliegenden  Aufgabe  clerjenigen  in  No.  15  vollkommen  ahnlich,  so  dass 
letztere  in  der  gegenwartigen  enthalten  ist. 

Lasst  man  die  Kugelflache,  durch  unendliche  Entfernung  ihres  Mittol- 
puncts,  in  eine  Ebene  iibergehcn,  so  geht  zugleich  die  gegemvartige  Auf- 
gabe in  die  Aufgabe  No.  15  tiber,  in  welcher  Hinsicht  die  letztere,  wic  in 
No.  15  gesagt,  als  ein  spezieller  Fall  der  erstereu  angesehen  wcrden  kann. 

Bin  anderer  spezieller  Fall  der  vorliegenden  Aufgabe  ist  clerjenigo,  wo 
die  drei  gegebenen  Kreise  auf  der  Kugelflache  in  grosste  Kreise  iibergeheu, 
d.  h.  nachstehende  Aufgabe. 

17. 
A  u  f  g  a  b  e. 

,,In  ein  gegebenes  spliarisclies  Dreieck  drei  Kreise  zu  beschreiben, 
welche  einander  beriihren,  und  von  denen  jeder  zwei  Seiten  des  Breiecks 
beriihrt."  Oder,  was  dasselbe  ist: 

,,In  omen  gegebenen  dreikantigen  Korperwinkel  drei  gerade  Kegel  zu. 
beschreiben,  welche  einander  beriihren,  und  von  denen  jeder  z>vei  Seitcn- 
flachen  des  Korperwinkels  beriihrt." 

Die  Auflosung  dieser  speziellen  Aufgabe  ist  derjenigen  in  No.  14  alinlicli. 
Statt  der  dortigen  Hulfslinien  AM,  BM,  CM,  welche  die  Winkel  des  ge- 
gebenen Dreiecks  halbiren,  kommen  Bogen  grosster  Kreise  vor,  welche  die 
Winkel  des  gegebenen  spharischen  Dreiecks  halbiren,  u.  s.  w. 

Eine  noch  allgemeinere  Aufgabe  als  No.  16  ist  folgende,  welche  in  ge- 
wisser Art  alle  bisherigen  Aufgaben  als  spezielle  Fiille  in  sich  schliesst. 

18. 

A  u  f  g  a  b  e. 

,,Wenn  auf  irgend  einor  Oberllache  vom  zweiten  Grade  drei  beliebige 
ebene  Curven  (zweiten  Grades)  der  Grosse  und  Lage  nach  gegeben  sind: 
so  soil  man  auf  dersolben  Oberflache  drei  andere  ebene  Curven  finden, 
welche  einander  beruhren,  und  von  denen  jecle  zwei  der  gegebenen  Curven 
beriihrt." 

Die  Auliosung  dieser  Aufgabe  ist  der  Form  nach  den  Auflosungen  der 
bisherigen  Aufgaben,  besonders  No.  16  gauz  ahnlich.  Es  finden  namlich  die 
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Hfilfsmittel  fur  die  bishorigon  Auflosungen,  auf  ahnliche  Wei  so  auch  bci 
obenen  Curven,  die  in  einerlei  Flache  zweiten  Grades  liegen,  Statt,  welches 
an  einem  andereu  Orte  nachgewiesen  werden  soil.  Z.  B.  zu  irgend  zwei 
cbenen  Curven,  die  in  oiner  solchen  Flache  liegen,  gehoren  (wie  zu  zwei 
Kreisen,  die  in  eincr  Kugelilache  liegen  (No.  16)),  zwei  (eigentlicli  vicr)  Aehn- 
lichkeitspunctc,  und  diese  sind  Pole  zweier  bostimmten  cbenen  Curven, 
(welche  in  derselben  Flache  liegen  und)  welche  in  gewisser  Art,  in  Bezug 
auf  die  beiden  gegebenen  Curven,  die  Stelle  cler  Potenzkreise  bci  zwei 
Kreisen  auf  der  Kugclflache  vertreten.  Und  so  ist  nun  auch  die  Auflosung 
cler  vorliegenden  Aufgabe  derjenigen  in  No.  16  odor  in  No.  15  vollkommcn 
ahnlich,  so  class  letztere  in  der  gegenwartigcn  enthalten  ist. 

19. 

Endlich  ist  noch  zu  bcmerken,  dass  die  in  den  Annalen  der  Matho- 
matik  von^Gergonne,  im  I.  Bancle  S.  196  in  der  Note  aufgcstallic,  dann 
im  II.  Bandc  S.  287  wiederholte,  und  cndlich  im  X.  Bancle  8.  298  in  der 
Note  wiederum  in  Erinnerung  gebrachte  Aufgabe: 

,,In  einen  gegebenen  vicrllachigen  Korper  vier  Kugoln  zu  beschreiben, 
welche  einander  beriihren,  und  von  clcnen  jodc  ausserclem  drei  Seiton- 
ilachen  des  gegebenen  Korpers  beriihrt,"  mehr  als  bestimmt  ist,  wie 
leicht  zu  sehen. 

Statt  dieser  Aufgabe,  deren  Losung  nur  in  beschriinktcn  speziellen 
Fallen  mogiich  ist,  kann  man  folgcndo  Aufgabe  aufstellcii: 

,,In  einen  von  vior  obonen  Flachen  begrenzten  gegebenen  Korpor  drci 
Kugeln  zu  beschreiben,  welche  einander  beriihren,  und  von  clenen  jecle 
ausserdein  drei  Seitenflachcn  des  Korpers  beriihrt." 

Diese  Aufgabe  ist  gerade  nur  bestimmt.  Sie  zu  losen  ist-imrner 
mogiich. 

§  V.    Fortsotzung  der  Folgerimgen  aus  der  gomeinschaftlichou  Potoux  hoi  Kreisen,  dip 

in  einerlei  Ebene  liegen. 

20. 

Wenn  cine  gerade  Lime  zwei,  der  Grosses  und  Lage  nach  sogclu»n<» 
Kreise  schncidet,  und  durch  einon  der  beiden  Aehnlichkeitspuacte  dersolbon 
geht:  so  sind  nach  No.  7  die  nach  clen  Durchsclmittsptmcten  gohemien 
Radien  der  Kreise  paarweise  parallel,  und  nach  No.  fQ  ist  das  Product 
aus  den  Abstandon  zweier  soldier  Durchschnittpuncte,  deren  zugehori^c 
Radien  nicht  parallel  sind,  von  dem  genannten  Aehnlichkeitspunct,  oin<i 
bcstandige  Grosso,  welche  wir  die  gemeinschaftliche  Potenz  der  Kreise  in 
Bezug  auf  den  Aehnlichkeitspunct  genannt  haben.  Zum  Belspicl:  Zielii 
man  aus  dem  ausseren  Aehnlichkeitspuncte  A  der  beiden  gegebenen  Kreise 
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m,  M  (Fig.  20)  die  gerado  Linie  AbJjBB^  welchc  die  Kreiso  in  den 
Puncten  6n  b,  B,  B{  schneidet:  so  sincl  sowohl  die  Radien  mb1  und  MB, 
als  auch  ml  und  MBi  parallel;  und  andercrseits  sind  sowohl  die  Puncte 
b  und  By  als  auch  i,  und  J3t,  in  Bezug  auf  den  Achnlichkeitspunct  A 
potenzhaltend,  cl.  h.  das  Product  AbxAB  glcich  -d^X-^^  ist  eine  be- 
standige  Grosse  a\  wie  auch  immerhin  die  sclmeidende  Linie  ihre  Lagc 
andern  mag. 

Es  ist  klar,  dass  einem  bestimmten  Punct  b  oder  bL  nur  ein  einziger 
Punct  B  oder  B1  so  entspricht,  dass  beide  zusammen  in  Bezug  auf  den 
Aehnlichkeitspunct  A  potenzhaltend  sind,  cl.  h.,  dass  beide  Puncte  auf 
eineiiei  Seite  von  A  liegen  (im  gegenwartigen  Fall),  und  dass  das  Product 
AbxAB  oder  AblxAB1  einer  gegebenen  Grosse  a2  gleich  ist:  so  dass 
also  jeder  Punct  B,  welcher  mit  irgond  einem  Punct  b,  der  in  der  Peri- 
pherie des  Kreises  wi  liegt,  in  Bezug  auf  den  Aehnlichkeitspunct  A  po- 
tenzhaltend ist,  nothwendig  in  der  Peripherie  des  Kreises  M  liegt.  Daher 
folgt  der  nachstehende  Satz: 

,,Ist  in  einer  Ebene  ein  beliebiger  Punct  A  und  ein  Kreis  m  der 
Lagc  und  Grosse  nach  gegeben,  und  zieht  man  aus  dem  Punct  eine  gorade 
Linie,  welche  den  Kreis  in  den  Puncten  b,  bl  schneidet,  nimmt  in  dieser 
Linie  die  Puncte  B,  Bl  so  an,  dass  sie  mit  jenen  Puncten  by  b{  auf 
einerlei  Seite  von  A  liegen,  und  das  Product  AbxAB  gleich  AblXAJ3l 
einer  gegebenen  Grosse  a2  gleich  ist:  so  ist  der  geometrische  Ort  der 
Puncte  B,  Bl  die  Peripherie  eines  bestimmten  Kreises  My  welcher  mit 
dern  gegebenen  Kreise  m  den  gegebenen  Punct  A  zuin  Aehnlichkeitspunct, 
und  in  Bezug  auf  diesen  die  genanntc  Grosse  a"  zur  gemeinschaftlichen 
Potenz  hat." 

Aelmliches  (inc|.et  in  Bezug  auf  den  innern  Aehnlichkeitspunct  J  (No.  7) 
zweier  ausser  einander  licgender  Kreise  m,  M,  und  bei  zwei  in  cinandcr 
liegcndcn,  so  wie  auch  bei  zwei  einander  schncidenden  Kreisen  Statt. 

21. 

llaben  die  boiclon  Kreispaare  my  M  und  m15  M{  (Fig.  21)  densclbon 
Punct  A  zum  Aehnlichkeitspunct,  und  in  Bezug  auf  denselben  gleiche 
und  gloichartigo  (No.  12)  gemcinschaftlichc  Potcnzcn:  so  folgt,  class  die 
Puncte,  in  welchen  z.  B.  die  Kreise  M,  J/j  oinandor  schneiden,  mit  den 
Puncten,  in  welchen  die  Kreise  m}  m{  einander  schneiden,  in  Bezug  auf 
den  Aehnlichkeitspunct  A  potenzhaltend  sind.  Denn  sclmeiden  die  Kreise 
My  M(  einander  in  den  Puncten  B  und  6':  so  folgt  (No.  20),  dass  z.  B. 
derjenige  Punct  &?  welcher  mit  dem  Puncte  JB9  in  Bezug  auf  den  Aehn- 
lichkeitspunct Ay  potenzhaltend  ist,  vermoge  dor  Voraussetzung  und  ver- 
inogc  des  Kreispaars  m,  M,  in  der  Peripherie  des  Kreises  m}  und  vermoge 
des  Kreispaars  m15  1/15  in  der  Peripherie  des  Kreises  ml  liegt,  folglich 
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liegt  cr  in  beidon  Kreisen  w,  m{  zugleich,  cl.  li.  or  ist  cincr  ihrer  Durch- 
sclinitlspanctc.  Daher  folgt: 

,,Haben  zwei  Krcispaarc  w<?  If  und  m^  A^  einon  imd  densclben  Puncl 
A  zum  Aehnlichkeitspunct,  mid  in  Bezug  auf  denselben  gicicho  und  ^leioh- 
artige  gemeinschaftliche  Potenzen:  so  licgen  sowolil  die  Durchsclmitlspuncte 
dor  Kreise  J/,  ML  mit  deujcnigcn  dor  Kreisc  m,  ?/*,,  aLs  auch  die  J)urcli- 
schnittspuncte  der  Kreise  M,  ftn{  mit  denjenigen  der  Kreise  m,  J/19  paarwcise 
mit  dem  Aehnlichkeitspimct  A  in  goradon  Linien,  d.  li.  y!67?,  Ac<\  Adi)., 
AeE  sind  gerado  Linicn." 

Es  ist  klar,  dass,  wonn  z.  B.  die  Punctc  j#,  </,  in  \velclien  die  Krciso 
yi7;  J^  einaudor  sclineiden,  zusammeiii alien,  daim  notliwendig  aiich  die 
beiden  Durclisclmittspuncte  6,  6'  der  Kreise  m,  m}  zutsammenfallen;  woraus, 
aLs  spezieller  Fall  de.s  vorliegendeu  Satzos,  der  nacliatehondo  folgt: 

,,Haben  zwei  Kreispaare  m,  3/undwJ5  M{  einen  und  denselben  Punci 
A  zum  Aehnlichkeitspunct,  und  in  Uezug  auf  denselben  gloicho  und  gleich- 
artige  gemeinschaftliche  Poteuzeu,  und  zwci  von  diesen  Kreisen,  die  nichl 
ein  Paar  bildcn  (z.  B.  M,  J/t),  bcriihren  einander:  so  beriihren  auch  die 
beiden  iibrigen  Kreise  (m,  m^  einander,  und  die  beiden  Beruhrimgspuncte 
liegen  mit  dem  Aehnlichkeitspimcte  A  in  gerader  Liuie  und  sincl  in  Bezug 
auf  denselben  potenzhaltend." 

Nimmt  man  an,  die  beiden  Kreise  (/MP  AIJ  fallen  in  einen  oinzigen 
Kreis  A^  zusammen,  so  folgt  feruer: 

,,Ist  die  Potenz  eines  Kreises  J/p  in  Bezug  auf  den  Aelmlichkeiispunci 
^1  zweier  gegebenen  Kreise  m,  M,  gleich  und  gleichartig  mit  der  goin<»in- 
Rchaftlichen  Potenz  der  letzteren  Kreise,  in  Bozu^  auf  denselben  Punct:  so 
boriihrt  'dor  Kreis  l/n  wenn  cr  einen  der  beiden  Kreise  m,  Al  benihrt. 
auch  zugleich  den  andcren,  und  es  liegcn  die  beiden  Beruhrungspuneic  jni! 
dem  Punct  A  in  gerader  Linic,  und  sind  in  Bczug  auf  denselben  pofcnz- 
haltond." 

22. 

Aus  dem  Vorliegendeu  lassen  sich  unter  andern  naclistehende  merk- 
wtirdige  Folgerungen  zielicn. 

Es  seien  z.  B.  zwei  beliebige,  in  einander  Kegendc  Kroisc  n>  N  (d.  h. 
die  Kreise  cdDC  \mdfeEF)  (Fig.  22)  gegeben,  AG  sei  iliro  I  Aim  <lw 
gleichen  Potenzen  (No.  3),  uncl  von  den  beiden  beliebigen  Kreisen  w,  M 
beriihre  jeder  die  beiden  gegebenen  Kreise  ungleichartig:  so  folgt  (No.  IS), 
class  der  iiussere  Aehnlichkeitspunct  A,  der  beiden  Kreise  m,  A/  in  tier 
Liuie  GA  liegt,  und  ferner  folgt  (.No.  12),  class  die  Potenz  jcdes  cler  beiden 
gegebenen  Kreise  n,  N,  in  Bezug  auf  den  Aehnlichkeitspunct  A,  gleich 
und  gleichartig  ist  der  gemeinschaftlichen  Potenz  der  Kreise  w,  A/?  in 
Bezug  auf  denselben  Punct.  .Daher  folgt  ferner,  class,  wenn  der  Kreis  m 
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die  drei  Kreise  n,  N,  w  bcriihrt,  alsdann  auch  dcrjenigo  Kreis  1/1?  — 
welcher  mit  dejn  Kroise  <nil  den  Punct  A  zum.  Aelmliehkeitspimct,  and 
in  Bezug  auf  donselben  gleichc  und  gleichartigc  gemeinschaftlichc  Potcnz 
hat,  wie  das  Kroispaar  m,  M,  —  die  drei  Kreise  n,  N,  M  bcriihrt  (No.  21). 
Es  1st  Idar,  class  em  Glcichcs  von  einem  folgenclen  Kreispaare  m^  M^ 
welches  sich  an  das  Kreispaar  m^  M^  anschliesst,  gilt;  u.  s.  w.  Man  zieht 
daraus  folgende  Satze: 

,,Bcschroibt  man  irgcnd  zwoi  belicbige  Kreise  wi,  M,  von  denen  jeder 
zwci,  der  Grosse  und  Lago  nach  gegebene,  in  einander  liegcndc  Kreise  n, 
N  unglcicliartig  beriihrt:  so  liegt  ihr  iiusscrer  Achnlichkeitspunct  A  in  der 
Linie  der  gleichen  Potenzen  (6M)  dor  gcgebcncn  Kreise;  and  bcschreibt 
man  ferner  auf  gleiche  Weise  die  Krcispaaro  wi:  l/t;  w3,  M2]  w;p  M.^  . . ., 
welche  sich  an  einander  anschliesscn,  d.  h.,  welche  einander  der  Ordnung 
nach  beriihren:  so  hat  jedes  dieser  Kreispaare  denselbcn  Punct  A  zum 
iiusseren  Aehnlichkeitspunct." 

Denkt  man  sich  die  Reiho  Kreise  M,  Mi:  M^  M^  ...,  von  dencn 
jecler  die  beiden  gegebcnen  Kreise  n,  N  ungleichartig  beriihrt,  und  welche 
einander  der  Reihe  nacli  beriihren,  fortgesetzt,  bis  man  wieder  nach  dem 
orsten  Kreis  M  zuriickkommt,  und  so  weiter  im  Ring  herum,  so  sind  fol- 
gende verschiedene  Falle  moglich :  entwedcr  kehrt  die  Reihe  in  sich  selbst 
zuriick  odor  nicht,  d.  h.  1)  entweder  gelangt  man  schon,  wenn  man  zum 
ersten  Mai  zu  clem  Kreis  M  zuriickkehrt,  zu  einem  Kreise  ^/x,  welcher 
sich  dem  Kreise  M  anschliesst,  so  dass  der  darauf  folgende  Kreis  MK+i 
mit  clem  Kreise  M  zusammenfallt,  oder  man  gelangt  erst,  wenn  man 
zum  zweiten,  dritten,  vierten  . . .  Mai  nach  dem  Anfangsgliede  der  Reihe 
zuriickkehrt,  ?AI  einem  solchen  Kreise  J/x,  welcher  sich  geracle  an  den 
Kreis  A!  anschliesst;  oder  2)  man  gelangt  nie,  so  lange  man  auch  die 
Reihe  ibrtsetzen  mag,  zu  einem  solchen  Kreise,  welcher  sich  dem  Kreise 
M  anschliesst,  so  dass  der  Raimi,  in  welchem  sich  die  Reihe  belindet,  fur 
die  letztcre  incommensurabel  ist.  Da  nun  nach  dem  vorstehenden  Satze 
die  Kreise  m,  mi:  w/y,  ...,  respective  mit  den  Kreisen  M,  M^  M^  ..., 
den  Punct  A  zum  iiusseren  Aohnlichkeitspunct  haben:  so  folgt,  dass,  wenn 
man  in  der  letzteren  Reihe  von  Kreisen  nach  einem  oder  nach  mehreren 
Umlaulen,  zu  einem  solchen  Kreise  A/x  gelangt,  welcher  sich  dem  Kreise 
M  anschliesst  (ilm  beriihrt),  dann  auch  in  der  erstcren  Reihe,  der  eben- 
sovielte  Kreis  w>xi  sich  dem  Anfangsgliede  (w*)  dieser  Reihe  anschliesst, 
und  dass  die  Reihe  m,  m1?  w/.a,  . . .  mx  eben  so  viele  Umlatife  enthalt, 
als  die  Reihe  M,  1/j,  M^  ...  ^4-  Daraus  schliesst  man  folgenclen  merk- 
wiirctigcn  Satz: 

?,lst  der  Zwischenraum  zwischen  zwei,  der  Grosse  and  Lage  nach  ge- 
gebeuen,  in  einander  liegenden  Kreisen  n,  N,  fur  cine  bestimmte  Reihe 
Kreise  M,  Jkfi9  M^  ...  M*,  von  denen  jeder  jene  beiden  ungleichartig  be- 
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rtihrt,  und  welcho  einandcr  dor  Ordnung  nach  bcriihron,  commonsimibo], 
(1.  h.,  bostoht  die  Roihc  aas  &-+-1  Gliedern,  wolche  u  Umlaufe  bilden,  and 
bcriihrt  der  letzte  KrcLs  MK  wiederam  den  ersten  M:  so  1st  dersolbo 
Zwischcnraum  fur  jede  boliebigo  Relhe  Kreisc  m,  w?t,  w,,  ...  wx,  w> 
man  aucli  das  Anfangsglied  m  annehmon  mag,  commensurabol;  uml  <ls 
bostoht  die  letztere  Reihe  ebenfalls  aus  #-}-l  Gliedern,  welclie  u  UmlaulV 
bilden,  wio  jene  erstere  Reihe." 

Es  folgt  aus  diesem  Satze  zugleicli:  ,,dass,  wenn  dor  gcnamite  Zwischen- 
raum  fur  irgend  einc  bestimmte  Reihe  Kreiso  M,  M^  M^  . . .  incommen- 
surabel  1st,  er  alsdann  for  jede  andere  Reihe  Kreiso  m,  mp  w,,,  . . .  ebon- 
falls  incommensurabel  isl" 

Es  ist  noch  zu  bemerken,  dass,  im  Fall  die  genannte  Reihe  in  sich 
zuriickkehrt,  d.  i.  commensurabel  ist,  und  u  die  Zahl  der  Umlaufe  der- 
selben  bezeichnet,  dann  die  Zahl  der  Glieder  der  Reihe  nicht  kleiner  sein 
kann  aLs  2u+l. 

Aus  dem  Obigen  folgt  ferner:  ,,daa«,  wenn  z.  B.  der  Krois  q  die  drei 
Kreise  m,  m1?  N  beriihrt,  dann  aucli  derjenige  Kreis  Q,  —  welchor  mil 
ihm  den  Punct  A  zum  iiusseren  Aehnlichkeitspunct,  und  in  Bezu^  auf 
diesen,  gleiche  und  gleicliartige  gomoinschaftliche  Potenz  hat,  wio  die 
Kreispaare  m,  Jfundmp  M^  —  die  drci  Kreise  M,  M,,  N  beriihrt;  odor 
dass  also  umgekehrt,  die  boicleu  Kreiso  q,  Q,  welcho  man  in  die  bcidon, 
cinander  entsprechenden,  Arbclon  (krummlinigen  Ureieoke)  bed,  JH'l)  bo- 
schrcibt,  mit  den  Kreispaaren  m,  M  und  ?MI?  A/1  ein  und  deiiselbon  Panel 
A  zum  Aehnlichkeitspunct,  und  in  Bezug  auf  dieson  glciclio  und  gleicli- 
artige gemeinschaftliche  Potonz  habcn.  Ebon  so  haben  diejcnigen  beidon 
Kreise  o,  0,  wolche  man  in  die  Arbelen  bef  und  /J-fi/Abeschreibt,  den 
namlichen  Punct  A  zum  aussoren  Aehnlichkeitspunct,  und  in  Bezut>'  auf 
diesen  gleiche  und  gleichartigo  gomeinschaftliche  Potenz,  wie  jedes  <lor 
genannten  Kreispaare.  Und  boschreibt  man  ferner  in  zwoi  nou  entstandone, 
einander  entsprechende  Arbelen,  wie  z.  B.  in  don  Arbelos  bhhy  wolch(»r 
zwischen  den  drei  Kreisen  m,  fm^  q  liegt,  und  in  den  on tsprcchonden. Ar- 
belos BHK7  welclier  zwischen  den  drei  Kreisen  M,  Mri  Q  liogt,  xwoi  Kroiso 
r,  R:  so  haben  aucli  diese  den  namlichon  Punct  A  zum  ausseren  Aclm- 
lichkeitspunct,  u.  s.  w.,  Yon  Geschlecht  zu  Geschlecht,  bis  in's  Uucudlicho.^ 

Alle  die  vorsteheuden  Satze  linden  auf  ganz  gleiche  Woiso  Stati,  vvonn 
anstatt  der  beidori  in  einander  liegondon  Kreise  n?  N,  zwci  auss(M*  o.in- 
ander  liegende  Kreise  gegeben  siucl,  wie  man  leicht  oinsohen  vvird. 

Ferner  linden  bei  Kreisen,  die  in  einer  und  dersolben  KugoKlacho 
liogeu,  so  wie  iiberhaupt  bei  ebenen  Curvon,  die  in  einer  und  derselben 
Fliiche  zweiten  Grades  liegen,  ahnliche  Siitze  Statt.  Endlich  linden  aucli 
analoge  Siitze  bei  Kugeln  im  Raumo  Statt;  von  wolchcn  Allom,  nebst 
Mehrerena,  an  einem  anderen  Ort  ausfiihiiicher  gehandelt  wordou  soil. 
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23. 

Da  die  Beriihrungspuncte  d,  D,  In  welchen  der  gegebene  Kreis  N  die 
beiclen  Kreise  m,  M  beriihrt,  mit  dem  ausseren  Aehnlichkeitspunct  A  der 
Ictzteren  Kreise  in  gerader  Linie  liegen  (No.  8):  so  folgt,  dass,  wenn  man  in 
dem  Pancte  d  an  die  beiden  Kreise  m,  N  (Fig.  23)  die  Tangente  da  legt, 
wclche  die  Linie  der  gleichen  Potenzen  AG  der  gegebenen  Kreise  n,  N 
in  dem  Puncte  a  schneidet,  dann  der  Kreis.  m  mit  keinem  anderen  Kreise 
M  oder  p-,  wolchor  die  gegebenen  Kreise  n}  N  ungleichartig  beriihrt,  den 
Punct  a  zum  Aehnlichkeitspunct  haben  kann;  sondern  dass  vielmehr 
der  aussere  Aehnlichkeitspunct,  welchen  der  Kreis  m  mit  irgend  einem 
jener  Kreise  gemein  hat,  entweder  fiber  oder  unter  dem  Punct  a  (in  der 
Linie  AGr)  liegt,  je  nachdem  sich  der  letztere  Kreis  (If  oder  p,)  auf  der 
oinen  oder  auf  der  anderen  Seite  des  Kreises  m  befindet.  Z.  B.,  der  aussere 
Aehnlichkeitspunct  A  der  Kreise  m,  M  liegt  oberhalb,  und  der  aussere 
Aehnlichkeitspunct  a  der  Kreise  m,  p,  liegt  unterhalb  des  Punctes  a. 

J)a  jede  belie bige  gerade  Linie  ApP,  welche  durch  den  ausseren  Aehn- 
lichkeitspunct A  der  beiden  Kreise  m,  M  geht,  eine  aussere  Aehnlichkeits- 
linie  dieser  Kreise  ist  (No.  7),  d.  h.,  da  die  aus  den  Mittelpuncten  m,  J/nach 
jener  Linie  gezogenen  Parallelcn  mp,  MP  sich  wie  die  Radien  der  Kreise 
m,  M,  oder,  wenn  man  diese  Radien  durch  r?  R  bezeiclmet,  wie  -/'  zu  R 
verhalten,  so  ist 

mp   _   MP 
__  _  _„„. 

Eben  so  hat  man,  wenn  man  nach  der  Linie  cmp,  welche  durch  den 
iiusseren  Aehnlichkeitspunct  a  der  Kreise  m,  (x  geht,  die  Parallelen  mp?  p.  it 
zieht  und  den  Radius  des  Kreises  p-  durch  p  bezeichnet: 

mp  P-TT 

r  p 

Zieht  man  nun  die  gerade  Linie  a^pP^:  so  schneidet  sic  offenbar 
von  den  Linieu  pir,  MP  die  Stiicke  TCTT^  PP}  ab,  so  class  folglich  der 

Quotient  — i-  grosser  ist,  als  jeder  der  beiden  Quotienten  J~-i-  und      p  l  - 

'/"  p  JK 

Daraus  folgt,  dass  cler  Quotient  des  Kreises  m  (der  dem  Kreise  m  zuge- 
horigo  Quotient)  ein  Grosstes  (Maximum)  ist.     Das  heisst: 

,,Zieht  man  aus  irgend  einem  Punct  a  der  Linie  der  gleichen  Potenzen 
(A  (?)  zweier  gegebenen,  in  einander  liegenden  Kreise  n,  N,  eine  beliebige 
gerade  Linie  ap,  uncl  ferner  aus  den  Mittelpuncten  m,  p.,  M}  . . .  beliebiger 
Kreise  m,  p-,  My  . . . ,  von  denen  jeder  die  gegebenen  Kreise  ungleichartig 
beriihrt,  nach  jener  Linie  ap,  in  irgend  einer  Richtung,  die  Parallelen  mp, 
p,ar15  A/PX,  ...  und  dividirt  diesc  durch  die  Radien  r,  p,  Ry  ...  der 
respectiven  Kreise  m,  p-,  M9  . . . :  so  ist  der  Quotient  desjenigen  Kreises  m 
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(d.  h.  dor  Quotient,  wolchor  zu  diesem  Kreise  gehort),  wolcher  mit  dem 
Kreise  N  zusammen  von  cler  Tangcnte  ad  in  einem  und  clemselben  Puncte 
d  beriihrt  wircl,  miter  alien  ubrigen  Quotienten  dor  grosste." 

Aus  gauz  gleichcn  Griindcn  1st  aui'  der  ancleren  Seito  dcr  Linie  <f>j>: 
,,der  Quotient  desjenigen  Kreises  m<,  wolcher  mit  dem  Kreiso -ZV  zusanmnw 
von  dor  Tangente  ad}  in  einem  und  demselben  Puncte  </,  beriihrt  \vrnl, 
unter  den  Quoticnten  aller  diesseits  liegeaden  Kreise  der  giusste." 

Mmmt  man  die  zuerst  betrachtete  Soito  der  Liuie  ap  als  positiv,  und 
die  lotztere  als  negativ  an,  so  ist  alsdann:  ,,der  Quotient  des  Kreises  •///, 
in  Bezug  auf  die  Linie  ap,  der  grosste  positive,  und  der  Quotient  des 
Kroises  m{  ist  der  grosste  negative." 

In  Bezug  auf  eine  andere  Linie  aber,  welche  die  gegebcuon  Krtkistk 
n,  N  nicht,  wie  die  Linie  ap,  schneideft,  ist  von  den  Quotienten  tier  beideu 
Kroiso  m,  wx ,  der  eine  unter  alien  Fibrigen  der  grcisste,  und  der  andon^ 
der  kleinste.  Namlich:  in  Bezug  auf  irgend  eine  Linie  ap^  welche  den 
Winkel  Aam  tlieilt,  ist  der  Quotient  des  Kreises  m  unter  alien  iibrigoa 
der  kloinste,  und  der  des  Kroises  mT  untor  alien  der  grosste;  dagegen  ist 
in  Bezug  auf  irgend  eine  Linie  aps,  welche  don  Winkel  G-wrn^  thoilf,  (hu* 
Quotient  des  Kroises  m  unter  alien  ubrigen  der  grosste,  und  cler  des 
Krcises  m1  unter  alien  der  kloinste. 

NacJi  dem  Bisherigen  kaiin  nun  die  nachstelionde  Aufgabe  leiclif.  und 
elegant  golost  word  en. 

A  u  f  g  a  b  e. 

,,Wenn  zwei  beliebige,  in  ohiandor  liegcnde  Kreise  n,  N,  der  (Jnissc* 
und  Lage  naoh,  gogeben  sind:  wo  soil  man  unter  alien  Krcisou  w,  mp  p.7 
M,  . . . ,  von  denen  jecler  jene  beiclen  uugleicliartig  boriihrt,  deiijcnigwi 
linden,  dessen  Quotient  in  Bozug  auf"  cine  gogebene  gerade  Linie  (<7/>  odor 
apl  odor  ap.^  ein  Maximum  odor  ein  Minimum  ist,  d.  h.  dass,  wenn  man 
aus  den  Mittelpuncten  w,y  tn^  [x,  M,  . . .  jenor  Krciise,  ntich  der  gt'^olxMiou 
geraden  Linie,  in  irgend  einer  Riclitung,  Parallolcn  /Jeht,  und  (lie.se  dun-h 
die  Radion  der  respectiven  Kreise  diviclirt,  dann  von  cliesen  Quotienten  dem 
gesuchten  Kreise  dor  grosste  oder  der  kleinste  zugohore." 

A  u  f  1  o  s  u  n  g. 

1)  Man  besclireibe  cinen  willkiirlichen  Kreis  /t,  welcher  die  ^ejfebonen 
Kreise  %  N  in  den  Puncten  b,  b},  By  J31  sclmoidet,  und  ziohe  <li(^  Sohncn 
J  Jj,  BB^  welche  derselbe  mit  den  letztcren  Kreisen  gemoin  hat,  und  welcho 
Sehnen  einander  in  einem  bcstimmten  Puncto  (J  sclmeiden. 

2)  Aus  dem  Puncte  G  falle  man  auf  die  Axe  nN  dcr   ge^oboucn 
Kreise  das  Loth  CG-a,  welches  die  gegebene  gerade  Linie  (ap  oder  //y>, 
oder  ap%)  in   dem  Punct  a  sclmeidot,   und   welches   Loth  die   Linie    der 
gleichen  Potenzen  der  beiden  gegebenen  Kreise  n,  N  ist  (No.  4). 
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3)  A  us  dem  Punct  a  lege  man  die  Tangenten  ae,  ae^  ad,  <tdl   an 
die  gegobenen  Kreise  n,  N,  wolche  die  letzteren  in  den  Puncten  e,  c^  d, 
dl  beriiliren,  und  boschveibe 

4)  diojenigon  beiden  Kreise  m,  w,  ,   von  den  en  der  erstere  die  gege- 
benen Kreise  n,  N  in  den  Puncten  e,  d,  xmd  der  letztere  in  den  Puncten 
<',,  </j   berdhrt  (§1  No.  4):  so  leisten  diese,  wie  aus  dem  Obigen  folgt,  der 
vorgelegten  Aufgabe  Greniige. 

Besclireibt  man  fcrner  diejenigen  beiden  Kreise  v,  v15  von  denen  der 
crste  die  gegobonen  Kreise  n,  N  in  den  Puncten  e},  d,  und  der  letztere 
in  den  Puncton  0,  dl  boriihrt;  so  folgt  aus  ganz  ahnlichcn  Griinden,  dass 
diese  Kreise  tier  Aufgabe  Gentigo  leisten,  wenn  unter  alien  Kreiscu  v,  vt  ..., 
welche  die  gegobenen  gleichartig  (anstatt  ungleichartig)  beruhren,  die- 
jcnigen  verlangt  'wcrden,  deren  Quotienton,  in  Bezug  auf  die  gegebenc  ge- 
rade  Linio,  ein  Maximum  odor  Minimum  sein  soften. 

Es  ist  noch  zu  bemerken,  dass  Allos,  was  in  dem  Vorliegenden  (No.  23), 
in  Bezug  auf  die  beiden  ineinander  liegenden  Kreise  n,  N  gesagt  wurde, 
aucli  auf  ganz  alinlichc  Weise,  in  Bezug  auf  zwei  aussereinander  liegende 
Kreise  Statt  findet.  Ferner  (inclen  analogo  Siitze  bei  Kugoln  im  Raume 
Statt.  Wiiren  z.  B.  anstatt  der  Kreise  -n,  N  zwci  Kugeln,  und  anstatt 
der  geraden  Linio  ap  (odor  apl  odor  ap^  irgend  eine  Ebene  gegeben,  und 
man  sollte  unter  alien  Kugeln,  welche  die  gegebenen  beiden  Kugeln  be- 
riiliren, diejenigen  (inden,  deren  Quotienten  in  Bezug  auf  die  gogebene 
Ebene  ein  Maximum  odor  Minimum  sind:  so  ware  die  Autlosung  der  vor- 
liegendcn  bei  Kreisen  ganz  alinlicli.  Namlich  die  Ebenen  6Z»1  und  BBl 
der  Durchschnittslcrcise  einer  willkiidiclien  Kugol  K  und  der  gegebenen 
Kugeln  n,  N,  schneiden  oinandor  in  einer  bestimmteii  geraden  Linie  C,  die 
durch  diese  Liiiie  (!  gelionde  uncl  zur  Axe  NnG-  senkrecht  stehende  Ebeue 
CGfa  schnoidot  die  gcgebene  Ebene  pa  in  einer  bestimmteii  Linie  a,  und 
die  durch  diese  Linie  a  an  die  gegebenen  Kugeln  golcgten  Berubrungs- 
ebenen,  beriihren  diosolbon  in  den  namliclien  Puncten  e,  e^  d.,  d^  in  wol- 
clien  sie  von  den  gesuchten  Kugoln  m,  m,,  v,  v,  boriihrt  wcrclen. 


§  VI.     Vovall^omoinoriinff  cinos  von  Pappus  (ibcrlicferten  (alteri)  Satzes. 

24. 

Pappus  (Collections  muthffluat'MMC,  libr.  IV.  vom  XII.  bis  zum  XVIII. 
Theorem)  beweist  folgenclen,  wie  cr  sagt,  alten  Satz*): 

,,Beschreibt  man  eine  Reilie  Kreise  mn  m^  w3,  m4,  ...  wx  (Fig.  24.  25), 
von  denen  jeder  die  beiden  gegebenen,  einander  in  B  beruhrenden  Kreise 
M^MI  boriihrt,  und  welche  einander  der  Reihe  nach  (iiusserlich)  beriihren: 


*)  ^Circum/ertur  in  quibusdam  libris  antigua  propositio  huiusmodi." 
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so  Mlden  die  Quotienten,  die  entstehen,  wenn  man  die  aus  den  Mittel- 
puncten  m^  m>2,  m,,  . . .  mx  auf  die  Axe  MtM^  gefallten  Lothe  m^,  -)n>J\, 
w3P8,  . .  .  wxPx,  durch  die  Radien  rn  n,,  ?'3,  . . .  '/'x  dor  respectiven  Kreise 
?/?,,  M.J,  w.t,  . . .  wx  dividirt,  folgende  arithmetische  Keihe: 

a)  Wenn    der  Mittelpunct  m1   des   ersten  Kreises  w,    dor  genannten 
Reihc  in  der  Axe  M^  der  geg(3benen  Kreiso  liegt,  so  1st  (Fig.  24) 


gleicli  0,  2,  4,  6,          ...    (,-«— 1).2. 

b)  Wenn  der  erste  Kreis  ?/*,  der  genannten  Reihe  die  Axe  J7,  AL>  der 
gegebenen  Kreise  beriilirt,  so  ist  (Fig.  25): 


gleich  1,  3,  5,  7,          ...     2,*—  1." 

Oder  der  eigentliche  Satz,  aus  welchcm  cliese  beiden  Fiille  (a,  b)  blosse 
Folgeraiigen  sind,  ist  der  nachsteliende  (Theorem  XV.  Libr.  IV.): 

c)  ,,Wenn  zwei  Kreise  M^  M2  (Fig.  26),  die  emander  in  B  boriihren, 
der  Grosse  mid  Lage  nacli  gegeben  sind,  itnd  man  bcscliroibt  irgend  zwei 
bcliebige  Kreise  m1?  m^  welche  emander  in  I  (ausserlich)  beriihren,  und  von 
denen  jeder  j  one  beiden  Krcise  beriilirt,  fallt  sodann  aus  den  Mittelpunclen 
m^  w^  auf  die  Axe  M^M^  der  gegebenen  Kreise  die  Lotlic  mv  7^,  w«l\)  und 
dividirt  diese  Lotlie  durcli  die  Radien  y,,  r.,  der  respectiven  Kreise  ?MP 
wa:  so  ist.  der  dom  lotztcron  Kreise  (w2)  zugeJiorige  Quotient  inn  2  grosser 
als  der  erstere,  d.  h.  es  ist 

0*1^1    ,.g  ^  ****** 

' 


oder,  wie  sicli  Pappus  ausdriickt:  das  Loth  w^P^  plus  deni  Durchmesser 
des  zugehorigen  Kreises  m^  verhalt  sich  zu  diesem  Durchniesser  wi(k  das 
Loth  w&3P2  zum  Durchmesser  des  zugehorigen  Kreises  m,,  d.  L, 


Bedient  man  sich  der  Hulfsmittel  und  KunstausdiTieke,  welche  in  den 
vorhergehenden  Paragraphen  (I,  IT,  III)  enthalten  sind:  so  kann  der  Sat/,, 
•wie  folgt,  bewiesen  werden. 

A.  Die  gerade  Linio  AB  (Fig.  26),    welche    die   beiden   gegv.benen 
Kreise  1/15  If2  in  dem  Puncte  B  beriilirt,  ist  zugloich  die  Linie  der  ^[(^ichen 
Potenzen  derselben.    (§  I.  No.  3.) 

B.  Da  jeder  der  beiden  Kreise  7l/n  M2  die  beiden  Krcise  '///,,   wn 
gleichartig  bertihrt,  so  folgt: 
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a)  class  die  LInie  BA  (als  Linie  der  gleichen  Potenzen  der  Kreise 
MI,  Jl^j)  durch  den  ausseren  Aehnliclikeitspunct  der  Kreise  m15 
m2  geht  (No.  13),  und  dass  daher  der  Punct  A,  in  welcliem  die 
Axe  wtjWg  die  Tangente  B  A  schneidet,  der  aussere  Aelinliclike  its- 
pun  ct  der  Kreise  miy  m^  ist; 

J3)  dass  ferner  die  aus  den  Mittelpuncten  wn  ma  nach  der  Linie  AB 
gezogenen  Parallellinien  sich  verhalten  wie  die  Radien  r19  v*2  der 
respectiven  Kreise  w15  w2  (No.  7),  dass  also  z.  B. 


mid,  da  -41?.,  waP3,  ^Pj  zu  der  Axe  BMtM^  senkrccht,  mitliin 
unter  sich  parallel  sind,  dass  auch 


7)  dass  endlicli  jeder  der  beiden  Kreise  Af15  J^  in  Bezug  auf  den 
ausseren  Aehnlichkeitspunct  A  der  Kreise  m1  ,  w2  potenzhaltend 
ist,  so  dass  das  Quadrat  der  Tangente  A  B  gleich  ist  der  gemein- 
scliaftliclien  Potenz  der  Kreise  w,17  w2  in  Bezug  auf  ihren  ausseren 
Aehnlichkeitspunct  A  (No.  12). 

C.  Da  ferner  auch  clas  Quadrat  der  Linie  Ab  gleich  ist  der  gemein- 
scliaftlichon  Potenz  der  Kreise  w17  ma,  in  Bezug  auf  den  Punct  A  (weil 
in  dem  Beiiihrungspunct  I  zwei  potonzhaltende  Puncte  (No.  12)  zusanimen 
fallen):    so  folgt  (y),  dass  A  B*  gleich  Ab"\   und  mithin  auch  AB  gleich 
Ab  ist. 

D.  Nach  der  Voraussetzung  sind  die  Radien  m^G  und  ^D  der  Kreise 
m1?  W'2  parallel  (senkrecht  zur  Axe  BL^M^,  daher  liegen  die  drei  Puncte 
DZ><7  in  gerader  Linie  (No.  7);    und  da  AB  gleich,  Ab  und  w36  gleich 
m^C  (als  Radien  des  Kreises  m^)  und  auch  ^15  und  w36Y  parallel  sind: 
so  liegen  auch   die   drei  Puncte  BCb  in  gerader  Linie,    und   mithin  ist 
BCbD  eine  gerade  Linie. 

E.  Zieht  man  nun  noch  die  gerade  Linie  BmtiEy  so  hat  man: 

ED  :  m,C=  Bl\  :  BP.  =  r,  :  '/',     (B,  p), 
oder,  wenn  man  bemerkt,  dass  m^C  gleich  nj? 

und  folglich: 

und  da  auch  m^  gleich  r,, 

Nun  ist  ferner 

EP,  :  m,  P,  =  BPl:BP9=  r,  :  r.     (B,  p), 

oder  da 

EI\  =  m^  1\  -h  ml  E  = 
so  ist: 

St  miner's  Werko.     I. 
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und  folglich: 


welches  der  obige  Satz  (c)  1st, 

[In  dem  Falle,  wo  die  Kreise  M^  M2  sich  ausserlich  beriihren,  kanii 
einer   der  Kreise  m:  m.,,    z.  B.  m0,    die  clrei  andercn  auch  einschliesseiul 


i: 


beriihren,  und  dann  gilt  die  Gleichung: 

m^    _ 

*  ~~ 


welche  in  ahnlicher  Weise  wie  die  vorstehende  bewiesen  wird.j 

Denkt  man  sich  nun  eine  Reilie  Kreise  -wl5  ma,  m3,  m4,  ...  wx, 
von  denen  jeder  die  beiden  gegebenen  Kreise  A/i,  My  beruhrt,  und  welche 
einander  der  Reihe  nach  (ausserlich)  beniliren:  so  hat  man  nacli  dem  vor- 
liegenden  Satze; 


--t-2, 

,  „     L JL-  -4—4: 

-     '>\ 

=  -— ^-  +6, 


•m  P 

Oder,   wenn  man  zur  Abkiirzung  —  ~  —  —   gleich  ^  und 

?'i 

?a,P2=^,     ™>>iP:]—Pz,     .  .  .,    •mxPx=px 
setzt,  so  ist: 


...          -  =  ?-H2(.C—  1). 

2  3  /4  //x 

Setzt  man  q  gleich  0,  d.  h.,  nimmt  man  an,  der  Mittelpuuct  w1  des  ersten 
rcises  liege  in  cler  Axe  A/,  M*  der  gegebenen  Kreise  (Fig.  24),  so  hut  man: 


welches  der  obige  spezielle  Sate  (a)  ist. 

Uncl  setzt  man  q  gleieh  1,  d.  h.,  nimmt  man  an,  der  erste  KreLs 
beriihre  die  Axe  MLM^  der  gegebenen  Kreise  (Fig.  25),  so  hat  man: 

—  r      Jk._ 
-  — 


._7. 
—  '' 


welches  der  obige  spezielle  Satz  (b)  ist. 

Es  ist  klar,   dass  der  Hauptsatz  (c)  unverandert  wahr  bleibt,   wenn 
auch  der  Kreis  M^  sich  immcr  mehr  ausdehnt^  bis  er  zuletzt  in  die 
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Linie  BA  iibergeht;  und  dass  dieser  Satz  ferner  auch  dann  noch  Statt 
findet,  wenn  der  Kreis  M2  durch  die  gerade  Linie  BA  gegangen  ist,  mid 
auf  der  anderen  Seite  derselben  wieder  als  eigentlicher  Kreis  zum  Vor- 
schein  kommt,  so  dass  nun  die  beiden  Kreise  M1  und  M2  einander  ausser- 
lich  beriihren.  Wen  diese  Ableitungen  nicht  befriedigen,  fur  den  bemerken 
wir,  dass  der  Beweis  fiir  die  abgeleiteten  Falle  dem  vorstehenden  ganz 
a-hnlich  ist.  Pappus  beweist  jeden  Fall  besonders. 

25. 

Wiewohl  wir  beim  ersten  Anblick  des  vorstehenden  interessanten 
Satzes  die  Vermuthung  hegten,  dass  derselbe  einer  grosseren  Ausdelmung 
fahig  sein  musse:  so  fanden  wir  doch  nicht  sogleich  den  Weg,  auf  welchem 
dieses  Ziel  leicht  zu  erreichen  war.  Das  nachstehende  Verfahren,  durch 
welches  wir  unseren  Endzweck  zum  Theil  erreichten,  ist  ziemlich  einfach, 
kann  aber  vielleicht,  zumal  da  nun  das  Gresetz  bekannt  ist,  noch  auf 
einem  anderen,  kurzeren  Wege  bewiesen  werden.  Das  Hauptresultat,  welches 
wir  gefunden  haben  und  welches  wir  welter  unten  beweisen  werden,  ist 
das  bestimmte  Gesetz  zwischen  den  Quotienten,  die  entstehen,  wenn  man 
aus  den  Mittelpuncten  ml ,  w3  der  beiden  Kreise  ml ,  m2  (Fig.  26)  auf 
irgend  einen  belie bigen  Durchmesser  eines  der  beiden  gegebenen  Kreise 
M^  MS  (anstatt  auf  die  Axe  BM1M2  (No.  24))  Lothe  fallt,  und  diese  durch 
die  Radien  r^  r^  der  respective!!  Kreise  m15  ma  dividirt. 

Wir  bemerken  hier  beilaufig,  dass  nun  noch  die  folgende  allgemeinere 
Aufgabe  zu  losen  iibrig  bleibt: 

,,Ein  Gesetz  zwischen  den  beiden  Quotienten  zu  linden,  die  dadurch 
entstehen,  dass  man  aus  den  Mittelpuncten  m^  ma  der  beiden  Kreise  w1? 
m^  auf  irgend  eine  gerade  Linie  L  Lothe  fallt,  und  dieselben  durch  die 
Radien  r^  ra  der  respectiven  Kreise  mn  m3  dividirt  (No.  24c).u 

26. 

Beriihren  sich  die  beiden  gegebenen  Kreise  Af1?  M2  (Fig.  27)  in  B,  be- 
ruhrt  ferner  jeder  der  beiden  Kreise  m,  M  die  beiden  gegebenen,  liegt 
der  Mittelpunct  If  des  letzteren,  in  der  Axe  M^M^  und  bezeichnet  man 
die  Radien  der  vier  Kreise  M^  M^  M,  m  respective  durch  J?15  R^  R,  ry 
so  ist: 

AC=BC—  BA    oder    2R^=2R^2Rl, 

oder 

R  =  J?2 — J?J? 

und  andererseits  ist  auch 

BM=  R2+R,. 

Ferner  ist: 

BP :  BM  =r:R    (No.  24,  B,  p), 
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oder 

BP  ';  j 
und  folglich: 


Setzt  man  zur  Abkiirzung  das  aus  dem  Mittelpunct  w  aui'  die  Axe 
M{M.>M  gelallte  Loth  mP  gleich  jt?,  und  Af,P  gloich  C7?  ^,P  gloich  w, 
i/,w  gleich  L?  J£2w  gleich  /,  so  findet  man  leicht  folgonde  Gleichungoii: 

(2)          L^R^r;     R2  =  l-}-r;     BP=Rl  +  U= 
Nun  1st  vermoge  des  rechtwinkligen  Dreiecks  M.,Pm: 


oder  wenn  man  w  aus  (2)  und  (1)  substituirt, 


woraus 

P' 


oder,  wenn  man  den  Quotienten  —  gleich  q  und  ~H—- -^j—  gloich  TC  setzt, 

r  /C2 — Aj 

/ox  /  </"+47t" 

(3)  iBaBX__.r 

folgt.    Auf  gleiche  Weise  findet  man 


Aus  der  obigen  Gleichung  <(i!=^2-)-«t2  findet  man  ferner: 


und  folglich: 

„. 

(5)  " 

und  eben  so: 
(M         .-  (7- 

^  - 
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Eiidlich  crgebon  sicli  aus  (2)  uud  (3)  unmittelbar  folgende  Wortlie  fiir 
die  Radion  dor  beiden  gogebcnen  Kreise  M{,  M.t: 


00 

(8) 


_ 

XX,        


Man  sioht  aus  (3)  und  (5),  dass  die  beiden  Linien  I  und  u  immer 
xu  dem  Radius  r  commcnsurabel  sind,  sobald  p  zu  r  (d.  i.  q)  und  ^?t  zu 
R.2  —  R1  (d.  i.  IT)  commensurabel  ist.  Bevor  wir  unseren  Hauptgegeiistand 
woitor  verlblgen,  wollen  wir  zuerst  einige  Falle,  wo  die  genannten  Grossen 
respective  commensurabel  sind,  betrachten.  Z.  B. 

a)  Nimmt  man  TT  gleicli  1,  d.  i.  R2  gleich  2Rl  an,  so  hat  man  (G-L 
(3)  bis  (6)) 

L 


.      U        tf»— 1(5 

und     —  =  - — = 


r  4  r 

Be/Jeht  man  diese  Ausdriicko  auf  eine  Reihe  Kreise 'mj,  m.2,  mg,  ... 
(Fig.  28),  welche  aich  aneinander  anschliessen,  und  wo  dor  Mittelpunct  m{ 
des  ersten  derselben  in  der  Axe  M^L,  tier  gegebenen  Kreise  liegt,  so  hat 
rj  respective  die  Werthe  (No.  24,  a):"  0,  2,  4,  6,  8,  ...  2(?a— 1),  und 

daher  hat  -^-   respective  die  Werthe:    1,  2,  5,  10,  ...  (M — l)3-hl;   -f 


die  Werthe;    2,  f,  4,  ^,   ... 


;          die   Werthe:    —  1,  0, 

T 


3,    8,   ...  (w—  l)s—  1;  und  endlich  hat  —  respective  die  Werthe:  —2, 

fn  _  1\2  _  ^ 

__  |?  0,  f  ,  ...  -  --  ^  -  ;  welches  folgende  Tabelle  giebt. 


Kreise. 

7^ 

^a 

w, 

W4 

m5 

.  .  . 

TO,n 

j>:r  =  q  = 

0 

2 

4 

6 

8 

2(«—  1) 

L:r  = 

1 

2 

5 

10 

17 

(»—  1)3-+4 

c> 

)  3 

in 

(»—  1)3+4 

r.r  — 

a 

f 

2 

1U 

2  ' 

u  :  r  = 

j 

0 

3 

8 

15 

(n-iy-1 

7T     > 

*" 

« 

(n—iy—i 

2 
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Man  sieht  hieraus,  dass  die  vicr  Mittelpuncte 


7?& 


en 


Rechteck  bestimmen,  dessen  Seiten  M2m2  und 
b)  Nimmt  man  R2  gleich  3JS1?  so  1st 


^  sich  verhalten  wie  4:3, 


und 


6 


9 


_ 

r  ~      2      '      r  ~      6 

Hiomach  erhalt  man  fur  eine  Reilie  Kreise  mJ5  m2,  ?w3,  .  .  .  (Fig.  29), 
welche  sich  der  Ordnung  nach  beriihren,  und  yon  denen  der  erste  m:  die 
Axe  M{M2  der  gegebenen  Kreise  beruhrt,  so  dass  also  q  respective  die 
Wertho:  1,  3,  5,  7,  ...  2^—1  hat  (No.  24,  b),  folgende  Tabello: 


&eise. 

m, 

W2 

MI 

W, 

TO6 

?nn 

p:r  =  q  = 

1 

3 

5 

7 

9 

2w—  1 

/  .  /y,  _  

i 

R 

13 

OR 

zt1 

(2w—  1)8+1 

i 

ID 

^JC> 

•dbl 

2 

L:r  = 

* 

1 

1  7 
3 

_2j» 

3 

4  5 
3 

.    .    . 

(2rc—  l)M-{) 
6" 

n 

4. 

19 

94. 

10 

'(2n—  I)8—  1 

\j 

1^ 

^Tt 

~BJ 

2 

TJ  -  »  — 

4- 

0 

.§ 

20 

36 

(2»—  1)'—  9 

_      -3 

T 

3 

a 

6 

c)  Nimmt  man  an,  der  Kreis  Jlfa  gehe,  durch  unendliche  Vergrossorung, 
in  die  gcrade  Linie  AS  (Fig.  30)  (Tangente  des  Krciscs  M{}  fiber,  so  ist 


gleich  oo,  mithin  ir  gleich 


oo- 


gleich  0,  und  dahcr 


I   __  (f  _          L  _ 

—  — -Q-  —  00,       —  _- 


0 


IP 


7? 


Fiir  eine  Boihe  Kreise  m^  w2,  ws,  w4,  ...,    welche   einander  der 
Ordnung  nach  beriihren,  und  von  denen  der  erste  ml  die,  zu  der  Axe  BC 
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senkrecht  stohcndo,  gcradc  Linie  CD  ist,  erhalt  man,  da  q  respective  die, 
Wertho  0,  2,  4,  6,  ...  2(n—l)  hat  (No.  24,  a),  folgende  Tabelle: 


Kreise. 

mi 

m. 

«H 

TO4 

»*5 

m(. 

inK 

p:r  =  q  = 

0 

2 

4 

6 

8 

10 

2(»—  1) 

L:r  = 

1 

2 

5 

10 

17 

26 

0-1)24-1 

U:r  = 

—1 

0 

3 

8 

15 

24 

(n-l)2-l 

*,:,-  = 

0 

1 

4 

9 

16 

25 

(«-l)2 

r> 

Wie  man  sieht  1st  hierbei  die  Reihe  der  Werthe  von  — ^  am  auffallendsten. 

r 

27. 

Es  sei  A  C  (Fig.  31)  irgend  ein  beliebiger  Durchmesser  ernes  dor  bei- 
dcn  gegebenen  Kreise  Af19  J/j,  welche  sich  in  5  beriihren,  z.  B.  des 
Kroiscs  Mr  Den  Winkol  yl^y]^,  welchen  dorselbo  mit  der  Axe  M^ 
hildet,  wollen  wir  durch  a,  und  das  aus  dom  Mittclpunct  1/i  auf  den 
Durchmesser  AC  golallto  Loth  MVE  durch  A  bezeichnen. 

Von  den  Kroisen  m;  w15  von  donen  jeder  die  beiden  gegebenen  Kreise 
heriihrt,  sei  der  lotetoro  ganz  beliebig,  dagogon  liege  der  Mittelpunct  m 
des  erstcren  in  dem  genannten  Durchmesser  ^161  Aus  den  Mittelpuncten 
m,  ml  falle  man  die  Lothe  mP  gleich  p,  m^  gleich  p,  auf  die  Axe 
JI^ACj,  und  ferner  aus  dem  Mittelpunct  Wj  das  Loth  m^  gleich  7^  auf 
den  Durchmesser  AC.  Die'Radien  der  Kreise  M^  i£2,  m,  ml  bezeichnen 
wir,  wie  obon,  durch  jR15  Jf?3,  r,  r1?  und  setzen  zur  Abkurzung: 


R, 


oder    -g-  =  Q,    und    —. 


oder 


so  ist 


~  A/M  —  R9-R,  ^ 

Bozoichnot  man  ferner  die  Winkol  //^m,  und  PjA/X   durch  (3  und  y, 
so  ist,  wie  bokannt: 

sin  [3  =  sin  (a — y)  =  sina.cosy — cos  a.  sin  y, 
oder 


und  folglich: 

(2)  /^  =  PjA/j.sina — w^Pj.cosa. 

Oder  wenn  man  fur  P.M^  und  mll\  nach  No.  26,  woselbst  sie  durch  u 
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und  •»  bezeichnet  sind,  ihre  Werthe  ^—. 1\  und  qj\  setzt,  so  kommt 

r  '  4ir 

($)  h.  =      ••'•  i '  •  ?', .  sina — q,r. .  cosa. 

1  <4-TC  . 

Diese  Gleichung  gilt  fur  jeden  beliebigen  Kreis  wn  wolchor  die  boidcn 
gegebonon  Kreise  M{,  M9  beruhrt.  Fiir  den  Kreis  m  ist  aber  das  Loth 
h  gleich  0,  daher  hat  man: 

Q  =  _J — -71.  sina — </'/i.cosa., 

4ir 

und  mithin: 

g3— 4-jr3       . 

(4)  cosa  =  -^-i *sma, 

x  y  4:Tcq 

wo 

mP         w 

/7       :   ';::   —        JL. 

Wird    clieser  Werth   von  cosa  in    die  Gleichung  (3)   substituirt,    so 
kommt: 

hl          (  q\ — 4icL>  <f — 4ir3  \   . 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  TC.()  statt  sina  (1)  und  </-f-2w  stati  </,, 
wo  w  die  Stellc  anzeigt,  welche  dor  Kreis  mt  nach  dem  Kreise  m  ein- 
nimmt,  so  crhalt  man: 

h 


Bemerkt  man  aber,  dass  nach  No.  26  GL  (3)  die  Linio 

r    und 


-—£ 
also 


sin  a  =  -  rv-  —  p:l  =  gr  :  -±—.  --------  /•  =  - 

mM>       l  L          47r 

und  auch 

sina  =  Tc.Q 
nach  GL  (1),  folglich 


oder 
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so  goht  die  vorliegende  Glcichung  in  folgendo  liber: 
(6)  '  ~i-  =  Q 


das  heisst: 

,,Man  findet  clcn  Quotienten  (/V'O  fiir  irgond  einen  Krois  m^  welcher 
die  beiclon  gegebenen  Kreise  M19  M^  beriihrt,  in  Bezag  auf  den  ange- 
nommenon  Durchinosser  A  Cy  aus  der  Stellenzahl  n  dieses  Kreises  m^  von 

dem  Kreise  m  an  gerechnet,  und  aus  dem  Quotienten  —  +  —  gleich  Q  des 

i 
KreivSes  J/15  in  Bczug  auf  denselben  Durchmesser  AC" 

Liegt  der'  Kreis  m^  auf  der  anderen  Seite  des  Krcisos  m,  wio  z.  B. 
der  Kreis  jj^:  so  ist  n  als  negativ  zu  betrachten,  und  man  hat  fiir  diesen 
Fall: 

(7)  A.  =  Qtf—Zn. 

ri 

Die  beiden  Formeln  (6)  und  (7)  gelten  auf  ganz  gleiche  Wcise,  wenn 
man  anstatt  des  Durchmessers  AC.,  irgond  einen  boliebigen  Durchmesser 
des  Kreises  M^  annimmt;  nur  wiirde  sich  im  letzteren  Fallo  der  Quotient 
Q  auf  den  Kreis  M%  beziohen. 

Der  obige  alte  Satz  (No.  24,  c)  ist  oin  spezieller  Fall  des  vorliegenden 
Satzes  (Gl.  (6)  uncl  (7));  man  erhalt  jenen,  wenn  man  bei  diesem  Q  gleich  0 
sotzt,  d.  h.  wenn  der  angenommene  Durclunesser  AC  mit  der  Axe  Al^L 
zusammenfiiillt. 

Bezeichnet  man  den  Quotienten  -^-  durcli  Q13   und   den  Quotienten 

ri 

Ax:'/'x  eines  Kreises  wx,  welcher  die  (^  —  l)te  Stello  nach  clem  Kreise  m, 
eiunimmt,  clurch  Qx,  so  ist  nach  Gl.  (6): 
Ql  =  Qw8+2«, 

Qx  =  Q(w+^?—  l)a+2(w+^—  1). 
Wird  aus  diesen  beiden  Gleichungen  n  eliminirt,  so  findet  man 

(8)  Qx  =  g(^ 


,,Dicse  Gleichung  lelirt,  wie  man  aus  dem  gegebenen  Quotienten  Ql 
eines  bestimmten  Kreises  m1?  aus  dem  Quotienten  Q  des  gegebenen  Kreises 
J/15  und  aus  der  Zahl  ^  —  1,  welche  anzeigt,  die  wievielte  Stelle  irgend 
cin  bestimmter  Kreis  mx  nach  dem  Kreise  m{  einnimmt,  den  Quotienten 
Qx  des  Kreises  wx,  in  Bezug  auf  den  namlichen  Durchmcsser  A  C,  linden 
kann." 

Setzt  man  x  gleich  2,  so  hat  man: 

(9)     '  Q, 


33Diese  Formel  lehrt,  wie  man  aus  dem  Quotienten  Q  des  gegebenen 
Kreises  M^  in  Bczug  auf  den  Durchmesser  AC,  und  aus  dem  Quotienten 
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Q{  irgend   eines  bestimmten  Kreises  wt,  in  Bezug  auf  denselben  Durch- 
messer,  den  Quotienten  Qa  desjenigen  Kreises  raa,  in  Bezug  auf  den  nam- 
lichen  Durchmesser,  findet,  welcher  sich  dem  Kreise  ml  anschliesst  (cl,  h. 
ihn  beruhrt)." 
Es  sei  z.  B. 

MM  =12    und    0=J^L==24 


so  1st: 


.  =  Q3  =  12  ±  2  1/1+12  724+24 


=  70    oder    =  2. 


Zur  Erlauterung  der  Bedeutung  cler  gofundenen  Formoln  (6),  (7),  (8), 
(9),  wollen  wir  dieselben  noch  auf  einige  bestiminte  Reihen  Kreise  an- 
wenden.  Z.  B. 

a)  Nimmt  man  an,  der  gegebone  Kreis  Jk/j  (Fig.  32)  beriihro  don  gc- 
nannten  angenommenen  Durchmessor  AAf^C,  so  ist  Q  gleicli  1,  und  clahcr 
erhalt  man  fiir  eine  Reihe  Kreise:  ...  fi;p  |i.a,  pp  m,  m^  w,,  w:{,  .  .., 
d.  h.,  fiir  eine  Reiho  Kreise,  welclie  si  eh  zu  beiden  Soiten  dem  obcn  ge- 
nannten  Kreis  m  anschliessen,  und  welclie  einander  der  Ordnung  nach 
boruhren,  folgende  Quotienten  (wenn  man  die  aus  don  Mittolpuncton: 
...  ^  JJLI?  m,  mn  m3,  ...  auf  don  Durclnnesser  ^1  6'  gofallton  Lothc  durch 
die  Radien  ...  pa,  p,,  r,  >>\,  <>\>,  ...  der  respective*!  Kreise  ...  4u,,  p,,,  ?/*, 
mp  m2,  .  .  .  dmdirt): 


Kreise. 

f. 

IS 

IS 

IS 

™, 

»*, 

^ 

«S 

»„ 

h  _ 

r 

..-*, 

3 

0 

—  1 

0 

3 

8 

15 

•'+*• 

b)  Setzt  man  Qgleich2,  so  findet  man  fiir  eine  Reihe  Kreise:  . 
m,  w]5  Ma,  ...  (Fig.  33)  Tolgende  Quotienten: 


Kreise. 

N 

... 

^4 

IS 

h, 

h 

m 

w, 

»^ 

m.( 

•»s 

... 

•/>/„ 

*  = 

2»'-2» 

24 

12 

4 

0 

0 

4 

12 

24 

40 

2-^-h-2w, 

7 

1 

u.  s.  w. 


Es  kann  noch  bemerkt  werdon,  dass  die  Siitze  und  Formoln ,  welche 
wir  bister  in  Bezug  auf  die  beiden  einander  innerlich  boriilirondon  Kreise 
JJ/j,  M2  aufgestellt  haben,  auf  ganz  ahnliche  Woiso  bei  zwei  sich  ausscr- 
lich  beriihrenden  Kreisen  Statt  fluden,  und  dass  sie  ferner  auch  dann  noch 


Eiiiige  geometrisehe  Betrachtungen.  59 


Statt  finden,  wenn  der  eine  Kreis  (A/a),  durch  unendliche  Vergrosserung, 
in  eine  gerade  Linie  iibergeht. 

28. 

Aus  dem  obigen  alten  Satze  (No.  24,  c)  lassen  sich  unter  anderen 
auch  nachstehende  interessante  Folgerungen  ziehen. 

Liegen  die  Mittelpuncte  dreier  beliebigen  Kreise  M19  l/2,  m  (Fig.  34), 
welche  einander,  paarweise  genommen,  in  den  drei  Puncton  B,  A,  C  be- 
ruhren, in  einer  geraden  Linie:  so  ist,  vermoge  des  alten  Satzes,  das  aus 
dem  Mittelpuncte  m1  desjenigen  Kreises  m15  welcher  jene  drei  Kreise  be- 
riihrt,  auf  die  Axe  M^M^m  gefallte  Loth  m^P  gleich  dem  doppelten  Radius 
WjZ*  des  Kreises  m^  Demnach  ist 

PD  =  Dmr 

Es  ist  klar,  dass  dasselbe  Statt  findet,  wenn  man  sich,  anstatt  der 
genannten  Kreise  M^  Jbf2,  m,  mi:  Kugeln  denkt.  Ferner  ist  leicht  zu 
sehen,  dass  jede  Kugel,  welche  die  drei  gegebenen  Kugeln  M19  Jl/3,  m  be- 
riihrt,  wo  sie  sich  auch  beimden  mag,  gleich  der  Kugel  ml  ist;  und  dass 
ferner  der  Ort  des  Mittelpuncts  einer  solchen  Kugel,  welche  die  drei  ge- 
gebenen Kugeln  lfi;  MI,  m  beriihrt,  ein  Kreis  ist,  dessen  Radius  gleich 
Pw1?  und  dass  die  Ebene  dieses  Kreises,  welche  wir  durch  E  bezeichnen 
wollen,  in  dem  Punct  P  zu  der  Axe  M^M^m,  senkrecht  steht.  Denkt  man 
sich  nun  eine  Reihe  Kugeln  m^  m2,  m3,  .  .  .,  welche  einander  der  Ordnung 
nach  beruhren,  und  von  denen  jede  die  drei  gegebenen  Kugeln  Mi:  M^, 
m  beriihrt:  so  folgt  offenbar,  da  PD  gleich  mj),  dass  die  genannte  Ebene 
E  mit-jenen  Kugeln  (wn  w2,  m3,  ...)  eine  Durchschnittsfigur  bildet, 
welche  der  Fig.  35  gleich  ist.  Nun  ist  aber  leicht  zu  sehen,  dass  man 
urn  einen  bestimmten  Kreis  P  (Fig.  35)  gerade  sechs  Kreise  m17  m3,  w,, 
m4,  m5,  w6,  von  denen  jeder  dem  Kreise  P  gleich  ist  (PD  gleich  Dm^ 
so  herumlegen  kann,  dass  jeder  den  Kreis  P  beriihrt,  und  dass  sie  ein- 
ander der  Reihe  nach  beruhren.  Daraus  folgt  nachstehender  Satz: 

,,Bertihren  irgend  drei  beliebige  Kugeln  M^  M^  m  (Fig.  34),  deren 
Mittelpuncte  in  einer  geraden  Linie  liegen,  einander,  paarweise  genommen, 
in  den  drei  Puncten  B,  A,  C:  so  konnen  in  clem  Raume,  welcher  zwischen 
den  drei  Kugelflachen  liegt,  sechs  gleiche  Kugeln  m^  m2,  m3,  m^  ws,  m6 
besclirieben  werden,  welche  einander  der  Reihe  nach  beruhren  (die  Kugel 
me  beriihrt  die  Kugel  mx),  und  von  denen  jede  die  drei  gegebenen  Kugeln 
MU  M^  m  beriihrt." 

Mittelst  eines  bestimmten  Satzes  bei  Kugeln,  welcher  einem  Satze  bei 
Kreisen  (No.  22)  analog  ist,  folgt  aus  dem  Vorliegenden  leicht  nachstehen- 
der sehr  merkwurdiger  Satz: 

,,Wenn  irgend  drei  beliebige  Kugeln  einander  beruhren  und 
man  beschreibt  fcine  Reihe  Kugeln  m^  w2,  m3,  ,  .  .,  welche 
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dor  dor  Ordnung  nacli  beruhren,  und  von  dcnen  jede  jeno  droi 
Kugeln  beriihrt:  so  schliesst  sich  immer  die  sechste  Kugel  dicscr 
Reihe,  wo  man  aucli  immerhin  die  erste  annehmen  mag,  geradc 
andieerste  an.  Und  ferner  liegen  die  Mittelpuncte  clieser  Rcilic 
Kugeln  immer  in  einer  und  derselben  Ebene,  und  zwar  in  einer 
und  derselben  Curve  zweiten  Grades." 

Zum  Beispiel:  ,,Wenn  die  drei  gegebenen  Kugeln  M^  M.^  p  (Fig.  34) 
oinander,  paanveise  genommen,  beruhren:  so  kann  in  clem  Raume,  welcher 
zwischen  diesen  drei  Kugelflachen  liegt,  eine  Reilie  von  sechs  Kugeln  JJLI? 
(jL25  |x3,  fj.4,  jjt5,  jji6,  wo  man  auch  die  erste  Kugel,  oder  das  Anfangsglied 
dicser  Reilie  annehmen  mag,  so  beschrieben  wordeu,  dass  sic  cinandcr 
cler  Ordnung  nach  beriiliren,  und  dass  jeclc  die  drei  gegebenen  Kugeln  be- 
riihrt;  und  die  Mittelpuncte  dieser  sechs  Kugeln  liegen  in  einer  bestimmten 
Ellipse." 

TJntor  anderen  Merrier  gehorigen  speziellen  Fallen  erwahnen  wir  nur 
folgenden: 

,5Wenn  drei  gleiche  Kugeln  einander,  paarweise  genommen,  (ausscr- 
lieh)  beruhren :%  so  giebt  OR  zwei  bestimmte,  mit  einander  parallole  Ebenen 
Ay  By  von  clenen  jecle  die  drei  gegebenen  Kugeln  beriihrt.  Und  beschroibt 
man  in  dem  Raurn,  welcher  sich  zwischen  den  drei  Kugeln  bofindct,  cine 
Rcihe  Kugeln, 'vow  denen  die  erste  die  Ebene  A  und  die  drei  gegebenen 
Kugeln,  und  claim  jecle  folgende  die  vorhcrgehende  and  die  drei  gegebenen 
Kugeln  beriihrt:  so  wircl  die  vierte  Kugel  dieser  Reilie  gorade  die  andere 
Ebene  B  beriiliren. " 

Namlich  die  beiden  Ebonon  A,  B  mid  als  zwei  unendlich  grosse 
Kugeln  zu  betrachten,  welche  einander  beriiliren  (da  sie  parallel  sind),  und 
welche  also,  da  sie  ebenfalls  die  drei  gegebenen  Kugeln  beriiliren,  in  der 
genannten  Reihe  Kugeln,  die  Stelle  der  fiinften  und  sechsten  Kugel  vor- 
treten. 

29. 

Durch  Htilfe  des  alten  Satzes  kann  ferner  auch  der  Radius  dcsjenigen 
Kreiscs,  welcher  drei  gegebene,  einander  bcriihrondo  Kreise  beriihrt,  aus 
den  Raclien  clieser  Kreise  leicht  gefunden  werclen. 

Es  scien  die  drei  Kreise  Jl/n  Jl/2,  Ms  (Fig.  36),   welche  oiimndor  be- 
riiliren,   gegeben.     Der  Kreis   m   bcriihre  sie  ausserlich  und  der  Krcis  M 
einschliessend.     Die  Radien  der  funf  Kreise  1/1?   M,,   A/,,   M,  w,  sullen* 
respective  durch  J?15  R^  J?3,  R,  r  bezeichnet  werdon. 

Fallt  man  aus  den  Mittolpuncton  M^  m  auf  die  Axe  M2MM  die  Lotho 
MlBl  gleich  Aj  und  mnl  gleich  p^  so  ist  nach  (No.  24,  c): 
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woraus  folgt: 

£L  =  _L+2r. 

h,  jti.  fy. 

Da  ,man  eine  ahnliche  Gleichung  erhalt,  wenn  man  aus  den  Mittel- 
puncten  M.2  und  m  auf  die  Axe  A^M.^  odor  aus  den  Mittelpuncten  Ms 
und  m  auf  die  Axe  M^M^  Lothe  fallt,  so  hat  man  zusamrnengenomnien 
folgende  drei  Gleichungen: 

h'i    ~~~  Ri        \  ' 

IT  ~~  ~R,        h.  ' 
welche  ad  dirt, 

^+i;H~t;"  ^ 

geben.  Der  erste  Theil  dieser  Gleichung  ist  aber  nach  einem  bekannten 
Satze  gleich  1;  namlich:  ,,Wenn  man  die  aus  einem  beliebigen  Punct  m 
auf  die  Seiten  eines  Dreiecks  M^l^M^  gefallten  Lothe  p^  |^5  p;),  durch 
die  correspondirenden  Hohen  A1?  /Aa,  45  des  Dreiocks  diviclirt:  so  ist  die 
Suinme  der  drei  Quotienten  allemal  gleich  1."  Die  vorliegende  Gleichung 
gelit  demnach  in  folgende  iiber: 

T  =  i"|-l+R-+T-  +  T-|-|- 

Bemerkt  man  ferner,  dass  die  Hohe  eines  Dreiecks  durch  die  Seiten 
desselbcn  ausgedriickt  werden  kann,  und  dass  die  Seiten  des  Dreiecks 
M^I^M.^  ihrer  Grosse  nach  ^-f-^;  72.,+jR.,;  J?3H-jR,  sind:  so  hat 
man  z.  B. 


Werden  diese  Werthe  fiir  A15  A2,  A3  in  die  obige  Gleichung  substituirt,  so 
erhalt  man  nach  gehoriger  Reduction  folgende  Gleichung: 


Diese  Gleichung  lehrt,  wie  man  den  Radius  r  desjenigen  Kreises  m,  welcher 
drei  gegebene,  einander  ausserlich  berutoende  Kreise  M^  Mv  M^  ausser- 
lich  beriihrt,  aus  den  Radien  R^  R^  R^  der  letzteren  Kreise  findet. 
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Fur  den  Kreis  M,  welcher  die  drei  gegebenen  Kreise  einschliessend 
beriihrt,  hat  man  auf  ahnliche  Weise,  wenn  man  die  aus  dem  Mittclpunot 
Mdossclben  auf  die  Axen  M, M^  MSM^  M^  gefallten  Lothe  MN,,  MN^ 
MN3  durch  P1?  P3,  P3  bezeichnet,  folgende  Gleiclmngen  (Zus.  z.  No.  24,  c): 


r>      i  7~> 

ja3  A 

odor : 

P,    _    2R        R 


P,  2R        R 


h>  A,        R, 

7>  OP  7? 

Jr. ,t  &  -ft  It 


A,    ~     A,         jR, 

•"»  if  .i 

Die  Summe  dieser  drei  Gleichungen  ist: 

P  P  P  /  9  9  9 

2  1         I        -^2        ,        -^       _    jg  [     ^         i        ^         .      _~ 

A,         7^2         7i3  \  7ij        7i2        \ 

Bemerkt  man,  dass  der  erste  Theil  dieser  Gleichung  nach  dem  oben 
erwahnten  Satze  gleich  1  ist,  und  setzt  statt  der  Grossen  7^  ,  It,,.  As 
(Hohen  des  Dreiecks  M1M3M3)  ihre  oben  angegebenen  Worthe:  so  crha-lt 
man,  nach  gehoriger  Reduction,  folgende  Gleichung: 

1  111 


\"J  ft     —  /? 

-ft  -ftj 

welche  lehrt,  wie  man  den  Radius  R  desjenigen  Kreises  M,  welcher  die 
drei  gegebenen,  sich  beriihrenden  Kreise  lfp  M^  MA  einschliessend  be- 
riihrt, aus  den  Radien  jR19  J?a,  Rs  der  letzteren  Kreise  findet. 

Durch  Verbindung  der  Gleichungen  (1)  und  (2)   erhalt  man   z.  B. 
folgende  Gleichungen: 

11  /Z?iZ?ilO>  /       "t  "1  1 

1  .  -,/  jTt.— h-jfv0— r"/v»  .1          1  '  ' 

w  -H-^=4y  'pp-p  1=4y-p-j 


-ft  '  jrt./t.jjTtg  '  jftt)jlt3  jftjXtg  -ftj/t.) 

!_ 1_  _1  J5_  _2_    "_2_ 

r>  E)      ""'  T>         1        r>      7 

7  jft  Xtj  jft.j  jft3 

1     _         1  11  '.R1+JR9+JR, 


/VN          A       A  _ * x       |    O     -i^-r-^fs    r^^3 

ITy       ~Tp~ Pa  »2  ~--f-~^  __^_^       .      ^       u>  h<   w> 

V-a  /Cj          jrt2          jfC3  jrt1jrtlirt3 

Geht  einer  der  gegebenen  Kreise,  z.  B.  der  Kreis  J^,  in  eine  gerade 
Linie  iiber,  so  ist  R3  gleich  oo,  und  daher  gehen  die  Gleichungen  (1) 
und  (2)  in  folgende  iiber: 

(3)  —  =         1     .     1     ,  « ./     1 

v   -/  /r 

A  =  - 
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,,Diese  Gleichungen  lehren,  wie  der  Radius  (r  oder  R)  ernes  Kreises 
(m  oder  Af),  welcher  zwei  sich  ausserlich  beruhrende  Kreise  J/1?  M2  mid 
deren  gemeinschaftliche  Tangente  beriihrt,  aus  den  Eadien  der  beiden 
lotzteren  Kreise  gefunden  wird." 

Nimmt  man  an,  die  drei  gegebenen  Kreise  M^  J/2,  Mz  seien  ein- 
ander  gleich,  so  dass  R1  gleich  J?.,  gleich  J23,  so  gehen  die  Gleichungen 
(1)  mid  (2)  in  folgende  fiber: 

„,  1        3+21/3        ,  1         D 

(5)  —  =  —  ^^-^  —    oder    »»  =  -  F^'-R,, 
vy  ^  A  -3+21/3      " 

(6)  l=^iji]^    oder    5  =  -  —,=  •&„ 
w              ^  B,  —3+21/3 

woraus  folgt: 

(7)  -i-.B  =  j-jej. 

1st  terner  jR3  gleich  co  und  R^  gleich  jR3,  so  iblgt  aus  (1): 
L=_A.     Oder    -A.  =  4 

'/'  J?j  V 

welches  mit  (No.  26,  c)  ubereinstimmt. 

Um  die  Symmetric  zwischen  den  vier  Grossen  r,  R^  jR3,  jR3,  welche 
in  der  Gleichung  (1)  vorkommen,  leichter  ubersehen  zu  konnen,  setzen  wir 


so  dass  nach  Gleichung  (1): 

2  = 
Daraus  folgt: 


oder  nach  gehoriger  Rechnung 
(8)      28+2J+jJ+?j_  2(j?l+?ja+j'ffa+j12a+?1j8+jaft)  =  0. 


Sctzt  man  ferner  -K-  gleich  Q,  so  findet  man  auf  almliche  Weise  aus 
/I 

der  Gleichung  (2)  die  folgende: 
(9) 


30. 

Es  lassen  sich  noch  eine  grosse  Menge  Betrachtungen-  an  die  obigen 
anschliewsen.  Wir  wolldn  unter  anderen  noch  folgende  hinzufugen; 

A.  Sind  drei  beliebige  Kreise  My  M^  M2  (Fig.  37),  die  einander 
paarweise  genommen  in  den  Puncten  B,  C,  A  beruhren,  und  deren  Mittel- 
puncte  in  einer  geraden  Linie  liegen,  der  Grosse  uncl  Lage  nach  gegeben: 


p,  rt'oomotrischc  Bctrachtun^eu. 

so   kann,  wie  aus   dem   alt  en  Satze  (No.  24)  folgt,    derjenige  Kreis  p,, 
welcher  jene  drei  Kreise  beruhrt,  leicht  gefunden  werden,  wie  folgt: 

,,Man  errichte  aus  den  Mittelpuncton  My  Ml  die  beiden  geraden  Linien 
MG  und  NJL  senkrecht  zu  der  Axe  M^M,  nehme  MG  gleich  AC 
gleich  2-B,  MJf  gleich  BC  gleich  2J?17  und  ziehe  die  geraden  Linien  BG 
und  Ally  so  schneiden  sich  dicse  im  Mittelpunct  \L  cles  gesuchten  Kreises 

jx  (No.  24,  E)," 

B.  Jeder  von  den  beliebigen  Kreisen  m,  -m^  m.,  beriihre  .die  beiden 
gegebenen  Kreise  Miy  M^  die  geraden  Linien  MDy  mP,  w^,  f^J\ 
seien  zu  der  Axe  M^  senkrecht,  und  cbenso  die  gerade  Liuie  BJiy 
welche  die  gegebenen  Kreise  1/i,  M2  in  B  beruhrt :  cndlich  sollcn  die 
Radien  der  Kreise  My  m,  m:,  m2  respective  durch  R9  r,  rn  </'3  bezeichnet 
werden. 

Da  die  Kreise  My  in,  m^  ms  die  Linie  dor  gleichen  Potenzen  BB{ 
der  beiden  gegebenen  Kreise  Ms,  M^  gomeinschaftlich  zur  Aehnliclikeits- 
linie  haben  (No.  13),  d.  h.,  da  die  Parallclen  aus  den  Mittelpuncton  M,  -m-y 
m^  w0  nach  der  Linie  BB1  sich  wie  die  Radien  der  respective^  K poise 
My  my'm^  my  verhalten,  so  hat  man  (wie  No.  24,  B,  (3): 

,  ,  BM  BP  _  BPl  BP.L 

(a)  —R"--—r~-     r,      -""/" 

Zioht  man  aus  B  durch  die  Mittelpuncte  m}  m^  '///-,  die  gentden 
Linien  BmDy  Bw^D^  /?^D,,  so  folgt  ferner,  weil  die  geraden  Linion 
MD.>,  PE»,  P^F^  PJJW.J  parallcJ  sind,  class: 


R 

Ebon  so  1st: 

MN 


und  mithin,  wenn  MN  gleich  R,  auch: 

(d)  Pn  =  r; 

Ferner  ist: 


Nimmt  man  an,  dass  die  Kreise  w-n  m2  einander  beriihren,    so   ist 
m^  gleich  a**,  (No.  24,  E.),  folglich  ist  in  diesom  Fall; 

(f)  ^  mi^  =  2^;    E&  =  Zr;    D,D,  =  2R. 

Zieht  man  aus  B  durch  den  Beriihrungspunct  b  der  beiden  Kreise  VM,,  v//, 
die  gerade  Linie  Bbf^sl^  so  ist  ferner  (No.  24,  E.): 

(g)  ^/;-/2^=V;     -&>2  =  ^  =  r;     D^  =  J,l),  =  Ti. 
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Aus  dcm  Yorliegenden  folgt  unter  anderem  Nachstehendes: 

a)  Weim  der  Quotient*)  eines  unbekannten  Kreises  ml  in  Bezug  auf 
die  Axe  M1M2  gegeben  1st,  so  fmdet  man  nach  (b)  eine  gerade  Linie 
BE1D1J  in  welcher  der  Mittelpunct  des  unbekannten  Kreises  liegt.  1st 
namlich  der  gegebene  Quotient  gleich  #15  so  nehme  man  MDl  gleich  q1.R 
und  ziehe  die  Linie  BDt,  oder  man  nehme,  wenn  der  Kreis  m  gegeben 
ist,  PE±  gleich  qrr  und  ziehe  die  Linie  BE^  so  liegt  in  dieser  Linie 
(jB^DJ  der  Mittelpunct  m1  des  gesuchten  Kreises  mr 

p)  Nimmt  man  in  der  Linie  Pm  irgend  zwei  Puncte  E^  E2  so  an, 
dass  E^E2  gleich  2r  ist,  und  zieht  die  geraden  Linien  BEi:  BE^  so  liegen 
in  diesen  beiden  Linien  die  Mittelpuncte  mu  m2  zweier  bestimmten  Kreise 
w15  m2,  die  sich  und  die  beiden  gegebenen  Kreise  M^  M2  beriihren,  und 
zwar  geht  die  gerade  Linie  Be^  wenn  e2  die  Mitte  der  Linie  E^  ist  (g), 
durch  den  Beriihrungspunct  b  jener  beiden  Kreise-  w1?  my  Ein  Gleiclies 
findet  Statt,  wenn  man  anstatt  in  der  Linie  Pm  in  der  Linie  MD  zwei 
Puncte  mit  passendem  Abstande  von  einander  annimmt.  Hiernach  ist 
leicht  eine  Eeihe  Kreise  mn  m3,  m3,  m^  . . .  zu  beschreiben,  welche  ein- 
ander der  Ordnung  nach  beriihren,  und  von  denen  jeder  die  beiden  gege- 
benen Kreise  Jfl5  M9  beruhrt. 

C.  Legt  man  in  den  Endpuncten  des  Durchmessers  AB  eines  gege- 
benen Kreises  M  (Fig.  38)  die  Tangenten  AD  und  BC  an  den  Kreis,  zieht 
durcli  einen  willkiirlichen  Peripheriepunct  E  die  beiden  geraden  Linien 
AEG  und  BED,  und  legt  in  dem  Punct  E  die  Tangente  FEG-  an  den 
Kreis,  so  ist  das  Dreieck  BEG  bei  E  rechtwinklig,  und  die  Tangenten 
GB  und  G-E  sind  einander  gleich;  folglich  ist  auch 

GE=GB=GC. 
Eben  so  ist 

FA  =  FD. 
Das  heisst: 

,,Legt  man  an  einen  gegebenen  Kreis  M  zwei  parallele  Tangenten  AD 
und  BCy  die  den  Kreis  in  A  und  B  bertihren,  zieht  z.  B.  aus  dem  Be- 
riihrungspunct A  eine  beliebige  gerade  Linie  AC,  welche  den  Kreis  in  E 
schneidet,  und  legt  in  diesena  Durchschnittspuncte  eine  Tangente  FEGr  an 
den  Kreis,  so  halbirt  diese  letztere  Tangente  die  Tangente  BC  in  <?." 

Da  ferner  die  beiden  rechtwinkligen  Dreiecke  ABC  und  DAB  ahn- 
lich  sind,  so  ist 

ADxBC  =  ABxAB, 
das  heisst: 


*)  Zur  Abkiirzung  nehmen  wir  von  nun  an  den  Ausdruck:  ,,Quotient  eines  Kreises 
in  Bezug  auf  eine  gerade  Linie,"  in  dem  besehrankteren  Sinne  als  ,,das  aus  dem  Mittel- 
punct des  Kreises  auf  die  gerade  Linie  gefiillte  Loth,  dividirt  durch  den  Radius  des  Kreises." 

Steiner's  Werkc.    I.  5 
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,,Legt  man  in  den  Endpuncten  eines  Durchmessers  AB  eines  gege- 
benen  Kreises  M  zwei  Tangenten  an  den  Kreis,  und  zieht  aus  denselben 
Puncten  A,  B  durch  einen  beliebigen  Periplieriepunct  E  des  Kreises  zwei 
gerade  Linien  A  EC,  BED,  so  1st  das  Rechteck  aus  den  Stiicken  K(>, 
AD,  welche  die  letzteren  beiden  Linien  von.  jenen  Tangenten  absctmeiden, 
gleich  dem  Quadrate  des  Durchmessers  AB  des  Kreises." 

Da  aber,  wie  vorhin  bemerkt  worden,  BG  gleich  GC  und  AF  gleich 
FD  ist,  so  1st,  wenn  man  den  Radius  des  Kreises  durch  R  "bezeichnet, 


das  heisst: 

,,Legt  man  an  einen  gegebenen  Kreis  M  zwei  parallele  Tangenten  B  <?, 
AF  und  eine  beliebige  Tangente  G-EF,  so  schneidet  die  letztere  von  den 
beiden  ersteren  zwei  Stiicke  BG,  AF  ab,  deren  Rechteck  dem  Quadrate  des 
Halbmessers  des  Kreises  gleich  ist*)." 


*)  Bei  einer  anderen  Gelegenheit  werden  wir  zeigen,  dass  die  hier  (G.)  voin  Kroise 
bewiesenen  bekamiten  Satze  auf  analoge  "Weise  bei  jeder  anderen  Curve  zweiten  Grades 
Statt  finden,  so  dass  folgende  allgemeinere  Satze  gelten: 

1)  ,,Legt  man  zwei  beliebige  parallele  Tangenten  AD  und  BC  an  irgend  eine  ge- 
gebene  Curve  zweiten  Grades,  welche  diese  Curve  in  den  Puncten  A  und  B  beruhren, 
zieht  z.  B.  aus  dem  Punct  A  die  gerade  Linio  A  EC,  welche  die  Curve  in  E  schneidet 
und  die  Tangente  B  C  in  C  begrenzt,  und  legt  in  dem  Pnncte  E  cine  tlrittc  Tango  uto 
GEF  an  die  Curve,  so  halhirt  diese  letztere  Tangente  die  Tangente  BG  in  £?." 

Hieraus  ergiebt  sich  also,  wie  leicht  einzusehen  ist,  ein  sehr  einfaelics  Verfahreii, 
in  emem  gegebenen  Puncte  E  an  irgend  eiiie  Curve  zweiten  Grades  eiiie  Tangente  zu 
legen,  wenn  nnr  eine  der  beiden  Axen  derselben  gegcben  ist.  Z.  B.  es  soi  (Fi»-.  41) 
AB  eine  Axe  irgend  einer  Curve  zweiten  Grades,  und  R  sei  irgend  ein  gegelxnier 
Peripheriepunct,  in  welchem  eine  Tangeute  an  diese  Curve  gelegt  werden  soil,  so  orrichte 
man  im  Endpnncte  B  die  gerade  Linio  BC  senkrecht  zur  Axe  AB^  zioho  die  gerade 
AE,  welche  jenen  Perpendikel  in  C  trifft,  und  halbire  den  Abschnitt  BC  in  07  so  ist 
die  gerade  Linie  G E  die  gesuchte  Tangente. 

2)  ,,Lcgt  man  an  irgend  eine  gegebene  Curve  zweiten  Grades  zwei  beliebige  parallele 
Tangente  BG,  AFnnd  eine  dritte  willkurliche  Tangente  GEF,  so  schneidet  die  lefzfere  von 
den  beidon  ersteren  zwei  Stu'cke  B  G  und  AF  ab,  deren  Rechteck  dem  Quadrat  desjcnigeii 
Halbmessers  der  Curve  gleich  ist,  welcher  mit  den  beiden  ersteren  Tangenteu  parallel  ist." 

Aus  (1)  folgt  ferner: 

3)  ,,Denkt  man  sich  beliebig  viele  Curvon  zweiton  Grades,  von  denon  jede  zwt»i 
gegebene  Parallelen  AD  und  BC  in  denselben  Puncten  A  und  B  boruhrt,  zieht  at  is  A 
irgend   eine  Linie  AC,  welche  die  Curven  respective  in  den  Puncten  $,  Ev,  Al,  ... 
schneidet,   und  legt  in  diesen  Puncten  $,  E{,  JSJ2,  ...  Tangenten  an  die  Curven,  so 
sctmeiden  allo  diese  Tangenten  einander  in  der  Mitte  G  der  Tangente  B  C.'   Und  urn- 
gekehrt:  Legt  man  aus  irgend  emem  Puncte  G  der  Tangente  BC  an  jene  Curvon  Tan- 
genten, so  liegen  die  Bemhrungspuncte  E,  El,  £^  ...  aller  dieser  Tangenten  mit  dem 
Punct  A  zusammen  in  einer  geraden  Linie." 

Aus  diesem  Satze  (3)  folgert  man  leicht  den  nachstehenden: 

4)  ,,Denkt   man  sich  anstatt  der  Curve  M  (Pig.  38)  irgend  eine  beliebige  FIfiche 
zweiten  Grades,  -anstatt  der  Tangente  BC  eine  Ebene,  welche  jene  ?luche  in  B  boruhrt. 
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D.  Es  seien  die  beiden  Kreise  M^  M2  (Fig.  39),  die  einander  in  B 
beruhren,  gegeben.  Ein  beliebiger  Kreis  m  beriihre  die  gegebenen  in  den 
Puncten  d,  c  und  der  Kreis  M,  dessen  Mittelpunct  in  der  Axe  M^M2  liegt,  be- 
riilire  dieselben  in  den  Puncten  D,  C,  und  endlich  beriihre  die  gerade  Linie 
AB  dieselben  in  dem  Puncte  B.  Aus  dem  Friiheren  folgt,  dass  die  drei 
geraden  Linien  Mm,  Del,  Cc  einander  in  einem  bostimmten  Puncte  A  schnei- 
den,  welch er  in  der  Linie  BA  (als  Linie  der  gleichen  Potenzen  der  ge- 
gebenen Kreise  M^  M%)  liegt,  und  welcher  der  aussere  Aehnlichkeitspunct 
der  beiden  Kreise  M,  m  ist  (No.  8,  No.  13).  Ferner  folgt,  dass  sowohl 
die  Puncte  D  und  d  als  auch  C  und  c  in  Bezug  auf  den  Aehnlichkeits- 
punct A  potenzhaltend  sind  (No.  21),  so  dass  also 

AdxAD  =  AcxAC, 

und  dass  folglich  die  vier  Puncte  D,  C,  c,  d  in  der  Peripherie  eines  be- 
stimmten  Kreises  \L  liegen. 

Legt  man  an  den  Kreis  M2  in  dem  Puncte  d  die  Tangente  Gfd,  so 
halbirt  diese  Tangente  AB  in  Gf  (C.);  und  aus  gleichen  Griinden  geht  die 
Tangente  G-c,  welche  man  im  Puncte  c  an  den  Kreis  Ml  legt,  durch  die 
Mitte  G-  der  Tangente  AB.  Da  die  beiden  Tangenten  G-d  und  G-c  zu- 
gleich  den  Kreis  m  beriihren,  so  steht  die  gerade  Linie  Grm  auf  der  Sehne 
dc  senkrecht  und  halbirt  sie,  und  da  die  Kreise  m  und  \i  diese  Sehne 
gemein  haben,  so  liegen  die  drei  Puncte  G-,  m,  [x  in  einer  geraden  Linie. 

Zieht  man  ferner  noch  die  geraden  Linien  Bm N  und  M^N9  so  folgt, 
da  B  G-  gleich  G-A,  die  beiden  Linien  M\L  und  B  A  parallel  sind,  und  die 
drei  Linien  BN,  <?[x,  AM  einander  in  einem  und  demselben  Puncte  m 
schneiden,  dass 


ist. 

Bemerkt  man,  dass,  wenn  R,  r  die  Radien  der  Kreise  M,  m  bezeichnen, 
und  mP  mit  NM  parallel,  mithin  senkrecht  zu  der  Axe  M^M^  ist,  dass 
dann  (B,  b): 

NM  _   mP   _ 
R     ~      r      ~q> 


und  anstatt  des  Punctes  G  irgend  eine  in  der  Ebene  EG  liegende  gerade  Linie,  und 
zioht  alsdann  irgend  eine  gerade  Linio  GEH^  welche  die  Linie  G  und  den  Durchmesser 
BA  der  FEche  schnoidet  und  zugloich  die  Flucho  in  E  beruhrt,  so  ist  der  Ort  des 
Beriihrungspunctes  E  eine  ebene  Curve  (zweiten  Grades),  und  die  Ebene  (EA)  dieser 
Curve  geht  durch  den  Punct  A  und  vSehneidet  die  Ebene  B  C  in  einer  bestimmten  gera- 
den Linie  C,  welche  mit  der  Linie  G  parallel  ist,  und  welche  doppelt  so  weit  von  dem 
Piincte  B  entfernt  ist  als  die  Linie  6?."  U.  s.  w. 

"Wir  bemerken  nur  noch,  dass  man  attf  dieselbe  einfache  Weise  in  irgend  einem 
gegebenen  Puncte  E  an  irgend  eine  beliebige  Fliiche  zweiten  Grades  eine  Beruhrungs- 
ebene  legen  kann,  sobald  irgend  zwei  von  den  drei  Axen  der  Fliiche  gegeben  sind,  wie 
wir  solches  fur  den  analogen  Fall  bei  Curven  zweiten  Grades  so  eben  gezeigt  haben. 
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SO  1st 


und  folglich 

Mp 
Hiernach  kann  also  die  folgende  Aufgabe  sehr  leiclit  gelost  werden. 

A  u  f  g  a  b  e. 

,,Einen  Kreis  m  zu  beschreiben,  welcher  zwci  gegebene,  oinandcr  in 
B  beruhrende  Kreise  Miy  M2  beriihrt,  mid  dessen  Quotient  in  Bezug  auf 
die  Axe  M^M,  (d.  li.  das  Verhaltniss  des  aus  seinem  Mittelpuncte  m  auf 
die  Axe  M^M2  gefallton  Lottos  mP  zu  seinem  Eadius)  gegebcn  ist." 


Auflosung. 
Es  sei  der  gegebene  Quotient  —  —  gleich  q.    Man  crrichto  aus  der 

Mitte  M  der  Linie  CD  die  zu  der  Axe  M^CD  scnkrechte  Linio  M^ 
nenme  M\i  gleich  %q.MD  gleich  $q.R,  und  ziche  hicrauf  urn  den  Punct  p, 
einen  Kreis  p,  welcher  durch  die  Puncte  D,  C  gelit,  so  schneidct  der- 
selbe  die  gegebenen  Kroiso  M19  l/2  ausserdom  noch  in  denjonigen  beidcn 
Puncten  c,  d,  in  welchen  sie  von  dem  geaucliton  Kroise  m  boriilirt  wordon, 
so  dass  also  die  geraden  Linien  M^cl  und  M^  oinandor  im  Mittolpuuctc  M 
des  gesuchten  Kreisos  schneiden. 

Ferner  ergiebt  sicli  aus  dcm  Obigen  ein  sehr  oinlachos  Vorfahron, 
eine  Reihe  Kreise  m,  mi;  ma?  ...  zu  beschreiben,  von  denen  jeder  die 
beiden  gegebenen  Kreise  ^/l/2  beriihrt,  und  welche  einander  der  Ord- 
nung  nach  beruhren.  Donn  da  von  den  Quotienten  q,  qiy  ^35  .  .  .,  welche 
dieser  Reihe  Kreise  in  Bezug  auf  die  Axe  M^  respective  zugohorcn, 
jeder  folgende  urn  zwei  grosser  ist  als  der  vorhergehende  (No.  24,  c),  HO 
stehen  die  Mittelpuncte  p,,  p,15  p,a,  ...  der  Kreise  jx,  }i15  fts,  ...  urn  den 
Radius  MD  gleich  R  von  einander  ab,  weil  z.  B. 


$q.R    und    Mft=*$q]L.R  = 
mithin 


5,Um  also  die  genannte  Reihe  Kreise  zu  construiren  nehme  man  die 
Puncte  p,  fi,a,  fji2,  ...  so  an,  dass 


und  ziehe  mn  diese  Puncte  Kreise  p^  fa,  fi2,  -  -  .,  von  denon  jeder  durch 
die  beiden  Puncte  D,  C  geht,  so  schneidet  der  erste  dieser  Kreise  (lie 
gegebenen  Kreise  M19  M%  in  den  Puncten  c7  d?  in  welchen  dieselben  von 
dem  Kreise  m  beriihrt  werden;  der  zweite  Kreis  ^  schneidet  die  gogo- 
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benen  in  den  Puncten  cl  ,  d^  in  welchen  dieselben  von  dem  zweiten 
Kreise  ml  der  gcnannten  Reihe  Kreise  beruhrt  werden;  u.  s.  w." 

E.  Logt  man  in  dem  Puncte  D  die  Tangente  DF  an  den  Kreis  Jkf3, 
so  ist  Iciclit  oinzusohen,  dass  die  Mittelpuncte  Jf2,  jx  der  beiden  Kreise 
j^X,  [x,  welche  einander  in  den  Puncten  D,  d  schneiden,  mit  dem  Punct 
Fy  in  welchem  die  in  den  Puncten  D,  d  an  den  Kreis  M2  gelegten  Tan- 
genten  DFy  dF  einander  schneiden,  in  einer  geraden  Linie  M^F  liegen. 
Eben  so  liegen  die  drei  Puncte  M^  p,l3  F^  so  wie  auch  l/3,  fj,3,  JP,  u.  s.  w., 
in  geraden  Linien  M^F^  M2\L.2F27  ...,  wenn  namlich.  der  Kreis  ^  den 
Kreis  M.^  in  demselben  Puncte  dL  schneidet,  in  welchem  derselbe  von  der 
Tangente  F^  beriilirt  wird;  u.  s.  w.  Legt  man  ferner  in  den  Puncten  C 
und  Cj  cv  ca,  .  .  .,  in  welclien  der  Kreis  Ml  von  den  Kroisen  [x,  jjtn  [Ji3,  ... 
geschnitten  wird,  Tangenten  CE,  cE,  cJE^  <?gjB9,  ...  an  den  Kreis  Miy 
so  liegen  aus  gleiclieu  Griinden  sowohl  die  drei  Puncte  M^  E,  jj.,  als  auch 
Mv,  EV  (A!  u.  s.  w.  in  geraden  Linien. 

Nun  sind  die  Abstande  der  Mittelpuncte  JJL,  [Jt17  [x3,  ..,,  wenn  sie  sich 
auf  cine  Reihc  an  einander  sich  anschliessender  Kreise  my  m1?  m2,  ... 
beziehen,  oinander  gloich  (D.),  d.  h.5  es  ist 


demnach  ist  auch,  da  die  Linien  jJ/ji,  DF  und  CjEJ  parallel  sind, 

(a) 
und 

(b)  ' 

Und  ferner  ist 


oder  wenn  man  die  Radien  der  Kreise  M^  M2  durch  jR15  ,Ra   bezeichnet 
und  bemerkt,  class 

MJ)  =  R,,    Al^AJ=Rl     und    wl=R  =  MD  =  R9—R1, 

so  hat  man 

R.-.R,  =  R.,-Rt:FF1, 

und  folglich 

(c)  FF,  =  A(^_^> 

•^1 

Aus  ahulichen  Griinden  ist 

(d)  EE,  =  A^-JJJ. 

^2 

Der  Sinn  der  Satze  (a,  h,  c,  <i),  in  Worten  ausgesprochen,  ist  folgender: 

,,Beschreibt  man  cine  Reihe  Kreise  m,  m^  m35  .  .  .,  von  denen  jeder 

zwci  gegebene,    einander  in  B  beruhrencle  Kreise  Jkfn    M%  beriihrt"?   uad 
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wolche  einander  der  Ordnung  nach  beruhren,  und  legt  man  in  den  Puncten 
dy  d^  da,  ...,  in  welchen  dieselben  den  Kreis  M3  beruhren,  Tangenten 
dF9  d^F^  d2jP2,  ...  an  den  letzteren,  so  schneiden  diese  Tangenten,  die 
in  clem  Endpuncte  D  des  Durchmessers  BD  an  denselben  Kreis  J/a  gclegte 
Tangente  D^so,  dass  die  Abschnitte  FF^  F^F^  F2Fa,  ...  alle  einander 


7? 

gleich  sind,  und  zwar  ein  jeder  gleich  der  bestimmten  Grosse  -^~-  (J?a  —  jRJ, 

xt^ 

Und  eben  so  theilen  die  in  den  Puncten  c,  <?1?  c2,  ,  .  .  an  den  Kreis  Jl/j 
gelegton  Tangenten  cE,  c^E^  c^E^  ...  die  in  dem  Puncte  C  an  denselben 
Kreis  gelegte  Tangente  CE  in  Stiicke  EE^  E^,  E9ES,  .  .  .,  von  denen 

T-> 

jedes  der  bestimmten  Grosse  -^-(J?3—  jRJ  gleich  1st,  und  wobei  c9  015  c^  ... 

2 

die  Beruhrungspuncte  der  Kreise  m,  m1?  m2,  ...  mit  dem  Kfeise  J/j  sind." 

Aus  dem  Vorliegenden  ergiebt  sich  ferner  ein  Verfahren,  die  genanntc 
Reihe  an  einander  sich  anschliessender  Kreise  m,  mi:  ?/za,  ...  zu  con- 
struiren.  Denn  nimmt  man  in  der  Tangente  DP  die  Puncte  F,  F^  /^,  ... 
so  an,  dass 


., 

und  zieht  um  dieselben  respective  mit  den  Radion  FZ),  F{D,  /!,JD,  ... 
Kreise  F,  F^  F2,  ...,  welche  den  gegebenen  Kreis  l/3  xum  zweiten  Mai 
in  den  Puncten  d,  Jn  c/a,  ...  schneiden,  so  sind  diese  Puncte  diejonigcn, 
in  welchen  der  Kreis  M^  von  den  gesuchten  Kreisen  my  VMI?  r^a,  .  .  .  be- 
riihrt  wird.  U.  s.  w. 

Da,  wie  oben  gezeigt  worclen,  M^F  und  M^\i{Fl  gerade  Linion  sind, 
so  folgt  ferner,  dass 

DFiDF,  =  Mp-.Hpv 
oder,  da  (D.)  Mp  gleich  $q.MD  und  M^  gleiph  ^^.MD,  so  ist 

_  g 

~ 


F.  Legt  man  in  den  Endpuncten  des  Durchmessers  A  B  eines  ^ogc- 
bcnen  Kreises  M  (Fig.  40)  Tangenten  AD,  BC  an  den  Kreis,  und  feruer 
aus  einem  beliebigen  Puncte  G  der  Tangente  7?  C  cine  dritto  Tangente  <7/i?n 
welche  den  Kreis  in  E{  beriihrt,  zieht  aus  demsolbon  Puncto  G  einn  be- 
liebige  Secante  GE^E,  welche  den  Kreis  in  den  Puncten  Ji73,  E  schnoidct, 
und  legt  endlich  in  den  letzteren  Puncten  jE,,  E  Tangenten  E2Ftt,  EF  <u\  den 
Kreis,  so  folgt,  dass  die  letzteren  beiden  Tangonten  einander  in  dem  Puncte 
N  auf  der  Linie  BEL  schneiden  (No.  5).  Geht  ferner  durch  den  Punct  TV 
die  Linie  ONP  parallel  mit  AD  und  13  C,  so  sind  die  Dreiecke  KHE^  und 
einander  ahnlich,  und  da  die  Seiten  JIB  und  HE9  als  Tangontou 
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des  Kreises  einander  gleich  sind,  so  ist  auch 

NEt  =  NO. 

Eben  so  folgt  aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  B  CE  und  PNE 
und  aus  der  Gleichheit  der  Seiten  BC  und  CE3  dass  auch 

NE  =  NP; 

folglich,    da  NE  und  NE2    als  Tangenten   des  Kreises   einander  gleich 
sind,  ist  auch 

NO  =  NP. 

Wenn  aber  NO  "gleich  NP  ist,  so  folgt,  da  die  Linien  OP  und  AD 
parallel  sind,  wenn  man  die  geraden  Linien  BED,  BE^D^  BE^D2  zieht, 
welche  die  Tangente  AD  in  den  Puncten  D,  D15  D2  schneiden,  dass  auch 

(a)  DDl  =  AA- 
Und  da  nach  (C.) 

AF=  FD,  AFl  =  F&    und    AF2  = 
ist,  so  folgt  ferner,  dass 

(b)  FF, 

Aus  diesen  beiden,  Satzen  (a,  b)  ergeben  sich  unmittelbar  folgende: 

(c)  2ADl= 

(d)  2AF,  = 

Diese  vier  Satze  (a,  b,  c,  d)  in  Worten  ausgesprochen,  lauten  wie  folgt: 
wLegt  man  zwei  parallele  Tangenten  BG,  AD  an  einen  gegebenen 
Kreis  M,  nimmt  in  der  ersten  einen  beliebigen  Punct  G-  an,  legt  aus  dem- 
selben  die  Tangente  G-E^,  welche  den  Kreis  in  El  beruhrt,  und  zieht 
aus  dem  namlichen  Puncte  G  eine  willkiirliche  Secante  GrJE2E}  welche  den 
Kreis  in  den  Puncten  jEJ3,  E  schneidet;  zieht  ferner  aus  dein  Beruhrungs- 
puncte  B  die  geraden  Linien  BED,  BE^D^  BE^D^,  welche  die  Tangente 
AD  in  den  Puncten  D,  Dv  D3  schneiden,  so  befindet  sich  immer  der 
Punct  D1  in  der  Mitte  zwischen  den  beiden  Puncten  D  und  D2 ,  wie  auch 
immerhin  die  Secante  G-E^E  von  dem  Puncte  G  aus  ihre  Richtung  andern 
mag.  Und  legt  man  ferner  in  den  Puncten  E,  E2  die  Tangenten  EF3 
E2F^  an  den  Kreis,  so  liegt  ebenfalls  der  Punct  F1  stets  in  der  Mitte 
zwischen  den  Puncten  F  und  FtJ! ,  welche  Lage  die  durch  den  angenornmenen 
Punct  G  gehende  Secante  GE^E  auch  haben  mag.  Daraus  folgt,  dass 
sowohl  die  Summe  der  beiden  Abschnitte  AD  und  AD% ,  als  auch  die  Summe 
der  beiden  Abschnitte  AF und  AF^  constant  bleibt,  so  lange  die  Secante 
GE^E  durch  denselben  Punct  G  geht,  sonst  aber  ihre  Richtung  beliebig 
andert*)." 


*)  An  einem  anderen  Orto  werden  wir  nachweisen,  dass  alle  diese  Eigeascliaften 
nicht  nur  dem  Kreise  allein,  sondem  auch  den  iibrigen  Kegelschnitten  zxikommen;  dass 
niimlich  folgende  allgemeinere  Satze  Stfttt  iinden:  (Zur  ^rleichterun^  und  um  derYor- 
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Es  1st  noch  zu  bemerken,  dass  die  obigen  beiden  Satze  (c,  cl)  irnmer 
Statt  finden,  selbst  wenn  der  eine  Durchsclinittspunct  E  der  Secanto  GE9E 
in  den  anderen  Halbkreis,  unterhalb  des  Durchmessers  AB  fa  lit;  nur  sind 
in  diesom  Falle  die  betreffonden  Absclmitte  ADund  AFnQg&tiv  zu  nohmcn, 
so  dass  man  hat 

(?)  2AD,=  AD,— AD, 

(8)  2AF1  =  Af]—AF. 

G.  Aus  dem  Vorhergehenden  (E)  und  (F)  kann  unmittolbar  noch 
Folgendes  abgeleitet  werden. 

Angenommen,  die  beiden  gegebenen,  cinander  in  B  bertihrenden  Krcise 
ifj ,  M2  (Fig.  42)  wiirden  von  irgend  zwei  beliebigen  Kreisen  wi,  w3  be- 


stellung  zu  Hulfe  zu  kommcn,  fasse  man  (Fig.  40)  in's  Auge,  denke  sich  abor  anstait 
dos  Kreises  M  irgend  eine  Curve  zweiten  Grades,  von  welcher  A  B  ein  beliebiger  Durch- 
messor  ist.) 

,,Legt  man  in  den  Endpuncten  eines  belicbigen  Durchinessors  AB  irgend  oiucr 
Curve  zweiten  Grades  zwei  Tangenten  BC  und  ADj  fornor  aus  einorn  in  der  orsteu 
Tangente  (BC)  willkiirlich  angenomnienen  Puncte  G  eine  dritte  Tangente  GElFi^  wolche 
die  Curve  in  E^  beruhrt,  und  die  Tangente  AD  in  F^  schneidet,  zieht  aus  dem  niim- 
lichen  Puncte  G  eine  willkiirliche  Secante  GE%E,  welche  die  Curve  in  den  Puncton  .&», 
E  schneidet;  zieht  ferner  aus  dem  Beruhrungspuncte  J3  der  orston  Tangente  BC  die 
geraden  Linien  BE,  BEi^  BE^^  welche  die  zweite  Tangente  AD  in  den  Puneten  />>, 
Z)l?  jDa  schneiden,  so  liegt  immer  der  Punct  A  in  der  Mitte  zwischon  den  Puncton  D 
und  jDa,  welche  Lage  auch  die  Secante  GE^E,  von  welcher  die  Puncte  D»  und  D  ab- 
hiingig  sind,  haben  mag.  Und  legt  man  ferner  in  den  Puneten  J£,  E%  eine  viorto  und 
fiinfte  Tangente  EF  und  E%F%  an  die  Curve,  welcho  die  zweite  Tangente  AD  in  den 
Puneten  F,  F2  schneiden,  so  ist  der  Punct  FL  stets  in  der  Mitte  zwischen  den  beiden 
Puneten  F  und  jP2,  welche  Lage  die  aus  dem  bestimxnten  Punct  G  gezogene  Secauto 
GE2E  auch  haben  mag.  Dahor  folgt  ferner:  dass  sowohl  die  Surnme  der  beiden  Ab- 
schnitte  -4Dundud.D2,  als  auch  die  Sumrne  der  beiden  Abschnitto  A  F  und  AT<\,  con- 
stant bleibt,  so  lange  die  Secante  GE%E  durch  den  nilrnlichen  Punct  G  geht.u 

Da  nicht  nur  die  Linie  AD,  sondern  auch  jedc  andere  Linie  (wie  z.  35.  OP),  welche 
mit  der  Tangente  B  G  parallel  ist,  von  den  clrei  Linien  BE,  BE^ ,  BE*  so  geschnitten 
wird,  dass,  wenn  c?,  d1?  d<2  die  respective!!  Durchschnittspuncto  sind,  dd{  gleich  d^L 
ist,  so  lassen  sich  mit  Hiilfe  dieser  Eigenschaft  und  mit  Bozug  auf  einen  Satz  uhor  die 
Projection  ein  or  ebenen  Curve,  die  in  einer  Fliiche  zweiton  Grades  liegt,  welchen  wir  in 
der  ersten  Abhandlung  S.  9  und  10  (V)  mitgetheilt  haben,  loicht  folgende  iuleressauto 
allgemeiiie  Satze  iiber  die  Eliichen  zweiten  Grades  ableiton: 

Z/um  leichteren  Vorstandniss  denke  man  sich  anstatt  der  Curve  M  (Fig.  40)  irgond 
eine  Fliiche  zweiten  Grades;  anstatt  der  Tangenten  B  $,  AD,  zwei  Ebenen,  welche  (lie 
Fluche  in  den  Enclpiincten  eines  beliebigen  Durchmossers  AB  berfihron  und  dom- 
nach  zu  einander  parallel  sind;  anstatt  der  willkiiiiichen  dritten  Tangenten  GEt,  oine 
willkiirliche  Ebene,  welche  die  Fliiche  in  dem  Puncte  E{  beruhrt,  und  die  Eberic  B  G  in 
einer  bestimmten  geraden  Linie  G  schneidet;  anstatt  der  Secante  G  E%E  eine  Ebene, 
welche  durch  die  Linie  G  geht  und  die  Fluche  in  einer  Curve  EE%  schnoiclcl;  anstatt 
der  Tangenten  NE,  NE%  alle  moglichen  Tangenten  aus  dem  Puncte  N  an  die  Fliiche 
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riihrt,  und  die  Linie  BG  beriihrte  die  gegebenen  Kreise  in  B?  d.  L,  sei 
ihre  Linie  der  gleichen  Potenzen,  so  liegt,  wio  oben  schon  ofter  erwahnt, 
dor  aussere  Aehnlichkoitspunct  G  der  Kreise  m,  m2  in  der  genannten 
Linie  B  G,  und  es  liegon  die  Puucte  JE,  E^ ,  in  welchen  der  Kreis  M2  die 
Kreise  m,  m2  beruhrt,  mit  dem  Aelmlichkeitspuncte  G  in  gerader  Linie 
GJE2E.  Mmmt  man  ferner  an,  der  Kreis  m1  beriihre  die  gegebenen  Kreise 
so,  dass  z.  B.  die  Tangente  FlEl  G,  welclie  er  im  Beriihrungspunct  EL  mit 
dem  Kreise  M2  gemein  hat,  ebenfalls  durch  den  genannten  Punct  G  geht; 
ferner  beriihre  die  gerade  Linie  AF  den  Kreis  M2  im  Endpuncte  A  des 
Durchmcssers  BA,  die  geraden  Linien  EF,  E2F2  beriihren  denselben  in 
den  genannten  Puncten  E,  E2 ;  und  endlich  seien  die  Quotienten  der  Kreise 
m,  mJ7  wa,  in  Bezug  auf  die  Axe  M1M2,  d.  h.  die  aus  den  Mittelpuncten 
m,  w1?  w2  auf  die  Axe  M^M^  gofallten  Lothe,  dividirt  durch.  die  Radien 


3/5  d.  h.  denjenigen  Kegol  N,  welcher  die  Flache  in  der  Curve  EE%  beruhrt;  und  end- 
lich anstatt  der  goraden  Linien  BJS,  BE^  alle  moglichon  Linien  aus  B  durch  die  Peri- 
pherie der  Curve  EE%,  d.  h.  einen  Kegel,  dessen  Scheitel  B  ist,  und  welcher  durch  die 
Curve  EE%  geht  und  die  Ebene  AD  in  ciner  bcstimmten  Curve  DD%  schneidet,  so 
lassen  aich  die  gedachten  Satzo,  wie  folgt,  aussprechen: 

,,Legt  man  irgend  zwoi  parallele  Beriihrungsebenen  BG^  AD  und  eine  dritte  beliebige 
Bcriihrungsebene  GE{  an  irgend  eine  gcgebenc  Fliiche  M  zweiten  Grades,  welche  die 
leiztero  respective  in  den  Puncten  J2,  A  und  E{  beriihren;  ferner  durch  die  Durchschnitts- 
linie  G  der  ersten  (BG)  und  der  dritten  Beruhrungsebene  (GE^  'eine  willkurliche  Ebene 
GJE$E,  wolche  die  Eliiche  in  einer  gowissen  Curve  EJ5%  schneidet;  lasst  ferner  aus  dem 
Beriihrungspuncte  B  (als  Scheitel)  durch  die  Curve  EE%  einen  Kegel  gehen,  welcher  die 
Ebene  AD  in  einer  bestimmten  Curve  DD^  schneidet;  und  lasst  endlich  durch  die 
beiden  Beruhrungspuncte  £,  E1  die  gerade  Linie  B EI Dt  gehen,  welche  die  Ebene  AD 
in  dem  Puncte  A  trifft,  so  ist  immer  der  Punct  A  der  Mittelpunct  der  ge- 
nanriten  Curve  DD2.  Noch  mehr:  Lasst  man  in  cler  Vorstellung  die  Ebeue  GE^E 
ihre  Lago  so  verandern,  dass  sie  sich  urn  die  gerade  Linie  G  bewegt,  so  sind  die  ver- 
schiedoncn  Curven  DD^^  welche  dadurch  in  der  Ebene  AD  nach  einander  entstehen, 
alle  einander  iihnlich,  iihnlichliegend  und  concentrisch,  namlich  Di  ist  ihr  gemeinschaft- 
licher  Mittelpunct.  Audi  bewegt  sich  clabei,  wie  bekannt  ist,  der  Scheitel  N  des  Kegels 
JV,  wolcher  die  Flache  M  in  der  Curve  EE%  bertihrt,  in  der  unveranderlichen  geraden 
Linie  BE^N.  Ferner  folgt  unmittelbar,  dass  also  nicht  allein  die  Ebene  AD^  sondern 
auch  jede  andere  Ebene,  welche  mit  der  Ebene  BG  parallel  ist,  die  genannten  Kegel, 
aus  dem  Puncto  B  durch  die  nach  einander  ontstohenden  Curven  EE^-)  in  ahnlichen  uad 
ahnlichliegonden  concentrischeri  Curven  schneidet,  und  dass  imnier  die  gerade  Linie  BEi 
durch  den  gemeinsamen  Mittelpunct  dieser  Curven  geht."  Ferner  kann  man  noch  folgen- 
den  bosondoren  Satz  herausheben: 

,,Projicirt  man  aus  irgend  einem  Puncte  B  in  irgend  einer  gegebenen  Flache  M 
zweiten  Grades  erne  beliebige  ebene  Curve  EE2,  welche  in  derselben  Flache  liegt,  auf 
cine  Ebene  (z.  B.  DD^  welche  mit  der  in  dem  Puncte  B  an  die  Fliiche  gelegten  Be- 
ruhrungsebene BG  parallel  ist,  so  geht  immer  diejenige  Linie  BN,  welche  den  ge- 
nannten Punct  -B  mit  dem  Scheitel  desjenigen  Kegels  N  verbindet,  welcher  die  Fliiche 
in  der  genannten.  Curve  EE2  beriihrt,  durch  den  Mittelpunct  dor  Projection  (d.  h.  durch 
clen  Mittolpunct  der  durch  die  Projection  entstandenen  Curve)." 
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der  respectiven  Kreise  m,  w1?  m0,  durch  q,  q^  q»  bezeichnet:  so  ist  nach 
(E,e) 

AF         a     '     , 

-^          linn 

-j    ^       —  •          LlllU. 

und  folglich 

AF+AF,    __   q+q. 


Beracksichtigt  man  aber  (F,  d),  wonach   dor  erste  Tlieil  dieser  Glei- 
cliung  gleich  2  1st,  so  iblgt  dass 


9  — 

oder 

2ft 

Der  Sinn  dieser  Gleichung  oder  dieses  Satzes  ist  folgender: 

,,Nimmt  man  in  der  Lime  der  gleichen  Potenzen  B  Gr  zweier  gegebenen 
Kreise  M^  M^  welcho  einander  in  B  beriihren,  einen  beliebigen  Punct  Gr 
an,  zieht  aus  diesem  Puncte  eine  willkiirliche  Linie  G-m^ni,  mid  beschreibt 
diejenigen  beiden  Kreise  m;m2,  deren  Mittclpuncte  in  dieser  Linie  liogen, 
und  von  clenen  'jeder  die  beiden  gegebenen  Kreise  beriihrt,  so  ist  die 
Summo  der  Quotienton  (q}  </a)  der  beiden  Kreise  my  m2  in  Bezug  auf  die 
Axe  l/jAf2  constant,  so  lange  die  Linie  G-mjn  durch  denselben  Punct  Gr 
gelit,  wio  sie  auch  ubrigons  Hire  Lage  andorn  mag.  Und  zwar  ist  die 
genannte  Summe  der  Quotienten  gleich  clem  doppolten  Quotienten  2^ 
dosjenigen  Kreises  m^  welclier  z.  B.  den  Kreis  M$  in  demselben  Puncte  Ki 
beriihrt,  in  welchem  dieser  namliche  Kreis  von  der  aus  clem  angcnonimcnen 
Puncte  Gr  an  ihn  gelegten  Taugonto  GrEi  beriihrt  wird." 

Es  ist  noch  zu  erinnern,  dass,  wenn  der  Kreis  m  unterhalb  der  Axe 
BM\M^A  fallt,  alsdanu  sein  Quotient  als  negativ  anzusehen  ist,  so  class 
fiir  diesen  Fall 

2?i  =  &—& 

Encllich  erwalmen  wir  noch  cles  besonderen  Falles,  wenn  die  genannte 
Linie  aus  dem  Puncte  Gr  durch  die  Mitte  M  der  Linie  (JA  geht.  Niim- 
lich  in  diesem  Falle  liegen  in  cler  Linie  Gni^Al  die  Mittelpuncto  A/,  -m^ 
zweier  Kreise  M,  w3,  wclche  die  gegebenen  Kreise  beriihren,  und  denkn 
Quotienten  in  Bezug  auf  die  Axe  M{J\f^  respective  0,  2^  siud,  so  dass 
also  cler  Quotient  cles  Kreises  w3  gorade  cloppelt  so  gross  ist  als  der  dos 
Kreises  mr 

31. 

In  dem  Vorhergohondon  sind  miter  anderen  auch  die  Mittel  zur 
leichten  Losung  der  folgenden  Aufgabe  enthalten. 
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A  u  f  g  ab  e. 

,,Wenn  zwei  beliebige  Kreise  Mi:  M2  (Fig.  43),  die  einander  in  B 
beriihren,  und  irgend  ein  beliebiger  Durchmesser  eines  dieser  beiden  Kreise, 
z.  B.  der  Durchmesser  DE  des  Kreises  M2  gogebon  sind,  so  soil  man 
einen  Kreis  m^  beschreiben,  welcher  die  beiden  gegebenen  Kreise  M^  M^ 
beruhrt,  und  dessen  Quotient  in  Bezug  auf  den  gegebenen  Durchmesser. 
DE  (d.  k,  das  aus  dem  Mittelpuncte  m1  auf  den  Durchmesser  DE  gefallte 
Loth  w^,  dividirt  durch  den  Radius  des  Kreises  m^  gegeben  ist." 

Auflosung. 

Der  Quotient  des  gegebenen  Kreises  M^  in  Bezug  auf  den  gegebenen 
Durchmesser  DE,  ist  als  gegeben  zu  betrachten,  er  sei  gleich  Q;  ferner  sei 
der  gegebene  Quotient  des  gesuchten  Kreises  ml  gleich  #;  so  ist  nach  No.  27, 
Gl.  (6) 


wo  namlich  #  anzeigt,  die  wievielte  Stolle  der  Kreis  ml  unter  den  Kreisen, 
welche  die  .  gegebenen  Kreise  beriihren,  nach  demjenigen  Kreise  m,  dessen 
Mittelpunct  m  in  dem  .  gegebenen  Durchmesser  DE  liegt,  einnimmt,  d.  k, 
wo  der  Quotient  des  Kreises  w15  in  Bezug  auf  die  Axe  J^lf2,  urn  2# 
grosser  ist  als  der  Quotient  desjenigen  Kreises  m,  welcher  die  beiden  ge- 
gebenen Kreise  Ml  ,  M^  beriihrt,  und  dessen  Mittelpunct  in  dem  gegebenen 
Durchmesser  DE  liegt,  in  Bezug  auf  die  narnliche  Axe  M^M^.  Man  findet 
aus  dieser  Gleichung 


"  ~       Q      '  Q   '    Q3 

1st  nun  [A  der  Mittelpunct  desjenigen  Kreises  [x,  welcher  durch  die 
vier  Puncte  A,  C,  D,  d  geht,  d.  k,  welcher  durch  die  beiden  Puncte  A,  C 
geht,  in  welchen  die  Axe  M1M2  die  Kreise  M2,  J/a  schneidet,  und  durch 
die  beiden  Puncte  Dy  d,  in  welchen  der  genannte  Kreis  m  die  gegebenen 
Kreise  M^  Ml  beruhrt;  und  ist  ferner  ^  der  Mittelpunct  desjenigen  Kreises 
ji1}  welcher  durch  die  namlichen  beiden  Puncte  A.,  C  iind  durch  diejenigen 
beiden  Puncte  D13  ^  geht,  in  welchen  der  gesuchte  Kreis  m1  die  beiden 
gegebenen  Kreise  Af2,  Mt  beriihrt,  so  ist  nach  No.  30,  D. 


,,Man  beschreibe  daher  zuorst  einen  Kreis  JJL,  welcher  durch  die  clrei 
gegebenen  Puncte  A,   G  und  D  geht,  nehme  hierauf  in  der  zu  der  Axe 
senkrechten  Linie  M^^  den  Punct  ^  so  an,  dass 
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mid  ziehe  um  diesen  Punct  eincn  Jfreis  jjt15  wolcher  durch  die  Puncto  A, 
C  goht,  so  schneidet  dieser  Kreis  ^  die  beiden  gogobenen  Kreise  J/,,  Af., 
ausserdem  noch  in  den  beiden  Puncten  J15  D15  in  welchen  dicsolben  von 
dem  gesuchten  Kreise  ml  berulirt  warden." 

Zum  Schlusse  1st  zu  bemerken,  dass  alle  die  vorliegendcn  Betrach- 
tungen und  Satze  (No.  30,  31)  auf  gleiclie  Weise  Statt  finden,  wenn  man 
anstatt  der  denselben  zu  Grande  liegenden,  einander  innerlich  beriihrendon 
Kreise  M^  M2  zwei  einander ^ausserlich  beriilirende  Kreise  annimmi. 

Berlin,  im  Marz  1826. 


Einige  Gesetze  liber  die  Theilung  der  Ebene 
und  des  Eaumes, 


Crelle's  Journal  Band  I.  S.  349—364. 


Einige  Gesetze  liber  die  Theihmg  der  Ebene 
und  des  Baumes, 

Durch  die  Pestalozzisclis  Formenlehre  angeregt  haben  zwar  mehrere 
neuere  geometrische  Lehrbiiclier  die  Aufgabe  gestellt:  ,,zu  bestimmen,  wie 
viele  Theile  der  Ebene,  vermittelst  einer  gegebenen  Anzahl  gerader  Linien 
und  Kreise  ganz  begrenzt,  zu  Figuren  abgeschlossen  werden  konnen."  Sie 
liaben  dieselbe  aber  keineswegs  so  behandelt,  •  dass  durch  ihre  Losung  die 
ihrer  Bestimmung  zu  Grunde  liegenden  allgemeinen  Gesetze  gehorig  er- 
ortert  worclen  waren.  Noch  weniger  ist  es  aber,  soviel  dem  Verfasser 
dieser  Abhandlung  bekannt,  bisher  gelungen,  nach  Analogie  jener  Aufgabe, 
die  Bildung  der  K  or  per  mittelst  beliebig  gegebener  Ebenen  und  Kugel- 
flachen  durch  allgeniein  umfassende  Gesetze  zu  bestimmen.  Ohne  diesem 
Gegenstande  hier  ein  besonderes  Tnteresse  beilegen  zu  wollen,  soil  fur  jetzt 
nur  darauf  aufmerksam  gemacht  werden,  dass  die  von  jedem  Geometer 
gestellte  Frage:  ,,wie  viele  ebene  Flachen  zur  Bildung  dieses  oder  jenes 
Korpers  nothig  seien":  sicli  aucli  umkehrcn  lasse,  wonach  die  Frage  so  zu 
stellen  ist:  ,,wie  viele  Korper  lassen  sich  durch  eine  bestimmte  Anzahl 
von  Ebenen  auf  eintnal  bilden."  Nun  di^angt  sich,  z.  B.  bei  der  nicht  zu 
vermeiclenden  Erldarung:  ,,dass  zur  Bildung  eines  Korpers  inindestens  vier 
Ebenen  nothig  sind",  die  Betrachtung  auf:  ,,dass  vier  Ebenen  in  jeder  be- 
liebigen  Zusammenstellung  niemals  mehr  als  ein  en  Korper  bilden  konnen", 
und  es  ist  daher  auffallend,  dass  man,  von  dieser  Nothwendigkeit  geleitet, 
nicht  auf  die  Frage  gekommen  ist:  ?5wie  viele  Korper  konnen  durch  4,  5, 
6,  7,  . . .  u.  s.  w.  Ebenen  auf  einmal  begrenzt  werden?" 

In  dieser  Abhandlung  sollen  daher,  —  naclidem  zuvor  die  allgemeinen 
Gesetze  fiber  die  Theilung  der  Ebene  mittelst  jeder  beliebten  Anzahl 
gerader  Linien  und  Kreise  ihrem  Entstehen  und  Zusammenhange  nach  ent- 
wickelt  worden  —  ,,die  allgemeinen  Gesetze  zur  Bestimmung  der  durch 
jede  beliebte  Zusammenstellung  von  Ebenen  und  KugeMachen  entstandenen 
Anzahl  von  Theilen  des  Raumes  entwickelt  werden",  wobei  sich  dann  zunachst 
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die  Bestimmung  fiir  die  Anzahl  der  ebenen,  und  im  Nachfolgenden  fiir  die 
Anzahl  der  korperlichen,  ganz  begrenzten  Theile  von  selbst  ergebcn  wird. 
Diese  fiir  sich  verstandlichen  Satze  sind  aus  einem,  vom  Verfasser 
bereits  entworfenen  Lehrgebaude  dor  Geometrie,  in  welchem  die  Storco- 
metrie  um  ein  Grosses  erweitert,  und  nacli  einer  von  der  bislierigen  ganz 
abweichenden  Metliode  abgehandelt  wird,  entnommen.  Es  verstolit  sich 
also  von  selbst,  dass  sie  im  Lehrgebaude  durch  die  Mengc  ihrer  Be- 
ziehungen  in  ihreni  notlrwendigen  Zusaminenhange  orscheinen. 


Einige  Gesetze  uber  die  Theilung  der  Ebene  mittolst  gerader  Linien  und  Kreise. 

1. 

Es  1st  klar,  dass  eine  gerade  Lime*)  durch  n  beliebige  in  ilir  liegencle 
Puncte  in  n+1  Theile'4'**)  getheilt  wird,  von  denon  n  —  1  Theile  cncllich 
oder  begrenzt,  die  beiden  ubrigen  aber  unencllich  odor  unbegrenzt  sind; 
und  dass  ferner  die  Kreislinie  durch  n  beliebige  in  ilir  liegende  Puncte 
in  n  Theile  getheilt  wird. 

2. 

Die  Ebene  wird  durch  eine  in  ihr  liegende  gerade  Linie  in  zwei 
Theile  getheilt;  durch  eine  zweite  Gerade,  welche  die  erste  schneidet,  wird 
die  Zahl  der  Theile  der  Ebene  um  2  vermehrt:  durch  cine  dritte  Gerade, 
welche  die  beiden  ersten  in  zwoi  Puncton  schneidet,  um  3;  durch  eine 
vierte  Gerade,  welche  die  drei  ersten  in  drci  Puncten  schneidet,  um  4 
u.s.  w.:  namlich  jede  folgende"  Gerade  vermehrt  die  Zahl  der  Theile  der 
Ebene  um  eben  so  viel,  als  die  Zahl  der  Theile  betragt,  in  welche  sie 
durch  die  vorhandenen  Geraden  getheilt  wird;  daher  wird  die  Ebene 
durch  n  beliebige,  in  ihr  liegende  Geraden,  hochstens  in: 

(1)   2+2+3+4+5+...+(K-l)+W=l+^)=l+«+%1) 

Theile  getheilt 

Will  man  nur  die  Zahl  der  ganz  begrenzten  Theile  der  Ebene  wissen, 
so  ist  zu  bemerken,  dass  erst  durch  die  dritte  Gerade  cin  soldier  Thoil 
entsteht,  dass  hierauf  die  vierte  Gerade  die  Zahl  solcher  Theile  um  2, 
die  fiinfte  Gerade  um  3,  u.  s.  w.  vermehrt:  niimlich,  dass  jede  folgende 
Gerade  die  Zahl  der  ganz  begrenzten  Theile  der  Ebene  um  eben  so  viel 


*)  Unter  einer  geraden  Linie  oder  Ebene  wird  Mer  immer  eine  unendliche  gerade 
Lime  oder  Ebene  verstanden. 

**)  So  wie  hier  worden  aucb  in  der  Polge,  wenn  von  Theilen  der  Ebene  oder  des 
Rauines  die  Rede  ist,  nur  die  einzelncn  einfaclien,  niclit  aber  die 
Theile,  welcho  aus  xwei  oder  mehreren  einzelnon  Tlieilen  bestohon,  verstanden. 
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vermehrt,  als  durch  die  vorhergehenden  Geraden  in  ihr  begrenzte  Theile 
(No.  1)  gebildet  werden,  und  dass  demnach  durch  n  beliebige  Gera- 
den hochstens 

0+0+1+2+3-+-4-H 


_ 

'  JL 71  ~~\ 


2  — A     "^       T2~ 

Theile  der  Ebene  ganz  begrenzt  werden  konnen. 

Zieht  man  den  Ausdruck  (2)  von  (1)  ab,  vso  bleibt  die  Zahl  der  un- 
begrenzten  Theile  der  Ebene,  namlich 

(3)  2n 

librig.  Oder  sucht  man  umgekehrt  zuerst  die  Zahl  der  unbegrenzten  Theile, 
welche  man  dadurch  findet,  dass  man  bemerkt,  dass  jede  Linie  dieselbe 
urn  2  vermehrt,  mithin  ihre  Zahl  nothwendig  2^  ist,  so  fmdet  man  nachher 
die  Zahl  der  ganz  bogrenzten  Theile  (2),  wenn  man  2n  von  (1)  abzieht. 

3. 

Durch  a  gerade  Parallelen  wird  die  Ebene  in  1H-&  Theile  getheilt: 
durch  eine  zweite  Abtheilung  von  b  geraden  Parallclen,  welche  jene  schnei- 
den,  wird  die  Zahl  der  Theile  cler  Ebene  urn  5(1-1- a)  vermehrt;  durch 
eine  dritte  Abtheilung  von  €  geraden  Parallelen,  welche  die  beiden  ersten 
Abtheilungen  so  schneiden,  dass  nirgend  drei  Linicn  in  einem  und  dern- 
solbcn  Puncto  zusammontrefien ,  wird  die  Zahl  der  Theile  der  Ebene  urn 
6'(l-H&-f-6)  vcrgrossert.  Vcrbindet  man  ferner  mit  den  vorhandenen  Linien 
unter  ahnlichenBeclingungen  eine  vierte  Abtheilung  von  d  geraden  Parallelen, 
so  nimmt  die  Zahl  der  Theile  um  d(l-haH-i-M)  zu,  indem  namlich 
jede  der  d  Linicn  von  den  vorhandenen  a,  b,  c  Linien  in  l-f-eH-6-K 
Theile  getheilt  wird  (No.  1),  und  daher  eben  so  viele  Theile  der  Ebene 
theilt,  mithin  die  Zahl  derselben  ebenfalls  um  l-+-a~i-b-i-c  vermehrt,  u.  s.  w, 
Es  folgt  hieraus: 

j,I)ass  durch  a,byc}  d,  ...  y,  z  gerade  Parallelen,  von  dener 
jede  Abtheilung  eine  besondere  Richtung  hat,  die  Ebene  hoch- 
stens in 

1-f-o 


(4) 

^(l4-a-4-6H-c-hdH  -----  \-y) 
=  1 

-i-a+b+c+d-i  -----  \-y-\-z 


Theile  getheilt  werden  konne."   Bezeichnet  -man  die  Summe  (Unionen 
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der  Grossen  a,  b,  c,  d,  .  .  .  y,  z  durch  U,  und  die  Summe  ihrer  Producte 
zu  zweien  (Amben)  durch  A,  so  lasst  sich  die  Formel  (4)  einfacher  durch 

(5)  l+U+A 
darstellen. 

Dass  die  Zahl  der  unbegrenzten  Theile  der  Ebene  im  gegenwartigen 
Falle  cbenfalls  doppelt  so  gross  als  die  Anzahl  aller  vorhandencn  Linien 
ist,  ergiebt  sich  aus  derselben  Bomorkung  wie  vorhin  (No.  2),  wonach 
namlich  die  Zahl  solcher  Theile  durch  jede  Linie  um  2  vermehrt  wird. 
Oder  denkt  man  sich  einen  Kreis,  wolchor  alle  vorhandenen  Linien  schncidct, 
und  zwar  dergcstalt,  dass  die  Durchschnittspuncte,  welche  die  Linien  unter 
einander  bilden,  alle  innerhalb  des  Kreises  fallen,  so  wird  die  Peripherie 
dieses  Kreises  in  eben  so  viele  Theile  getheilt  als  die  Ebene  unbegrenzte 
Theile  hat.  Da  nun  der  Kreis  von  jeder  Linie  in  2  Puncten  geschnitten 
wird,  so  wird  or  in  zweimal  so  viele  Theile  getheilt  als  Linien  vorhanden 
sind  (No.  1),  also  in  2Z7  Theile,  und  folglich  ist  die  Zahl  der  unbe- 
grenzten Theile  der  Ebene  gleich 

(6)  2U. 

Nun  erhalt  man  die  Zahl  der  ganz  begrenzten  Theile  der  Ebene, 
indem  man  die  Zahl  der  unbegrenzten  (6)  von  der  Zahl  aller  Theile  (5) 
abzieht.  Also  werden  durch  die  genannte  Linien-  Verbindung  hochstens 

(7)  1  —  Z7-M 

Theile  der  Ebene  ganz  begrenzt.     Dieser  Ausdruck  (7)  kann   auch 
auf  gleiche  Weise  direct  gefunclen  werden  wie  (5),  oder  wie  (2)  in  No.  2. 

4. 

Nimmt  man  an,  dass  bei  der  Linien-  Yerbindung  (No.  3)  die  a  Linien 
der  ersten  Abtheilung  anstatt  parallel  ungleichlaufend  seien,  so  thoilon 
sie  die  Ebene  in 

(GL  1), 


statt  in  l~f-  a  Theile,  mithin  in 

a(a  —  1) 

n> 

Theile  mehr  als  wenn  sie  parallel  sind;   auf  die   ubrigen  Abtheilungcn 
aber  hat  diese  Veranderung  keinen  Einfluss.    Also  folgt: 

,,Dass  die  Ebene  durch  b,  c,  d,  .  .  .  y,  z  geracle  Parallclcu 
nach  verschiedenen  Richtungen  und  durch  a  ungloichlaufondo 
Greraden  hochstens  in 

(8)  ' 


Theile  getheilt  wird,  unter  welchen  sich 
(9) 
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unbegrenzte,  und  mithin 
(10)   '  l 


ganz  begrenzte  Theile  befinden,    wo   U  und   A,    eben  so  wie  in 
(No.  3),  die  Unionen  und  Ainben  der  Grossen  a,  b,  c,  d,  .  .  .  y,  z  bedeuten." 

5. 

Ein  Kreis  theilt  die  Ebene  in  2  Theile;  ein  zweiter  Kreis,  welcher 
den  ersten  schneidet,  vermehrt  dio  Zalil  der  Theile  der  Ebene  um  2;  ein 
dritter  Kreis,  welcher  die  beiden  ersten  in  4  Puncten  schneidet,  vermelirt 
diese  Zahl  um  4,  u.  s.  w.;  nainlich  jeder  folgende  Kreis  vermelirt  die  Zalil 
der  Theile  der  Ebene  uni  eben  so  viel,  als  er  die  vorhandenen  Kreise  in 
Puncten  schneiden  kann,  also  um  zweimal  die  Zahl  der  vorhergeheiiden 
Kreise.  Es  folgt  also: 

,,Dass  tt  beliebige  Kreise  die  Ebene  hochstens  in 

(11)  2-h2-HH-6+8H  -----  h2(n—  1)  =  2-hn(n—  1) 
Theile  theilen  konnen,  von  welchen 

(12)  '  i+n(n_i) 

ganz  begrenzt  sind,  und  nur  ein  Theil  unbegrenzt  ist." 

6. 

Die  Ebene  wird  durch  irgend  eine  Zahl  a  von  Parallelkreisen  in 
1-hd  Theile  getheilt;  durch  eine  zweite  Abtheilung  von  B  Parallelkreisen, 
welche  jene  schneiden,  wird  die  Zahl  der  Theile  der  Ebene  um  1  —  cH-2ab 
(namlich  durch  den  ersten  derselben  um  ,1+a  und  durch  jeden  folgenden 
um  2  a)  vermehrt;  durch  eine  dritte  Abtheilung  von  c  Parallelkreisen, 
welche  die  ersten  schneiden,  wird  die  genannte  Zahl  um  2c(a~hb)5  durch 
eine  vierte  Abtheilung  von  b  Parallelkreisen  um  2b(aH-B+c)  u.  s.  w. 
vermehrt;  namlich  jeder  Kreis  einer  neuen  Abtheilung  vermehrt  die  Zahl 
der  Theile  der  Ebene  gerade  um  eben  so  viel  als  die  Anzahl  der  Theile 
angiebt,  in  welche  er  von  den  sohon  vorhandenen  Kreisen  getheilt  wird. 
(Hiervon  ist  nur  der  erste  Kreis  der  zweiten  Abtheilung  ausgenommen.) 
5,Demzufolge  wird  die  Ebene  durch  a,  16,  c,  b,  .  .  .  ty,  g  Parallel- 
kreise,  von  denen  jede  Abtheilung  ihren  besonderen  Mittelpunct 
hat,  hochstens  in 

1+a 
+1—  < 

+2c(a+Ib) 
(13) 


4-2j(aH-6-Hc+bH hi?) 

2+2SI 

6* 
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Theile  getheilt,  yon  welchen 

(14)  1+231 

ganz  begrenzt  sind,  und  nur  einer  unbegrenzt  1st,  und  wo  durcli 
31  die  Summe  der  Amben,  d.  h.  die  Summe  aller  Producto  be- 
zeichnet  1st,  die  entstehen,  wenn  man  je  zwei  von  den  Zahlcn 
a,  16,  jc,  b,  . . .  ty,  3  mit  einander  multiplicirt 

7. 

Sind  die  a  Kreise  der  ersten  Abtheilung  nicht  parallel,  so  wird  die 
Zahl  der  Theile  der  Ebene  dadurch  hochstens  um  eben  so  viel  vormehrt, 
als  die  Zahl  dor  Durchschnitte  dicscr  a  Kreise  betragt,  also  um  a  (a — 1), 
und  folglich  wird  die  Ebene  durch  b,  c,  b,  . . .  1),  3  Parallelkrcise 
und  durch  a  beliebige  Kreise  hochstons  in 

(15)  2+2«H-a(a— 1) 
Theile  getheilt,  wovon 

(16)  i+2a+a(a— 1) 
Theile  ganz  begrenzt  sind. 


Nach  No.  3,  (5)  wird  die  Ebene  durch  a,  b,  c,  ...  y,  z  gerade 
Parallolon  in  1  +  C/+  A  Theile  getheilt.  Werden  nun  allo  diese  Geradt^n 
von  a  Parallelkreiscn  geschnitten,  so  nimmt  die  Zahl  der  Theile  dor  Ebeue  um 


zu,  durch  eine  zweite  Abtheilung  von  b  Parallolkrcison  wachst  dicso  Zahl 
um  2fi(Z7-j-a)5  durch  eine  dritto  Abtheilung  von  c  Parallclkreisen  um 
2c(Z7-H-a-Hl6),  u.  s.  w.,  nainlich  jeder  Kreis  ciner  ncuon  Abtheilung  vor- 
mehrt  die  Zahl  der  Theile  der  Ebcnc  um  eben  so  viel  als  die  Zahl  der 
Puncte  betragt,  in  welchen  or  allo  vorhandenen  Kreise  und  Goradon  schucidot. 
Es  folgt  Meraus: 

?JDass  die  Ebene  durch  a,  b,  c>  d,  -  -.'!/,  &  gorado  ParalloJou 
und  durch  a,  16,  c,  b,  ...  15,  3  Parallelkreiso  hochstens  in 
1+U+A+ZaU 


Theile  getheilt  wird,  wovon  nach  No.  3,  (6) 

(18) 
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unbegrenzt,  und  folglieh 

(19)  i—u+A+2un+m 

ganz  bcgrcnzt  sincl,  und  wobei  U  und  A  die  Unionen  und  Amben 
der  Zahlen  a,  b,  c,  ...  2,  und  11  und  SI  die  Unionen  und  Amben 
der  Zahlen  a,  b,  c,  .  .  .  ty,  g  bcdeuten." 

9. 

Sincl  in  der  oben  beschriebenen  Verbindung  von  Geraden  und  Kreisen 
(No.  8)  sowohl  die  a  Geraden  als  die  a  Kreise,  jede  untor  sich,  nicht  pa- 
rallel, so  wird  die  Zahl  der  Theile  der  Ebene  daduroli  um  eben  so  viel 
vergrossert  als  die  Zahl  der  Durchschnittspuncte  betragt,  in  wolchen  so- 
wohl die  Linien  a  als  die  Kreise  a  einander  schneiden,  also  wird  jene 

Zahl  hochstens  um  —  k    _^L_f-a(a  —  1)  vermehrt,  und  daher  folgt: 

JL   .  £i 

,,J)ass  by  cy  dy  .  .-.  z  gerade  Parallelen  und  a  beliebige  Geraden, 
ferner  6,  c,  b,  .  .  .  ty,  g  Parallelkreise  und  a  beliebige  Kreise  zu- 
sammen  die  Ebenc  hochstens  in 


(20) 

Theile  theilen-konnen,  von  welchen 

(21)  2Z7 
unvollkommen,  und  dagegen 

(22)  i_^+j+2^U+2a+- 
ganz  begrenzt  sind," 

10. 

Setzt  man  in  der  voiiiegenclen  Verbindung  von  Geraden  und  Kreisen, 
sowohl 

6==6»  =  rf=-»»=^  =  0, 

als  auch 

B  =  c  =  b  =  ...  =  8  =  0, 

so  findct  man: 

,,Dass  durch  a  beliebige  Geraden  und  a  beliebige  Kreise  die 
Ebene  hochstens  in 

(23)  l+a+2aa+-^: 

Theile  getheilt  wird,  von  welchen 

(24)  2a 
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nur  unvollkommen,  dagegen 

(25)  i_a+2«a+-^?^-+a(a-l) 

-L .  u, 

ganz  bogrenzt  sind." 

11. 

Es  1st  leiclit  einzuselien,  dass  die  Ausdriicke  (11),  (13)  und  (15)  ebon 
sowohl  fiir  die  Kugelflache,  als  fur  die  Ebono  gcltcn,  namlich: 

,,Dass  die  Kugelflache  durch  n  beliobigo  in  ilir  licgcntlo 
Kreisc  hochstens  in 

(26)  2-Hi(n— 1) 
Tlieile  gotheilt  worden  kann;"  und  ferner: 

,,l)ass  die  Kugelflache  durch  a,  b,  c,  b,  ...  j  Parallelkreise 
hochstens  in 

(27)  2+ 2  SI 

und  durch  6,    c,   b,   ...   g  Parallclkreise  und  a  belicbigc  Kreise 
ho clis tens  in 

(28)  2+2§l+a(a-~l) 
Thcile  getheilt  werden  kann." 
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12. 

Dor  Raum  wircl  durch  a  Parallolobcnon  in  1-+- a  Thcile  gotheilt;  (lurch 
cine  zweite  Abtheilung  von  b  Parallelcbenen,  welche  die  erstcreu  durcli- 
schneiden,  nimmt  die  Zahl  der  Kaumtheile  um  J(l-ha)  zu,  (lurch,  cine 
dritte  Abtheilung  von  6'  Parallelebenen ,  welche  die  beiden  crsten  Abthei- 
lungeii  schneidcn,  nimmt  jene  Zahl  hochstens  um  6'(l-t-v*H-^-ha^)  zu, 
niimlicli  durch  jedc  dci'  c  Ebenen  wircl  die  Zahl  der  llaumtlicile  genulo 
urn  ebon  so  viol  vergrossert  als  die  Zahl  der  Theile  betriigt,  in  welche, 
diese  Ebene  durch  die  vorhandencn  Ebenen  getheilt  wird.  Nun  wird  jcdc 
der  c  Ebenen  durch  die  a  und  b  Ebenen  nach  "No.  3,  (5)  in  1-f-a-f- />-f-W> 
Thcile  getheilt,  mid  mithin  wird  durch  sic  die  Zahl  der  RaumtheiM  um  ebon 
so  vicl  vergrossert.  Aus  gleichen  Griinden  steigt  die  Zahl  der  Jiaumilicilc 
clurch  eine  vierte  Abtheilung  von  d  Parallelebenen,  welche  die  vorhandenen 
Ebenen  auf  gehorige  Weise  schneiden,  um  d(l+a+b+c-+~ah+ac-+bc"), 
u.  s.  w.  Daraus  folgt: 

,,Dass  cler  Raum  clurch  a,  b}  cy  d,  ...  y,  z  Parallelebenen, 
von  clencn  jecle  Abtheilung  cine  eigonthiimliche  Richtung  hat, 
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hochstens  in 

1+a 


(29) 


+  c(l+a+b+ab) 

+d(l+a+b+c+ab+ac+bo) 


+z(l+a+b-\ \-y+a~b+ac-\ \-ay+lc-\ 

=  l+U+A+T 

Theile  gethoilt  werden  kann,"  wo  durch  U,  A  und  T  die  Unionen, 
Amben  und  Ternon  der  Zahlen  a,  b,  c,  d?  . . .  y,  z,  d.  h.  die  Sumine  der 
Zahlcn,  die  Summe  aller  Producto  zu  zweien,  und  die  Summe  aller  Pro- 
ducte  zu  dreien,  ohne  Wiederholung,  bedeuten. 

Um'nun  zu  finden,  wie  viele  von  cliesen  Theilen  nur  unvollkominen, 
und  wie  vicle  ganz  begrenzt  sind,  stelle  man  sich  eine  Kugelflaclie  vor, 
welchc  alle  ganz  begrenztcn  Raumtheile  einschliesst.  Diese  Kugelflache 
wird  durch  die  vorhandcnen  Ebenen  gerade  in  eben  so  viele  Theile  ge- 
theilt  als  es  unbegrenzte  Raumtheile  giebt;  es  theilen  aber  die  Ebenen 
die  Kugelllachc  nach  (27)  in  2 +2 A  Theile  (wo  A  die  Amben  der  Zahleii 
a,  b,  cy  dy  . . .  z  vorstellt),  also  1st  auch  die  Zahl  der  unvollkommen 
begrenzten  Raumtheile  gleich 

(30)  24-2-4, 

und  folglich  die  Zahl  der  ganz  begrenzten,  oder  der  Korper 
(inclem  man  (30)  von  (29)  abzieht)  gleich 

(31)  ^i^U—A+T. 

Die  beiden  Ausdriicke  (30)  und  (31)  konnen  iibrigens  auch  auf  ahn- 
liche  Weise  gefunden  werden  wie  die  Formel  (29). 

13. 

Nimmt  man  an,  jede  der  genannten  Abtheilungen  (No.  12)  bestehe 
nur  aus  einer  Ebene,  und  die  Anzahl  der  Abtheilungen  sei  gleich  n,  d.  h., 
nimmt  man  an,  es  sei 

a  =  b  =  c  =  •  •  •  =  z  =  1, 
und  zugieich 

so  ivst  oflenbar 


Also  folgt  (29): 

,,Dass  n  beliebige  Ebenen  den  Raum  hochstcns  in 


(32) 
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Theile  tlieilen  konnen,  von  welchen  (30) 

(33)  2-t-»(»—  1) 

unvollkommen  und  (31) 


-^  ,  ^  -      ,          --      _      --- 

(34)       —  1+n  --  j-g  --  1  --  j-^-g         —  OTs"" 

ganz  begrenzt  sind." 

Wie  man  sieht,  zeigt  die  letzte  Formol  (34)  ganz  richtig  an,  dass 
nicht  weniger  als  4  Ebenen  einen  Korper  bcgrenzen,  und  class  dieselben 
nur  einen  Korper  begrenzen  konncn.  Fomor  lehrt  sic  uns,  dass  5  Ebonon 
auf  einmal  4,  6  Ebenen  auf  cinmal  10,  7  Ebenen  20,  und  z.  B.  100  Ebenen 
auf  einmal  156849  Korper  begrenzen  konncn,  und  zwar  findct  seiches 
allomal  Statt,  wenn  von  den  Ebene'n  nicht  drei  mit  oincr  und 
derselben  Linie  parallel  sind,  und  auch  nicht  viorEbcnon  dtirch 
einen  und  densolbon  Puiict  gehcn. 

14. 

Nimint  man  an,  dass  nur  cinige  Abtheilungcn  cine  einzige  Ebeno.  ent- 
halten,  z.  B.  dass 

=  v  =  s  =  ---  =  £  =  l     und       -\-r+s-\  -----  \-z  =  m 


sei,  und  bezeichnet  die  Unionen,  Amben  und  Ternen  der  Zahlcn  <t}  I),  v,  ^/,  ..  .  /;, 
elclie  die  Anzalil 
lj  und  T19  so  ist 


welclie  die  Anzalil  Ebenen  der  tibrigoii  Abiheiluugen  bezeichnen,  durch  (71? 


—  1) 

~ 


T  - 
_L  — 


woraus  folgt: 

,,Dass  durch  a,  b,  c,  ...  Parallelebenen,  von  donon  jcdo  Ab- 
theilung  cine  besondcro  Richtung  hat,  und  durch  w  boliobi^c 
Ebenen  der  Raum  hochstens  in 


(35) 


mfm — 1)       mfm — lYm — 2) 

.i. — -i — ^__ 

-  - 


Theile  getheilt  wird,  von  denen 
(36)  ' 
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(37) 


ganz  begrenzt  sind.« 


15. 

Worden  die  verschiedenen  Abtheilungen  von  a,  b,  c,  .  .  .  z  Parallel- 
obonon  (No.  12)  von  a  Parallelkugolflachen  (conccntrischen  Kugelflachen) 
durchschnitten,  so  stcigt  dadurch  die  Anzahl  der  Raumtheilo  um  a(24-2^), 
namlich  durch  jode  Kugelflache  gerade  um  eben  so  viel  als  die  Anzahl 
der  Theile  betragt,  in  welche  sie  von  den  vorhandonen  Ebenen  getheilt 
wird,  also  durch  jede  um  2-1-2-4  (No.  12);  durch  eine  zweite  Abtheilung 
von  b  Parallelkugelilachen,  welche  sowohl  die  vorhandenen  Ebenen  als  auch 
die  a  Kugelllachen  durchschneiden,  nimmt  die  Zahl  der  Raumtheile  um 
lb(2-h2-4.H-2aJ7)  zu,  well  namlich  jede  der  b  Kugelflachen  durch  die  vor- 
handenen Ebenen  und  Kugelflachen  nach  (27)  in  2+2  A  -j-2  a  U  Theile 
getheilt  wird,  und  sie  mithin  die  Zahl  der  Raumtheile  um  eben  so  viel  ver- 
mohrt.  Aus  gleichen  Griinden  folgt,  dass  durch  eine  dritte  Abtheilung  von  c 
Parallelkugelflachen,  welche  alle  vorhandenen  Ebenen  und  Kugelflachen  schnei- 
don,  die  Zahl  der  Raumtheile  hochstens  um  c[2-h2-4-h2(aH-B)?7-+-2al6], 
desgleichon  durch  eine  vierte-  Abtheilung  von  b  Parallelkugelflachen,  um 

b[2+2-4+2(aH-B-4-c)Z7-h2al6+2ac-h216c],  u.  s.  w. 

vermehrt  wird.    Daraus  folgt  (No.  12): 

,,l)ass  der  Raum  durch  a,b,c,...z  Parallelebenen,  verbunden 
mit  a,  65  C,  ...  3  Parallelkugelflachen,  hochstens  in 

l+U+A+T 


(38) 


Hj)Z7+2ab-h2acH 


Thoile  getheilt  wird,  von  welchen  (No.  12) 
(39)  2+2-4 
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nur  zum  Theil,  dagegen  die  ubrigen 

ganz  begrenzt  sind."  U,  A,  T  bedeuten  dabei  die  Unionen,  Ambon 
und  Ternen  der  Zahlen  a,  b,  c,  .  . .  z  und,  It,  81,  £  die  Unionen,  Ambon 
und  Ternen  der  Zahlen  a,  6,  c,  . . .  g. 

16. 

Aus  den  allgemeinen  Ausdriicken  (No.  15)  lassen  sich  folgende  spe- 
cielle  ableiten: 
Setzt  man 

a  =  b  =  c  =  "'=z='i     und     a 


dosgleichon 


a  =  b  =  c  =  ---  =  g  =  l    und    a+b+c-i  -----  \-^  =  u, 

so  ist 

(n—ty.        _   w(w—  l)(w—  2) 

- 


und  os  folgt  (38): 

,,Dass  n  beliebige  Ebenen,   verbunden  mit  n  bclicbigen  Ku- 
gelflachen,  den  Raum  hochstens  in 

I        ~f;  973 ^~ 
(41) 

t(u- 


Tlieile  theilen,  von  welchen 

(42)  2+n(»—  1) 

nur  zum  Theil,  und 

±^nl)        «(M  —  !)(»—  2) 


ganz  begrenzt  sind." 

17. 

Reduciren  sich  die  Ebenen  und  Kugelflacheii  nur  von  oinigon  Abthei- 
lungen  auf  eine  einzige  Ebene  oder  Kugelflacho,  z.  B.  so,  dass 

==r==$=='"=£===l     und 
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desgleichen 

q  =  r  =  8  =  —  =  j  =  l    und    q+r-f-SH  -----  hg  =  m, 

so  1st,  wenn  man  die  Unionen,  Amben  und  Ternen  der  (iibrigen)  Zahlen 
a,  b,  c,  .  .  .  p  durch  J715  Al  und  T15  und  der  Zahlen  a,  b,  c,  .  .  .  p  durch 
tt15  5lj  und  Sj  bezeichnet, 


TT  TT 

U=  C/; 


81=  5l1 


l)u   ,    m(m-l)(m-2) 
u1-r  123 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Formeln  (No.  15),  so  folgt: 

,,Dass  cler  Raum  durcli  a.,  by  c,  ...p  Parallelebenen  und  m  be- 
licbigc  Ebenen,  verbunclen  mit  a,  b,  c,  .  .  .  p  Parallelkugelflachen 
und  ut  beliebigen  Kugelflachen,  hochstens  in 


(44) 


^(m— 1)       m(m—  l)(m— 2) 
~T2      H  1.2.3 


Theile  getlieilt  werden  kann,  von  welchen 

(45)  2H-2JJL-fj2w£7;-f-m(m— 1) 

nur  zum  Theil,  und 

+281;  Lri+2U1+2S1 


(46) 


m(m — 1)       m(m — l)(m — 2) 
112       '  TO 

o»^9  iu(m-l)(m-2) 


ganz  begrcnzt  sind," 
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Oder  bezcichnet  man  die  Unionen,  Ambcn  uncl  Ternen  der  Zahlen 
ft,  b,  c,  .  .  .  p  mid  der  ZaM  m  durch  U^  A^  T^  desgleichen  der  Zalilen 
a,  b,  c,  .  .  .  p  mid  der  Zahl  m  durch  U^  3ta5  5£3,  so  1st 


(m—  1)  .  T     ^      m(m—  1) 
j-g  —  ,  4,  =  j£aH  --  j-^  —  U2 


(m-l)m(m-f-l). 

------ 


und  os  verwandoln  sicli  also  die  Ausdriicke  (44),  (45)  uncl  (4G)  in  folgondo: 


m(m—  1)  _^  (^—  l)m(w,-]~-l)  (lU--- 

(    +  "1:2  "  r2:3"~~         ~4  1.2.3 


(48)  2+2  At+m(m—  1) ; 

(49) 


_^v-^_2>.._^>3:j._±^_4..__  ^  2  ^     .  .. 

18. 

Liisst  man  bei  der  Vorbindung  von  Ebenen  und  Kugelllachen  (No.  15) 
nach  und  nacli  allc  Ebenen  bis  auf  cine  einzige  weg,  so  reducirt  sich 
die  Formol  (38)  auf 


Da  nun  die  zuriickbehaltono  Ebene  durch  die  vorhaudenon  Kugclllachon 
in  2-H2SI  Theile  gothoilt  wircl  (13),  so  wircl  durch  ihr  Vorscliwintlou  <lie 
Zahl  der  Ramntheile  obonfalLs  um  2-4-231  vorringerl.  Daraus  fol^l: 

,,Da,ss  der  Raum  durch  a,  6,  C,  . . .  g  1'urallcIkugclflS.ohcn, 
von  denen  jede  Abthoilung  oincn  eigenthiimlichen  Mittclpuuot 
hat,  hochstons  in 

(50)  211+23; 

Theile  gothoilt  wircl,  von  welchen,  wic  sich  unmittolbar  aus  der 
Anschauung  ergiebt,  nur  einer  unendlich,  und  niithin 

(51) 
Theile  ganz  begrcnzt  sind." 


Ueber  die  Theilung  der  Ebene  und  cles  Rattmes.  93 

19. 

Setzt  man 

a  =  b  =  c  =  --=j  =  l, 
und  zugleich 

cH-b-f-<H  -----  hj  =  n, 
so  1st 

*  =  «    und    £  =  ^=, 


und  es  folgt  (No.  18): 

>,Dass  n  beliebige  Kugelflachen  den  Raum  hochstens  in 

(52)  2u+2  n(tt~=^ 


Theile  thcilen  konnen,  von  welchen 

ganz  begrenzt  sind." 

20. 

Reduciren  sich  nur  einigo  Abtheilungen  auf  eine  oinzige  Kugelfliiche, 
z.  B.  so,  class 

und  zugleich  * 

q-HM-8H h8  =  m, 

so  ist,  wenn  man  die  Unionen,  Amben  und  Ternen  der  Zahlen  a,  b,  c, . . .  p 
durch  llj,  3lj  und  Z1  bezeichnet, 

*»* /*w          •*  "N  -w-v /*"»">•          "IN  A**          ON 

m(m— l)  1t       m(m—l)(m—4) 


^23  -  ' 

und  daraus  folgt  (No.  18): 

??Bass  der  Raum  durch  a,  b,   c,   ...  -p  Parallelkugelflachen, 
vcrbunden  mit  m  beliebigen  Kugelflachen,  hochstens  in 

m(m~        —  2) 


(54)  1i-1i 
Theile  getheilt  werden  kann,  von  welchen 

(55)  _i+21J1+23;  ' 
ganz  begrenzt  sind. 
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Oder  bezeichnet  man  die  Unionen  und  Ternen  der  Zahlen  a,  b,  c,  .  .  . 
und  m  durch  U2  und  £25  so  ist 

U^U      und    S  =     +Jll_2J55=i 


wodurcli  man,  anstatt  der  Formeln  (54)  und  (55),   die  beiden  folgenden 
erhalt: 

(56) 
(57)      - 


Leichter  Beweis  eines  stereometriscken  Satzes 

von  Euler,  nebst  einem  Zusatze  zu  Satz  X. 

auf  Seite  12, 


Crelle'a  Journal  Band  I.  S.  364—367. 


Hierzu  Taf.  XIII  Fig.  1. 


Leichter  Beweis  eines  stereometrischen  Satzes 

von  Euler,  nebst  einem  Zusatze  zu  Satz  X, 

auf  Seite  12, 

Bokanntlich  Imt  Euler  zuerst  den  far  die  Thoorie  der  Polyeder  wich- 
tigen  und  fruchtbaren  Satz  aufgestellt  und  bewiesen: 

,,Dass  bei  jedem  von  ebenen  Flachen  begrenzten  Korper  die 
Anzahl  der  Ecken  E  und  die  Anzalil  der  Seitenflachen  F  zu- 
sammen  iinnier  um  2  grosser  sind  als  die  Anzalil  der  Kanten 
Ky  also  dass 

E-+-F  =  K-+-2 
ist." 

Sptiter  hat  Legendre,  mit  Hiilfe  des  Satzes  vom  Inhalte  spharischer 
Vielecko,  oinon  einfachercu  Beweis  des  EulersohQii  Satzes  gcgeben,  welchen 
aucli  z.  B.  M.  llirscli  in  seine  Sammlung  gcometrisclier  Aufgaben  aufge- 
nomxnen  hat.  Bieser  Beweis,  obschon  sehr  sinnreich,  befriedigte  den  Ver- 
fasser  dieses  Aufsatzes  bei  dom  geometrischen  Werke,  an  welchein  er  ar- 
beitet,  cleshalb  nicht,  weil  er  ihn,  seinen  Zwecken  gemiiss,  nicht  unter  die 
ersten  Betrachtungen  liber  die  von  ebenen  Flachen  begrenzten  Korper  auf- 
nohmcn  konnte.  Er  vermuthotc,  dass  ein  so  einfaches  Gresetz  sich  auch 
durch  eine  einiachere  Betrachtung  miisse  beweiscn  lassen,  und  seine  Ver- 
muthung  bcstatigte  sich,  da  er  nicht  allein  selbst  einen  befriedigenden 
Beweis  land,  sondern  auch  spiiter  erfuhr*),  dass  schon  GaucJiy  (XVI.  Galiiev 
des  Journals  der  Ecole  Poly  technique)  zwei  hochst  einfache  und  elementare 
Beweise  dosselbon  Satzes  gegeben  habe,  desgleichen  dass  Professor  Roihe, 
in  dem  Kastnersohoiii  Archiv  der  gesammten  Naturlehre,  Band  IY,  eben- 
lalls  einen  Beweis  des  namlichen  Satzes  mitgetheilt  habe,  den  er  fiir  neu 
halt,  der  es  aber  eigentlich  nicht  ist,  sondern,  der  Hauptsache  nach,  auf 
denselben  Grimden  beruht  wie  der  Ca^c%sche,  nur  dass  ihm  die  Kiirze 


*)  Crelle's  Journal,  Bd.  I.  Seite  228. 
Stein or's  Werke.    I, 
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und  Einfachheit  desselben  mangelt,  Endlich  fand-der  Verfasser,  class 
Gergonne  in  einem  Auszuge  aus  einer  Abliandlung  von  Lhuilier  omen 
eigenthiimlichen  Beweis  des  Satzes  gegeben  hat,  der  in  it  dem  hier  fol- 
genden,  vom  Verfasser  herruhrenden  ,  im  Wesentlichen  fibereinkommt. 
Dieser  Beweis  wird  hier  mitgetheilt,  weil  er  seiner  Einfachheit  wegen 
allgemein  bekannt  zu  sein  verdient. 

Es  sei  im  Eaume  irgend  ein  von  ebenen  Flachen  begrenzter  Korper 
gegeben.  Aus  irgend  einem  Puncte,  der  ausserhalb  desselben,  und  mit 
keiner  seiner  Seitenflachen  in  einerlei  Ebene  liegt,  projicire  man  die  Ober- 
flache  des  Korpers  auf  irgend  cine  beliebige  Ebene,  so  ontsteht  in  dieser 
Ebene  ein  Netz,  wie  z.  B.  Fig.  1,  welches  eben  so  viele  Vieleckc  clersclben 
Gattung,  eben  so  viele  gerade  Linien  und  eben  so  viele  Puncte  (A,  B, 
C>  .  .  .  a,  by  cy  .  .  .  a,  (3,  7,  .  .  .)  hat,  als  der  Korper  respective  Seiten- 
flachen, Kanten  und  Ecken. 

Bezeichnet  man  nun,  wie  oben,  clureh  jP?  K  und  E  respective  die 
Seitenflachen,  Kanten  und  Ecken  des  Korpers,  so  liisst  sich  die  Summe 
der  Winkel  2  aller  Vielecke  des  Netzes  zusammen  auf  folgendo  zwei  Arten 
ausdrticken  : 

Erstlich.  Wenn  man  erwagt,  dass  jodc  Linie  der  Figur  Seite  zweier 
Vielecke  ist,  und  dass  die  Summe  der  Winkel  jedes  Vielecks  so  oft  mal 
2R  (2  Rechte)  betragt  als  es  Seiten  hat,  wenigcr  4R,  mithin  die  Winkel- 
summe  aller  Vielecke  zusammeu  so  oft  mal  4R  ausmacht  als  iu  tier  Figur 
Linien  vorhanden  sind,  weniger  so  oft  mal  4R  als  Vielecke  da  Hind,  so 
folgt,  dass 

(1)  I  =  KAR—FAK 

Zweitens.  Wenn  man  erwagt,  dass  die  Winkel  an  den  Grenxpuncton 
Ay  B}  C,  D,  .  .  .,  welche  zusammen  zwei  mal  die  Winkel  des  Grenzviel- 
ecks  ABCD...  ausmachen,  so  oft  mal  4R  betragen  als  Grenzpuncte  siiul, 
weniger  8R,  und  dass  ferner  um  jeden  ini  Innern  dor  Figur  liegendon 
Punct  a,  b,  c?  d,  ...  a,  J3,  y,  8,  .  .  .  die  Winkelsumme  gerade  4R  betragt, 
also  alle  zu  summirenden  Winkel  zusammen  so  oft  mal  4R  betragen  aLs 
Puncte  A,  By  C,  ...  a,  l>,  cy  ...  a,  p,  7,  .  .  .  vorhanden  sincl,  weniger  8  R, 
so  ist 

(2)  I  =  jB.4R—  8R 
AUH  (1)  und  (2)  folgt,  class 

J5T.4R—  -F.4R  =  jE?.4R—  8R, 
oder 

K—F  =  E—Z, 

oder 


welches  der  EulertiohQ  Satz  ist. 
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Da  jedes  einzelne  Vieleck  des  Netzes  von  einer  Seitenflache  des 
Korpers,  die  ein  Vieleck  .derselben  Gattung  ist,  herriihrt,  so  ist  die  Win- 
kelsumme  aller  Vielecke  des  Netzes  gleicli  der  Winkelsumme  aller  Seiten- 
flachen  des  Korpers,  und  daher  folgt  auch  aus  (2): 

,,Dass  die  Winkelsumme  aller  Seitenflachen  eines  Korpers 
zusammengenommen  so  oft  mal  4R  betragt  als  der  Korper  Ecken 
hat,  weniger  8R." 

Dieser  Satz  ist,  wie  man  sieht,  auf  merkwurdige  Weise  mit  dem  iiber 
die  Winkelsumme  des  Vielecks  in  der  Ebene  analog. 

Eine  grosse  Menge  merkwiirdiger  Folgerungen  aus  dem  obigen  Satze 
nebst  anderen  polyedrischen  Satzen  findet  man  in  zwei  Abhandlungen  von 
Eider,  in  den  Nooi  Gommentarii  acad.  scient.  Petrop.  Tom.  IV.  p.  109 
und  140;  in  den  Elementon  der  Geometrie  von  Legendre  (S.  380  und  409 
der  6iv?ZZ0schen  Uebersetzung);  im  zweiten  Theil  der  Sainmlung  geome- 
trischer  Aufgaben  von  M.  Hirsch  (S.  89 — 100);  in  den  Annales  de  Ma- 
thematiques  von  Gergonne,  Tom.  III.  p.  169,  Tom.  IX.  p.  321,  und 
Tom.  XV.  p.  157.  — 


Ich  schliesse  diesen  Aufsatz  mit  der  nachtraglichen  Bemerkung,  dass 
aich  aus  clem  Satze  X.  auf  Seite  12  leicht  der  folgende  herleiten  lasse: 

5,Wenii  in  einer  Ebene  eine  Ellipse  der  Grosse  und  Lage  nacli  gegeben 
ist,  und  die  Glastafel  in  beliebiger  verandeiiicher  Lage  auf  der  Ebene  senk- 
reclit  stelit,  so  ist  der  Ort  cles  Auges,  von  dem  aus  die  Ellipse  als  Kreis 
auf  der  Glastafel  ersclieint,  eine  Flache  vierten  Grades.  Sind  a,  b  die 
Halbaxen  der  Ellipse,  und  wahlt  man  die  gegebene  Ebene  nebst  den  bei- 
den,  auf  ihr  senkrecht  stehenden  und  durch  die  Axen  der  Ellipse  gehenden 
Ebenen  zu  Coordinaton-Ebenen,  so  ist  die  Gleichung  dieser  interessanten 
Flache 

(A)  a^2z\aY+^^~(^Y+b^ 

Wird  a  gleich  b  gesetzt,  d.^h.,  ist  anstatt  der  Ellipse  ein  Kreis,  dessen 
Radius  gleich  a,  gegeben,  so  reducirt  sioh  die  Flache  auf  den  zweiten 
Grad,  namlich  auf 

(B)  *-f-x*  =  -a\ 

d.  h.  auf  diejenige  Flache  zweiten  Grades,  die  von  einer  gleich- 
seitigen  Hyperbel,  welche  sich  um  ihre  zweite  Axe  herumbe- 
wegt,  beschrieben  wird. 

Es  folgt  daher  umgekehrt  der  nachstehende  Satz: 

*  „ Wird  eine  gleichseitige  Hyperbel  um  ihre  zweite  Axe  herumbewegt, 
so  beschreibt  sie  eine  einfache  hyperbolische  Flache  zweiten  Grades,  und 
die  Scheitel  der  ersten  Axe  beschreiben  einen  in  dieser  Flache  liegenden 

7* 
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Kreis.  Jeder  beliebige  Kegel  nun,  dessen  Scheitel  in  der  Flache  liegt, 
und  welcher  durch  den  Kreis  geht,  ist  so  beschaffen,  dass  die  Ebenen  der 
diesem  Kreiso  antiparallelen  Kreisschnitte  mit  der  genannten  Dreliaxe 
parallel  sind,  und  dass  also  die  Ebenen  irgend  zweier  antiparallelen  Kreis- 
schnitte dieses  Kegels  zu  einander  senfcrecht  sind." 

Wenn  oben  statt  der  Ellipse  eine  Hyperbel,  deren  Halbaxen  ebcnfalLs 
a,  b  sein  solten,  gegeben  ist,  so  erhalt  man  anstatt  der  Flache  (A)  die 
folgende: 

(C)     aW(i  V— ay)+(JVH-ay)(&V—  aY)  =  ^b\b\ir-}~a^^. 

Jede  der  beiden  Flachen  (A)  und  (C)  hat  die  Eigenschaft,  class  sie 
durch  Bewegung  einer  veranderlichen  Curve  zweiten  Grades  crzougt  wird, 
namlich  jede  Ebene,  welche  durch  die  z  Axe  geht,  schneidet  die  Flache 
in  einer  solchen  Curve. 


Verwandlung  und  Theilung  sphariscker 
Figuren  durch  Construction, 


Crelle's  Journal  Band  H.  S.  45—63. 


Hierzu  Taf.  XIII— XVI  Fig.  1—17. 


Yerwandlung  und  Theilung  spharischer 
Figuren  durch  Construction, 


In  den  Elemonten  der  Geometrie  (Anmerk.  X.)  beweist  Legmdre 
den  merkwurdigon  Satz: 

,,dass  die  Sclieitel  aller  spharischen  Dreiecke  fiber  derselben  Grund- 
linic  und  von  gleichem  Flacheninhalte  in  einem  bestimmten  Ideinen 
Kreise  liegen", 

oin  Satz,    wolchon  Le^xell  zuorst   gefunden  hat  (Nova  acta  Petropotitana, 
V.  Band,  I.  Theil). 

Die  kiinstlichen  Ausdriicke,  welche  fur  den  Radius  des  genannten 
Kreises  und  zur  Bestinimung  der  Lage  seines  Mittelpunctes  gefunden  wer- 
den, sind  niclit  geeignet,  die  eigentliche  Lage  des  Kreises  leicht  erkennen 
zu  lassen,  noch  weniger,  denselben  danach  leicht  construiren  zu  konnen. 
Da  aber  auf  diesen  Satz  mancherlei  Untersuchungen  gegriindet  werden 
konnen,  wie  z.  B.  die  Verwandlung  und  Theilung  der  spharischen  Figuren, 
so  war  eine  genauere  Bestimmung  desselben,  so  wie  ein  einfacherer  Beweis, 
sehr  wiinschenswerth.  In  der  That  findet  sich,  dass  der  genannte  Ortskreis, 
ohne  dass  man  nothig  habe,  irgend  welche  Rechnung  zu  Htilfe  zu  nehmen, 
unmittelbar  construirt  werden  kann,  und  dass  auch  der  Satz  selbst  durch 
eine  ganz  elementare  Betrachtung  sich  beweisen  lasst. 

In  dem  Folgenden  soil  daher  der  L^^Zsche  Satz  dahin  vervollstan- 
digt  werden: 

,,dass  der  Ort  der  Scheitel  aller  spharischen  Dreiecke  iiber  der- 
selben Grundlinie  und  von  gleichem  Flacheninhalt  ein  bestimmter 
klciner  Kreis  ist,  .welcher  durch  die  beiden  Gegenpuhcte 
der  Endpuncte  der  Grundlinie  geht." 

Hiernach  ist  alsdann  der  Ortskreis  leicht  zu  construiren,  und  dadurch 
wird  man  in  den  Stand  gesetzt,  durch  Hiilfe  dieses  Satzes  eine  Reihe  von 
Aufgaben  iiber  Verwandlung  und  Theilung  der  spharischen  Figuren  zju 
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losen,  welche  donen  bci  geradlinigen  Figuron  in  der  Ebono  analog  sind, 
d.  h.,  man  kann  alsdami  durch  blosse  Construction  jecles  belicbigc  spharische 
Polygon  successive  in  ein  Dreieck  oder  Zweicck,  odor  auch  in  ein  spha- 
risches  Quadrat  verwandehi,  dcsgleichen  jcdos  gegebene  spharische  Dreieck 
(oder  Polygon)  von  einem  gegebencn  Puncte  aus  in  zwei  gleiclie  Thcile, 
oder  nach  sonstigen  Bedingungen,  theilen. 

2. 

Jeder  Krcis  auf  der  Kugelflache,  dessen  Ebone  durch  den  Mittclpunct 
der  Kugel  geht,  lieisse  ein  Hauptkrcis,  jeder  andere  dagegen  Sphiiren- 
krois  oder  auch.  schlechthin  Kreis.  Der  Bogon  eines  Llauptkrcises  aus 
dem  Pol  eincs  Spharenkreises  bis  an  irgond  einen  Punct  der  Periplierie 
cles  letzteren  heisso  spharischcr  Radius  clesselben.  Ein  durch  2,  3,  4,  ... 
Hauptkreis  -  Bogen  bcgrenzter  Theil  der  Kugelllache  lieisse  spharisches 
Zweieck,  Dreieck,  Viereck,  . . .,  wie  gewohnlich.  Ein  Hauptkreis,  der  einen 
anderen  Kreis  bertihrt,  heisso  spharische  Tangentc  an  letzteren. 

Die  Satze:  ,,dass  die  spharisclicn  Tangcnten  eines  Sphiirenkreises  auf 
dern  zugehorigen  sphiirisclien  Radius  sonkrccht  steheir,"  —  ,,dass  der  Durch- 
schnittspunct  zwoior  spharischen  Tangenten,  die  denselbcn  Kreis  bcriihren, 
gleich  weit  von  boidcn  Beriihrungspuncten  entfernt  ist;"  —  ,,uii(l  dass  ini 
gieichschenkligen  sphiirisclien  Dreieck  die  Winkol  an  der  (iruiullinio  ciu- 
ancler  gleich  sind,  mid  umgekehrt;"  sincl  leicht  zu  beweisen  untl  aus  der 
Elemen targe ometrie  bekannt. 

3. 

In  einen  boliobigcn  Sphiirenkrois,  dcssen  Pol  M  ist  (Fig.  1),  sei  oin 
spharisches  Viereck  A  B CD  cingeschrieben.  Nach  den  Eckon  dos  Vi<».ro<}ks 
ziehe  man  die  spharischen  Radien  MAy  Mil,  AKJ,  Ml),  welche,  <la  sio 
oinandcr  gleich  sincl,  mit  den  Soiton  des  Vierocks  vier  glojchschonkli^o 
Dreiecke  AMJB,  BMC  , . .  bilden,  in  denon  die  Winkel  an  don  Gruu<l» 
linien  einandor  gleich  sind  (No.  2),  so  dass 

a  =  [5;     yJ  =  |3J;     T  =  5;     a[  =  ol; 
uncl  folglich 

oder 

das  hcisst:  ,,bei  jedcm  spharischen  Viereck  im  Kreise  sind  die 
Summen  der  zwei  Paare  gegciuiber  liegender  Winkel  cinaudor 
gleich"*).' 


*)  Diescr  Satz  ist  nur  oin  spociollor  Fall  von  dcrn  allgomoinorcn  Satxc:  ,,Bci 
jedom  sphiirisclien  2«Eck  im  Kroiso  ist,  wciiii  man  die  Wirikel  der  Ord- 
nung  nach  numerirt,  dieSumrne  dorWinkel  mit  goradonNuinmorn  gleich 
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4 

Zioht  man  in  dem  spharischen  Viereck  ABCD  (Fig.  2)  im  Kreise 
die  spharische  Diagonale  AC,  so  hat  man  zufolge  des  vorliegenden  Satzes- 

a+c  —  jg  _  j)  —  a  —  ^ 
E  ben  so  hat  man 

ai+cl—Bl  =  D—  a—  7, 
und  mithin 


da,  hoisst:  ,,Bei  alien  spharischen  Droiecken  ABC,  ABfi,  .  .  ., 
woloi-o  iiber  dor  namlichen  spharischen  Sehne  AC  und  auf  der 
namlicu'm  Scito  in  einen  Spharenkreis  beschrieben  werden,  ist 
der  Unteischied  zwischen  dem  Winkol  (B,  j5p...)  an  der  Spitze 
und  der  Summe  der  Winkel  (a-\-c,  a^c^  ...)  an  der  Grundlinie 
constant."  Und  umgekehrt: 

,,Der  Ort  der  Scheitel  ($;/?15...)  aller  spharischen  Dreiecke 
ABC*,  AJBtC,  ...  iiber  der  namlichen  Grundlinie  A  C,  bei  welchen 
der  Unterschicd  zwischon  dem  Winkel  an  der  Spitze  und  der 
Summe  der  Winkel  an  der  Grundlinie  gloich  ist  einer  gegebenen 
Grosse,  ist  ein  bestimmter  Spharenkreis,  welcher  durch  die  End- 
puncto  A,  C  der  Grundlinie  geht.a 

Nimmt  man  an,  die  Grundlinie  AC  gehe  durch  den  Pol  M  des  Kreises, 
so  folgt,  vermogo  der  gleichschenkligen  Dreiecke  AMB  und  JBMC,  dass 

B  =  a+c, 
d.  h. 

,,Bei  jedcm  in  einen  Spharenkreis  beschriebenen  spharischen  Dreiecke, 
das  den  spharischen  Durchmesser  des  Kreises  zur  Grundlinie  hat,  ist  der 
Winkel  an  der  Spitze  gleich  der  Summe  der  Winkel  an  der  Grundlinie  f 
und  umgekehrt:  ,,cler  Ort  der  Scheitel  aller  spharischen  Dreiecke  iiber  der 
namlichen  Grundlinie,  bei  welchen  der  Winkel  an  der  Spitze  gleich  ist  der 
Summe  der  Winkel  an  der  Grundlinie,  ist  die  Peripherie  des  Spharen- 
kreises,  welcher  die  Grundlinie  zum  spharischen  Durchmesser  hat." 

5. 

Es  sei  ABC  (Fig.  3)  ein  beliebiges  spharisches  Dreieck.  J15  5t  sollen 
die  Gegenpuncte  von  A,  B,  also  die  Bogen  ACA^  BCB^  halbe  Haupt- 
kreise  sein,  so  finden  zwischen  den  Winkeln  der  beiden  spharischen  Divi- 


der Summe  der  ubrigen,"  wolcher  sich  auf  gleiche  Weise  beweisen  lasst.  Es  steht 
ihm  ein  anderer  Satz:  ^Boi  jedem  spharischen  2«Eck  um  den  Kreis  ist  die 
Summe  derSeiten  mit  geraden  Nummern  gleich  der  Summe  der  iibrigen," 
gegeniiber,  welcher  eben  so  leicht  zu  beweisen  ist. 
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ecke  ACB  und  A1CB1  folgende  Beziehungen  Statt: 

0  =  ^;     a  =  ^;     P  =  i,, 

und  da 

a+a  =  6-hp  =  2R  (2  Rechte), 
«o  1st  auch 

und  folglich 

d.  h.  ,,bleibt  die  Summe  a~\-b+c  constant,  so  bleibt  auch  der  Untcr- 
schied  cl — (X-f-^)  constant." 

Nun  folgt  aus  dem  bekannten  Satze,  wonach  der  Flacheninhalt  eincs 
spharischen  Dreiecks  aus  der  Summe  seiner  drei  Wink  el  gefimdcn  wircl, 
dass  fur  alle  spharischen  Dreiecke  ABC  liber  dersclbcn  Grundlinie  AB 
und  von  gleichem  Flacheninhalt  die  Summe  der  drei  Winkel  (V*-4-6-Hr) 
constant  bleibt.  IJaher  bleibt  auch  in  den  zugohorigon  Dreiecken  A/-!^ 
der  Unterschied  ct — (X-f-^),  d.  h.  der  Unterschied  zwischen  clem  Winkel 
(tfj  an-  der  Spitze  und  der  Summe  (^-h^)  c^or  Winkel  an  der  Grundlinie, 
constant,  folglich  ist  der  Ort  des  Scheitels  C  die  Peripherie  cines  8pha,ren- 
kreises,  der  durch  die  Puncte  A^  Bl  geht  (No.  4).  Daraus  folgt  der  nach- 
stehende  merkwiirdige  und  fruchtbare  Satz: 

,,I)er  Ort  der  Scheitel  aller  spharischen  Dreiecke  AIM?  fiber 
derselben  Grundlinie  AB  und  von  gleichem  Fliicheninliali.  isi 
die  Peripherie  eines  bestimmten  Spharenkreises,  der  (lurch  dio 
G egenpuncte  A^  B{  der  Endpunctc  A,  B  der  gemeinschuftlichcn 
Grundlinie  geht." 

0. 

Bleibt  also  die  Grundlinie  AB  cles  spharischen  Dreiecks  AIM?  un- 
veriindert,  bewegt  sich  abor  soin  Scheitel  C  in  der  Peripherie  des  K wises 
A^CB^  so  bleibt  sein  Flacheninhalt  constant.  N abort  sich  der  Scheitel  (I 
einem  der  beiden  Puncte  A^  B^  z.  B.  dem  Puncte  Bi:  bis  or  omUicli  mil 
ihni  zusammenfallt,  so  fallt  der  Bogen  AC  mit  AB^  zuHaminou,  mid  da 
CB^  gleich  Null  wird,  so  geht  BC  in  den  lialben  Hauptkreis  HJ)/^  fiber, 
welcher  den  Kreis  AlCBl  in  B^  beriihrt  Daher  folgt,  dass  der 
Flacheninhalt  des  Dreiecks  ABC  gleich  ist  dem  Flacheninhalt 
des  Zwoiocks  BAB^DB  odor  ABA^A,  dessen  cine  Seitc  BDI^ 
oder  AEAl  den  Ortskreis  AlCBi  in  Bl  odor  Al  beriihrt. 

Es  kann  noch  bemerkt  werden,  class,  wonn  die  Grundlinie  AB  und 
der  Flacheninhalt  des  spharischen  Dreiecks  ABC  gegobon  sind,  daniji 
eigentlich  zwei  Ortskreise  fur  den  Scheitel  C  Statt  fiuden,  indem  man 
sich  das'  Dreieck  auf  zwei  verschiedenen  Seiten  der  Grundlinie  denkeii 
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kann;  beide  Ortskreise  sind  aber  nothwendiger  Weise  einander  gleich, 
schneiden  einander  in  den  Puncten  Al,  B^  ihre  Ebene  bilden  mit  der 
Ebene  dcs  Hauptkreises  ABA1B1  gleiche  Winkel,  und  die  Gerade,  welche 
ihre  Pole  verbindet,  stelit  auf  der  letzteren  Ebene  senkrecht.  In  dem  be- 
sonderen  Falle,  wo  die  Summe  der  Winkel  des  Dreiecks  gleich  vier  Rechten 
1st,  d.  h.  wo 

a-±-b-\-c  =  4R, 

1st  6-j  gleich  a>l-\-bl  (No.  5),  und  daher  ist  AlBl  ein  spharischer  Durch- 
inesser  fur  jeden  der  beiden  genannten  Ortskreise  (No.  4);  folglich  fallen 
boide  Ortskreise  in  einen  einzigen  zusammen,  dessen  Ebene  zu  der  Ebene 
des  Hauptkreises  ABA1B1  senkrecht  ist. 

7. 

Es  sei  P  (Fig.  4)  der  Pol  des  Hauptkreises  ABA&,  und  EPF  der- 
jenigo  Hauptkreis,  welchcr  die  Puncte  B,  Bl  zu  Polen  hat.  Man  ziehe 
aus  Bl  durch  den  Poll/  dos  Ortskreises  A1CJ31  den  Quadranten  B^MG-, 
und  beschreibe  mit  ihm  aus  dem  Pole  (?  den  Hauptkreis  B^B,  so  hat, 
da  diosor  Hauptkreis  den  Kreis  A{CB^  in  Bl  berfilirt,  weil  GrMBi  /AI 
DB,  senkrecht  ist  (No.  2),  das  Zweieck  BDB^AB  mit  dem  Dreieck  ABC 
gleichen  Flacheninhalt.  Nun  ist  der  Bogen  DE  das  dii^ecte  Maass  fixr  den 
Flacheninhalt  des  Zweiecks  BAB^B,  und  da  die  Quadranten  PE  und 
G-D  einander  gleich  sind,  also  auch  DE  gleich  PGr  ist,  so  ist  auch  der 
Bogen  PG-  ein  directes  Maass  fur  den  Flacheninhalt  des  Zweiecks  BAB^B 
ocfcr  des  Dreiecks  ABC;  d.  h.  in  demselbon  Verhaltniss,  in  welchem  sich 
cler  Flacheninhalt  des  Dreiecks  andert,  andert  sich  auch  der  ihm  zugehorige 
Bogen,  und  umgekelirt ,  so  dass  also  einem  Dreieck  von  doppeltem  Flachen- 
inhalt ein  zweimal  so  grosser  Bogen  entspricht.  Stehen  also  z.  B.  iiber 
derselben  Grimdlinie  AB  zwei  Dreiecke  ABC\w&  ABC^  deren  Flachen- 
inhalte  sich  verhalten  wie  mm,  und  entsprechen  ihnen -respective  die 
Puncte  Gr,  (?17  so  ist  auch 

PGr-.PG,  =  n:m, 

und  umgekehrt. 

Kann  man  also  den  Bogen  PG-  in  (rt  so  thoilen;  dass  PG-:PG-l  irgend 
einem  gegebenen  Verhaltnisse  n:m  gleich  ist,  so  kann  man  auch  ein 
Dreieck  ABC\  finden,  welches  mit  dem  gegebenen  Dreieck  ABC  einerlei 
Grondlinie  und  in  Hinsicht  des  Flacheninhalts  das  namliche  gegebene  Ver- 
haltniss hat. 


Aus  dem  Bisherigen  ergeben  sich  unter  anderen  zunachst  die  Losungen 
folgender  Aufgaben: 
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I.  Aufgabe.    ?,Ueber  der  Grundlinie  AB  eines  gegebenen  spharischen 
Dreiecks  ABC  ein  gleichschenkliges  Dreieck  zu  errichten,  welches  mit 
jenem  gloichen  Flacheninhalt  hat." 

Man  lege  durch  den  Sclieitel  C  des  gegebenen  Dreiecks  und  durch 
die  Gogenpuncte  A^  Bi  der  Endpuncte  seiner  Grundlinie  den  Ortskreis 
A1CB1  und  errichte  aus  der  Mitte  der  Grundlinie  zu  dieser  ein  en  spha- 
rischen  Perpendikel,  so  ist  der  Durchschnittspunct  dieses  Perpendikcls  und 
jencs  Ortskrcises,  zufolgo  des  Obigen,  der  Scheitel  des  zu  construirenden 
,  gleichschenldigen  Dreiecks. 

II.  Aufgabe.     wUebor   der  Grundlinie  AB   eines   gegebenen    spha- 
rischen  Dreiecks  A  B  C  ein  anderes  Dreieck  zu  errichten,  welches  mit  ihm 
gieichen  Flacheninhalt  und  entweder  (Fall  1)  an  der  Grundlinie  einen  rechten 
oder  irgend  einen  gegehenen  Winkel  a,  odor  (Fall  2)  cine  gegobene  Seito  hat." 

Auflosung  und  Bcweis  sincl  leicht  zu  linden.  Fiir  den  Fall  (2)  ist  die 
Auflosung  nicht  immor  moglich. 

III.  Aufgabe.      ,,Ein   spharisches   Dreieck   zu    find  on,    welches   mit 
cinem  gegebenen  spharischcn  Dreieck  ABC  dieselbe  Grundlinie  AB  und 
gieichen  Flacheninhalt  hat,  und  desseu  Spitze  in  einem  gegebenen  Haupt- 
kreise  K  liegt." 

Man  construire  den  Ortskreis  A{CB^  so  schneidet  clieser  den  gege- 
benen llauptkreis  K  in  denjenigen  zwei  Puncton,  in  welchen  allein  die 
Spitzo  des  zu  construirenden  Dreiecks  liogon  kauri;  schneidet,  or  ihn  nicht, 
so  jst  die  Auilosung  der  Aufgabe  immoglich. 

JV.  Aufgabe.  ,5Ein  gegobenes  spharisches  Dreieck  ABC  in  (Mil 
Zweieck  zu  verwandeln,  d.  h.5  ein  Zweieck  zu  iinden,  welchc^s  mit  dem 
Dreieck  gieichen  Flacheninhalt  hat." 

Man  suche  clen  Pol  M  des  Ortskreises  A{t>B{  (Fig.  4),  ziehe  den 
spharischen  Radius  7I//^  und  orrichto  /?rZ)/^  sonkrecht  zu  MBn  so  ist 
BDB^AB  das  vorlangte  Zweieck  (No.  7). 

V.  Aufgabe.  ,,Ein  sphaiisches  Dreieck  zu  construiren,  (lessen  Grund- 
linie gegeben  ist,  und  welches  mit  einom  gegebenen  «j)harischon  I)n».io.Cik 
ABC  einen  Winkel  gemcin  uncl  mit  ihm  gieichen  Flncheninhalt  hat.u 

Es  sei  AD  (Fig.  5)  die  gcgobono  Grundlinie  des  zu  oonstruironden 
Dreiecks,  und  A  soi  der  beiden  Dreiecken  angehorige  Winkel.  Man  ziehe 
clen  llauptkreis  CD,  und  construire  nach  (III)  das  Dreieck  (1DK,  wolchos 
mit  dem  gegebenen  Dreieck  CDB  gleichon  Flacheninhalt  und  die  Grund- 
Imie  CD  gemein  hat,  und  (lessen  Scheitel  E  in  dem  gegebeuoa  Ilaunt- 
krcise  AC  liegt,  so  ist  ADE  clas  gesuchte  Dreieck.  Demi  ist 

A  CDB  =  &CDE, 
so  ist  auch 

=  ADFJ3, 
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und  folglich  auch 

&ABC  =  AADE. 

VI.  Aufgabe.     ,,Ein  spharisches  Dreieck  zu  construiren,  welches  mit 
einem   gegebenen   spharischen  Dreieck  ABC  gleichen  Flacheninhalt  hat, 
und  von  dessen  Seiten  zwei  der  Grosse  nach  gegeben  sind." 

Diese  Aufgabe  lasst  sich  sowohJ  durch  wiederholte  Anwendung  von  (II,  2) 
losen,  als  auch  mittelst  (V)  auf  (II,  2)  zuruckfiihren.  Uebersteigt  der  genannte 
Flacheninhalt  eine  bestimmte  Grenze,  so  ist  dieLosung  der  Aufgabe  unmoglich. 

VII.  Aufgabe.    ,,Ein  spharisches  Dreieck  zu  construiren,  welches  mit 
einem   gegebenen  spharischen  Dreieck  ABC  gleichen  Flacheninhalt   hat, 
und  von  welchem  eine  Seite  und  ein  Winkel  der  Grosse  nach  gegeben  sind." 

Diese  Aufgabe  liisst  sich,  wie  die  vorige,  durch  Hiilfe  von  (II,  1)  und 
(V)  losen. 

VIII.  Aufgabe.     ?,Ein  gegebenes   spharisches  Viereck  in  ein  spha- 
risches Dreieck  zu  verwandeln,   d.  h.  ein  Dreieck  zu  construiren,  welches 
mit   clem  Viereck    eine  Seite   und   einen  Winkel  gemein,  und  mit  ihm 
gleichen  Flacheninhalt  hat." 

Es  sdABGD  (Fig.  6)  das  gegebene  Viereck.  Man  ziehe  eine  spha- 
rische  Diagonale  DB  und  verlangere  an  dem  einen  Endpuncte  derselben 
eine  Seite  des  Vierecks,  z.  B.  in  B  die  Seite  AB  nach  E  Mn,  und  construire 
sodann  nach  (III)  das  Dreieck  DBE,  welches  mit  dem  Dreieck  DBC  liber 
derselben  Grundlinie  DB  steht  und  gleichen  Flacheninhalt  hat,  und  dessen 
Scheitcl  E  in  der  Vcrlangerung  der  Seite  AB  liegt;  so  ist  AED  das  ge- 
suclito  Dreieck,  welches  mit  dem  Viereck  ABCD  gleichen  Flacheninhalt, 
und  den  Winkel  A  und  die  Seite  AD  gemein  hat. 

IX.  Aufgabe.     5,Irgend   ein   gegebenes    spharisches  Vieleck   in   ein 
aiuleres  zu  verwandeln,  welches  eine  Seite  weniger  hat." 

Diese  Aufgabe  wird  auf  ganz  ahnliche  Weise  gelost  wie  die  vorige. 

Hieraus  folgt: 

,,Dass  man  durch  blosse  Construction  jedes  gegebene  spha- 
rische  Vieleck  in  ein  spharisches  Vieleck  irgend  einer  Gattung 
mit  einer  kleineren  Anzahl  Seiten,  folglich  jedes  gegebene  spha- 
rische  Vieleck  in  ein  Dreieck  oder  Zweieck  verwandeln  kann. " 

9. 

Ferner  ergeben  sich  aus  den  obigen  Betrachtungen  die  Losungen  fol- 
gender  Aufgaben. 

I.  Aufgabe.  ,,Etn  gegebenes  spharisches  Dreieck  durch  Binen  Haupt- 
kreis  aus  einem  seiner  Winkel  in  zwei  gleiche  Theile  zu  theilen." 

Es  sei  ABC  (Fig.  7)  das  gegebene  Dreieck.  Man  construire  den 
Ortskreis  AtCB^  dessen  Pol  If  ist.  Aus  dem  Pol  B  ziehe  man  den  Haupt- 
kreis  EPGF.  Ferner  ziehe  man  den  Hauptkreis  DPMD1  so,  dass  er 
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zu  der  Grundlinie  AB  senkrecht  1st  und  sic  in  D  halbirt;  alsdann  ist  P 
dor  Pol  des  Hauptkreises  ABAiI3l,  Endlich  zielio  man  don  Quadranton 
B^AJG,  halbire  PG-  in  G[:  ziehe  den  Quadranton  G-^^B^  wclcher  den 
Hauptkreis  DPMDl  in  Ml  schneidet,  und  ziehe  aus  dcm  Pole  AIl  mit 
dem  spharischen  Radius  J^-Bj  don  Spharenkrois  BfiaA^  so  ist,  zufolgo 
(No.  7),  sowohl  das  spharische  Dreieck  ABa,  als  auch  ABb}  halh  so  gross 
als  das  gegebene  Dreieck  ABC,  und  folglich  leistet  jeder  der  beiden  Haupt- 
kreise  Aa  und  Bb  der  vorgelegten  Aufgabe  Geniige. 

Es  sei  Gc  der  dritte  Hauptkreis,  welclier  das  gogebeno  Dreieck  ARC, 
der  Aufgabe  gemiiss,  halbirt,  und  6';  sei  der  Gegenpunct  cles  Scheitels  6', 
so  liegen  also,  vermoge  der  vorstohondeu  Auflosung,  sowohl  die  vicr  Puncte 
AV  J51?  by  a,  als  auch  515  6'j,  <?,  i,  so  wie  aucli  6'J?  yl]5  a,  c  in  eiiiem 
Kreiso.  Da  die  Ebenen  diesor  drei  Kreise  einander  im  Allgomeincn  in 
einem  Puncte  0  schnoiden,  so  treflen  auch  die.  drei  Gcradcn  Ava,  ///^  (\c, 
in  welchen  die  namlichen  Ebenen  einander  schneiden,  in  dcmselbeu  Puncte  0 
zusammen,  und  folglich  schneiden  die  Ebenen  der  drei  Hauptkreisc  AaA^ 
BbBl,  Cc€l  einander  in  einem  und  dcmselbcn  Durchmesser  SQO  der 
Kugol,  welcher  durch  den  Punct  0  geht,  so  dass  folglich  die  drei  Haupt- 
kreise  Aa,  Bb,  Cc  einander  in  einem  und  demsclbon  Puncte  Q  schneiden. 
Daraus  folgt  der  nachstehende  merkwiirdige  Satz: 

,,Die  drei  Hauptkrcise  (A a,  Bb,  ft-),  von  denen  jeder  durch 
einen  Winkel  eines  gegebenen  spharischen  Dreiecks  (AIi(!)  i^eht 
und  die  Flache  desselben  halbirt,  treffen  einander  in  einom  und 
dcmselbeu  bcstimmton  Puncte  Q.u 

Durch  irgcnd  zwei  der  drei  Hauptkrcise  ist  demnach  der  dritte  un- 
mittelbar  gegeben. 

Der  Yorstehende  Sate  findet  bckanntlich  auf  aualoge  Weise  bcim 
geradlinigen  Dreieck  statt,  bei  wclchem  der  Punct  (Q),  in  welclumi  die 
drei  Halbirungslinien  einander  schneiden,  zugleich  die  Eigenschaft  hut,  dass 
er  der  Schwerpunct  der  Flache  des  Dreieeks  ist. 

II.  Aufgabe.     wEin  gegebencs   spharischcs  Dreieck    von  einem   l>e- 
liebigen  Puncte  aus,  der  in  einer  seiner  Sciten  liegt,  durch  einen  Hauptkreis 
in  zwei  gleiche  Theile  zu  theilen." 

Es  sei  ABC  (Fig.  8)  das  gegebene  Dreieck  uncl  D  der  gegebene  Punct. 
Man  tlieile  das  Dreieck  aas  einem  Winkel,  z.  B.  aus  A,  durch  den  Haupt- 
kreis Aa  in  zwei  gleiche  Theile  (I)  und  verwandle  nach  (No.  8,  III)  das 
spharische  Dreieck  ADa  in  DaE,  so  theilt  der  Hauptkreis  DE  das  ge- 
gcbene  Dreieck  in  zwei  gleiche  Theile. 

III.  Aufgabe.    ?,Ein  gegebenes  spharisches  Viereck  durch  einen  Haupt- 
kreis aus  einem  seiner  Winkel  in  zwei  gleiche  Theile  zu  theilon." 

Es  sei  ABCD  (Fig.  9)  daa  gegebene  Viereck.  Dasselbe  soil  z.  15. 
aus  clem  Winkel  A  durch  einen  Hauptkreis  in  zwei  gleiche  Theile  go- 
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theilt  werden.  Man  verlangere  die  Seite  EC  nach  E  hin,  mache,  nach 
(No.  8,  III),  das  Dreieck  ACE  gleichflachig  mit  ACD  und  theile  das 
Dreieck  AEB  durch  den  Hauptkreis  AF  in  zwei  gleiche  Theile  (I),  so 
ist  auch  AAFB  gleich  Viereck  AFCD,  folglich  leistet  der  Hauptkreis 
AF  der  Aufgabe  Geniige.  Hatte  man  statt  der  Seite  BC  die  Seite  DC 
nach  El  bin  verlangert,  &ACEl  gleich  &ACB  gemacht  und  durch  den 
Hauptkreis  AF1  das  Dreieck  ADEl  halbirt,  so  miisste  man  alsdann 
noch  das  Dreieck  A CF1  in  ACF  verwandeln,  um  den  Hauptkreis  AF  zu 
finden,  welcher  die  Forderung  der  vorgelegten  Aufgabe  erfiillt. 

Ha^  man  erst  einen  Hauptkreis  AF  gefunden,  so  lassen  sich  daraus, 
mit  Hiilfe  von  (No.  8,  III),  die  drei  iibrigen  Hauptkreise,  welche  aus  den 
drei  iibrigen  Winkeln  B,  C,  D  das  Viereck  halMren,  leicht  finden. 

IV.  Aufgabe.    ,,Ein  gegebenes  spharisches  Viereck  durch  einen  Haupt- 
kreis, welcher  durch  einen  in  einer  Seite  desselben  gegebenen  Punct  geht, 
in  zwei  gleiche  Theile  zu  theileri." 

Es  sei  ABCD  (Fig.  10)  das  gegebene  Viereck  und  E  der  gegebene 
Punct.  Man  theile  z.  B.  aus  dem  Winkel  A  durch  den  Hauptkreis  AF 
das  Viereck  in  zwei  gleiche  Theile  (III)  und  verwandle  hierauf  das  Dreieck 
EFA  in  EFGr,  so  theilt  der  Hauptkreis  EGr  das  gegebene  Viereck  in 
zwei  gleiche  Theile. 

V.  Aufgabe.    3,Ein  gegebenes  spharisches  Vieleck  durch  einen  Haupt- 
kreis aus  einem  seiner  Winkel  in  zwei  gleiche  Theile  zu  theilen." 

Es  sei  z.  B.  das  Funfeck  ABODE  (Fig.  11)  gegeben,  welches  aus 
clem  Winkel  A  durch  einen  Hauptkreis  AH  in  zwei  gleiche  Theile  ge- 
theilt  werden  soil. 

Man  verwandle  das  gegebene  Funfeck  in  das  Viereck  AFDE,  theile 
dieses  Viereck  durch  den  Hauptkreis  A  G  in  zwei  gleiche  Theile  (III)  und 
verwandle  das  Dreieck  ADG-  in  AD II  (No.  8,  III),  so  theilt  der  Haupt- 
kreis AH  das  gegebene  Funfeck  in  zwei  gleiche  Theile. 

Hat  das  gegebene  Vieleck  mehr  als  fiinf  Seiten,  so  verfahrt  man  auf 
ahnliche  Weise. 

VI.  Aufgabe.    ,,Ein  gegebenes  spharisches  Vieleck  aus  einem  Puncte, 
der  in  einer  seiner  Seiten  gegeben  ist,    durch  einen  Hauptkreis  in  zwei 
gleiche  Theile  zu  theilen." 

Diese  Aufgabe  wird  mit  Hiilfe  von  (V)  gerade  so  wie  die  Aufgabe  IV 
mit  Hiilfe  von  (III)  gelost. 

VII.  Aufgabe.    ,,Ein  gegebenes  spharisches  Dreieck  (Fall  1)  von  einem 
seiner  Winkel  aus,  oder  (Fall  2)  von  einem  in  einer  seiner  Seiten  gegebenen 
Puncte  aus  durch  Hauptkreise  in  4,  8,  16,  ...  gleiche  Theile  zu  theilen." 

Der  Fall  (1)  erfordert  nur  eine  wiederholte  Anwendung  der  Aufgabe  (I). 
Der  Fall  (2)  dagegen  erfordert  die  Anwendung  von  (I)  und  (IH).  Soil  z.  B. 
das  Dreieck  ABC  (Fig.  8)  aus  dem  Puncte  D  in  vier  gleiche  Theile  ge- 
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theilt  werden,  so  theile  man  dasselbe  zuerst  durch  den  Hauptkreis  DE 
in  zwei  gleiche  Theile;  und  hierauf  theile  man  sowohl  das  Dreieck  DEC1, 
als  auch  das  Viereck  DEBA  von  D  aus  in  zwei  gleiche  Theile  (1  und 
III),  so  hat  man  die  Forderung  cler  Aufgabe  erfiillt. 

Auf  dieselbe  Weise  kann  das  Viereck  u.  s.  w.  getheilt  werden. 

Da  man  einen  gegebenen  Winkel  oder  einen  gegebenen  Krcisbogen 
durch  Construction  nicht  in  drei  gleiche  Theile  theilen  kann,  so  kann 
auch  das  spharische  Dreieck  durch  blosse  Construction  nicht  in  drei  gleiche 
Theile  getheilt  werden  (No.  7)  uncl  (I).  Wohl  abor'  kann  umgekehrt  ein 
gegebenes  spharisches  Dreieck,  nur  durch  Construction,  beliebig  ^verviel- 
facht  werden  (No.  7). 

VIIL  Aufgabe.  ,,Von  einem  gegebenen  spharischen  Dreieck  cin  Stuck 
abzuschneiden,  welches  mit  einem  anderen  gegebeuen  spharischen  .Dreieck 
gleichen  Flacheninhalt  hat." 

Es  soil  z.  B.  von  dem  Dreieck  ABC  (Fig.  12)  ein  Stuck  abgesclmitten 
werden,  welches  mit  dem  Dreieck  ADE  gleichen  Flacheninhalt  hat.  Man 
verlangere  AE  nach  F  hin  und  vcrwandlo  das  Dreieck  BED  in  HEF 
(No.  8,  III),  desgleichen  das  Dreieck  AJ3F  in  ABG,  so  ist  dieses  I)m- 
eck  ABG  das  verlangte  abzuschneidende  Stiick  (vergl.  No.  8,  VII). 

Auf  ahnliche  Weise  kann  man  von  einem  gegebenen  spharischen  Viel- 
eck  ein  Stiick  abschneiden,  welches  einen  gegebenen  Flacheninhalt  hat. 

10. 

Um  ein  spharisches  Dreieck,  oder  iiborhaupt  ein  spharisehes  Vieloek, 
von  einem  in  dor  Kugeldaclio  beliebig  liegenden  Puncte  aus  in  zwei  gleiche 
Theile  theilen  zu  konnen,  sind  einige  JJiilfssa'tzo  uothwcudig,  die  wir  un 
einem  anderen  Orto  im  Zusammenhange  vortragen  uncl  beweisen  werdcni, 
und  die  wir  deshalb  hier  nur  kurz  andeuten  wollen.  Zum  Icichteron  Vcr- 
standnisse  aber  wollen  wir  erst  die  analogon  Betrachtungen  bei  geradlini^on 
Figuren  in  dor  Ebene  vorangohen  lassen,  weil  zwischen  beitlcui  B(d,nt(;h- 
tungen  eine  auflallende  Uebereinstimmung  Statt  lindot. 

11. 

I.  Haben  zwei  geradlinige  Dreiccke  ABC  und  ADE  (Fig.  IH) 
einen  gemeinschaftlichon  Winkel  A  und  gleichen  Flacheninhalt,  so  ist  l>o- 
kanntlich 

AB.AC  =  AD.AE. 

Ist  das  eine  Dreieck  gleichschenklig,  z.  B.  ist  AD  gleicli  A  K,  so  ist 
alsdann 


Nimmt  man  AB1  gloich  AB  und  zioht  irgond  einen  Kreis  Afy  der 
durch  die  Puncte  B^  und  C  geht>  so  ist  die  Potenz  dieses  Kreises  (vergi. 
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Seite  22),  in  Bezug  auf  den  Punct  A  gleich  AB^AC  gleich  AD*]  die- 
selbe  Potenz  1st  aber  auch  gleich  dem  Quadrate  der  aus  A  an  den  Kreis 
gelegten  Tangente  A  T,  d.  i.  gleich  A  T2,  folglich  ist 

AT=AD 


II.  Es  ist  ferner  bekannt,  dass  die  Grundlinien  BC,  DJEy  ...  aller 
Dreiecke  ABC,  ADE,  ...,  welche  einen  gemeinschaftlichen  WinkeL  A 
und  gleichen  Flacheninhalt  haben,  von  einer  bestimmten  Hyperbel,  welche 
die  Schehkel  AD,  AC  des  Winkels  A  zu  Asymptoten  hat,  beruhrt  wer- 
den,  und  zwar  wird  jede  Grundlinie  in  ihrer  Mitte  beruhrt.  Die  Hauptaxe 
der  Hyperbel  halbirt  demnach  den  Winkel  A,  und  der  eine  ibrer  Scheitel 
liegt  in  der  Mitte  G-  der  Grundlinie  DE  des  gleichschenkligen  Dreiecks 
ADE.  Daher  folgt  ferner,  dass  der  mit  dem  Badius  AD  gleich  A  E  gleich 
AT  aus  dem  Mittelpunct  A  beschriebene  Kreis  DFET  die  Axe  AO-  im 
Brennpuncte  F  der  Hyperbel  schneidet.  Wenn  also  das  Dreieck  ABC  ge- 
geben  ist,  so  kann  man  durch  Hu'lfe  des  Kreises  M  leicht  den  Scheitel 
G  und  den  Brennpunct  F  derjenigen  Hyperbel  finden,  welche  die  Grund- 
linie BC  beruhrt  und  die  Seiten  AB,  AC  zu  Asymptoten  hat. 

12. 

Auf  die  angegebenen  Eigenschaften  (No.  11)  grunden  sich  unter  anderen 
die  Auflosungen  folgender  Aufgaben. 

I.  Aufgabe.     ,,Ein  gleichschenkliges  Dreieck  zu  construiren,  welches 
mit  einem  gegebenen  Dreieck  gleichen  Flacheninhalt  und  den  Winkel  an 
der  Spitze  gemein  hat." 

Die  Auflosung  dieser  Aufgabe  ergiebt  sich  sehr  leicht  aus  (No.  11,  I). 

II.  Aufgabe.     ?,Ein  Dreieck  zu  construiren,  welches  mit  einern  ge- 
gebenen Dreieck  gleichen  Flacheninhalt  und  den  Winkel  an  der  Spitze  ge- 
mein hat,  und  dessen  Grundlinie  durch  einen  gegebenen  Punct  geht"    Oder, 
was  dasselbe  ist: 

,,Aus  einem  gegebenen  Puncte  eine  Gerade  so  zu  zlehen,  dass  sie  mit 
zwei  gegebenen  Geraden,  welche  mit  dem'Puncte  in  einer  Ebene  liegen,  ein 
Dreieck  bilde,  dessen  Flacheninhalt  gegeben  ist." 

Es  sei  ABC  (Fig.  14)  das  gegebene  Dreieck  und  P  der  gegebene 
Punct. 

Nach  (No.  11,  II)  folgt,  dass  die  Aufgabe  einerlei  ist  mit  folgender: 

,,Aus  einem  gegebenen  Puncte  P  an  eine  Hyperbel,  deren  Asymptoten 
AC,  AB  nebst  einer  Tangente  BC  gegeben  sind,  eine  Tangente  zu 
legen." 

Steiner's  Werkc.    I.  8 
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Die  Aufgabe  wird  demnach,  wie  folgt,  gelost. 

Man  mache  ABl  gleich  AB,  lege  durch  die  Puncte  J31?  G  einen  be- 
liebigen  Kreis  B^TC,  an  diesen  aus  A  die  Tangente  AT  uiid  beschreibe 
mit  dieser  aus  A  den  Kreis"  TEFDF^  welcher  die  Hauptaxo  F,F  dor 
Hyperbel  in  ihren  Brennpuncten  F,  F1  schneidet,  und  dossen  Schno  DE 
derselben  Axe  in  ihrem  Scheitel  ff  begegnet.  Mit  dor  Hauptaxo  G,G 
gloicli  2AG  beschreibe  man  aus  Fl  den  Kreis  QQ^,  und  aus  P  den 
Kreis  ^QQ]5  verbinde  den  Durchschnitt  Q  bolder  Kreise  mit  dem  Brenn- 
puncte  F  und  falle  auf  diese  Gerade  QF  aus  P  das  Perpendikel  7^  so 
ist  dieses  Perpendikel  die  gesuclite  Tangente  und  leistet  folglich  dor  obigon 
Aufgabe  Gentige,  d.  h.,  sie  schneidet  ein  Dreieck  HI  A  ab,  welches  mit 
dem  gegebenen  Dreieck  ABC  gleichen  Fliicheninlialt  hat.  Ebonso  ist  das 
aus  P  auf  die  Gerade  FQ,  gefallte  Perpendikel  PO.EJ,  cine  Tangente 
an  die  Hyperbel  und  schneidet  ein  Dreieck  AHJ,  ab,  welches  mit  dem 
gegebenen  Dreieck  ABC  gleichen  Flacheninhalt  hat. 

III.  Aufgabe.     ,,Wenn  in  einer  Ebono  ein  Dreieck  und  irgend  oin 
Punct  gogebon  sind,  so  aoll  man  aus  diesem  Puncte  eino  Gerade  so  ziohon, 
dass  sie  die  Fliiche  des  Droiecks  in  zwci  gloicho  Theile  theilt." 

Man  ziche  aus  den  Winkoln  nach  den  Mitten  dor  gegeniiber  liogendt?n 
Seiten  des  gegebenen  Droiocks  ABC  (Fig.  15)  die  Geradcn  AA»  lill^ 
CC^  von  dencn  bekanntlich  jodo  das  Dreieck  halbhi,  und  die  einandcr 
in  oinom  und  demselbon  Puncte  S  schneiden  und  die  Eboiio  in  (>  unentl- 
licho  Winkelriiuine  theilen.  Bofindot  wicli  nun  dor  gegobcno  Punct  %.  13. 
in  dem  Winkelraum  ASC^  wic  1\  so  ziehe  man  die  Gerade  PI)  K  so, 
dass  das  Dreiock  DEB  mit  dom  Dreieck  BCC\  gleichen  Flacheninhalt 
hat  (II),  so  hat  man  dor  vorgelegten  Aufgabe  Gontigo  gothan. 

Liegt  dor  gegebeiie  Punct  P  aussorlialb  des  gogobouon  Droiecks,  so 
lasst  die  Aufgabe  nur  oino  AuIIosung  m]  liegt  or  aber  hmorhalb  dowsolbon, 
so  sind  cine,  zwei  und  hochstens  drei  Auiiosungen  moglich.  Dunn  aus 
(No.  11,  II)  folgt,  dass  von  alien  moglichon  Geradcn,  wolcho  das  Droiock 
halbiron,  jecle  oino  von  drei  bestimniteu  HyporboJn  boriilirt,  wolche  <lio 
Seiten  des  Dreiccks  zu  Asymptoton  haben. 

IV.  Aufgabe.     ,,Aus   oinom*  in  dor  Ebene  ernes  gogobonon  Droiockn 
willldirlich  angonommonon  Puncte  cine  Gorado  so  zu  ziohon,  class  sie  die 
Fliiche  des  Droiecks  nach  oinom  gogobonon  Vorhaltnisao  thoilt/ 

Diese  Aufgabe  wird  auf  ahnlicho  Weise  wio  die  vorigo  auf  (II)  zuruck- 
gefiihrt. 

V.  Aufgabe.     5)Wemi  in   einer  Ebene    ein  Vioreck   und  irgend   ein 
Punct  gegebon  sind,  so  soil  man  aus  dem  Puncte  cine  Gerade  so  ssiohon, 
dass  sie  das  Viereck  (Fall  1)  halbirt,  odor  (Fall  2)  nach  irgend  oinem  go- 
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gebenen  Verhaltnisse  theilt,  oder  (Fall  B)  von  demselben  ein  Stuck  von 
gegebener  Grosse  abschneidet." 

Es  sei  ABCD  (Fig.  16)  das  gegebene  Viereck  und  P  der  gegebene 
Punct.  Fur  den  Fall  (1)  halbire  man  das  Viereck  durch  die  Gerade  CCl 
aus  dessen  Winkel  C  und  ziehe  hierauf  die  Gerade  PFG-  so,  dass  das 
Dreieck  FO-JS  mit  deni  Dreieck  CfiE  gleichen  Flacheninhalt  hat  (II), 
so  geniigt  sie  der  Aufgabe.  Hatte  man  das  Viereck  durch.  die  Gerade 
AA1  (statt  6'Gj)  in  zwei  gleiche  Theile  getheilt,  so  musste  man  zuerst 
durch  die  Gerade  PIH  ein  Dreieck  ID  II  abschneiden,  welches  mit 
AD  A^  gleichen  Flaeheninhalt  hatte,  und  dann  noch  das  Dreieck  PC  II 
in  das  Dreieck  PCG-  verwandeln,  wozu  man  HG-  mit  PC  parallel  ziehen 
musste. 

Es  ist  demnach  nicht  gleich  bequem,  von  welchem  Winkel  aus  man 
das  Viereck  zuerst  theilt.  Um  dieser  Schwierigkeit  auszuweichen,  und 
um  zum  voraus  entscheiden  zu  konnen,  welchen  zwei  Seiten  des  Vierecks 
die  zu  ziehende  Theilungslinie  (PGr)  begegnen  werde,  ziehe  man  zuerst 
aus  den  Winkeln  des  Vierecks  die  vier  Geraden  AA^  BB^  CC^  DD^ 
von  denen  jede  dasselbe  in  zwei  gleiche  Theile  theilt,  so  lasst  sich  als- 
dann  auf  ahnliche  Weise  wie  bei  Aufgabe  III  erkennen,  welche  der  vier 
Theilungen  man  zu  wahlen  ha  be,  und  welchen  zwei  Seiten  die  Theilungs- 
linie PGr  begegnen  werde. 

Bei  den  Fallen  (2)  und  (3)  verfahrt  man  auf  ahnliche  Weise, 

Diese  Art  von  Aufgaben  lasst  sich  auch  auf  die  Vielecke  ausdehnen, 
wobei  sich  die  Losung  auf  ahnliche  Weise  ergiebt. 

13. 

Die  Betrachtungen  (No.  11  und  12)  iiber  geradlinige  Figuren  in  der 
Ebene  finden  nun,  wie  schon  oben  (No.  10)  bemerkt  worden,  auf  analoge 
Weise  bei  den  spharischen  Figuren  statt,  namlich  wie  folgt: 

I.  Haben  zwei  spharische  Dreiecke  ABC,  ADE  gleichen  Flachen- 
inhalt und  eineii  Winkel  A  gemein,  so"  ist  bekanntlich  (Leg&ndre,  Me- 
mens  de  geom.  Note  X) 


Ist  das  eine  Dreieck  gleichschenklig,  z.  B.  ist  AD  gleich  AEy  so  ist 


Nimmt  man  AB1  gleich  AB  (Fig.  13,  wo  man  sich  unter  jeder  Ge- 
raden einen  Hauptkreis  der  Kugel  denken  muss),  legt  durch  die  Puncte 
B  uncl  C  irgend  einen  Spharenkreis  M  und  an  diesen  aus  A  die  Tan- 
gente  A  I  ,  so  ist  —  da  der  Satz  von  der  Potenz  bei  Kreisen  in  der 
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Ebene  (No.  11,  I)  auf  ahnliche  Weise  bei  Kreisen  auf  der  Kugelflache  gilt, 
namlich,  dass  fur  alle,  aus  demselben  Puncte  A  durch  den  Kreis  M  gezo- 
genen  spharischen  Secanten  ABVC,  das  Product  tg^AB^tg^AC  constant 
bleibt*),  welches  wir  an  einem  anderen  Orte  beweisen  werden,  und  was 
iibrigens  leicht  zu  beweisen  ist  — 


und  folglich 


das  heisst:  ,,die  spharische  Tangente  AT  aus  dem  Winkel  A  an  den  KreLs 
Mist  gleich  der  Seite  AD  oder  AE  des  gleichschenkligen  Dreiecks  ADE, 
welches  rait  dem  Dreieck  ABC  gleichen  Flachenmhalt  hat." 

II.  Ferner  werden  wir  an  einem  anderen  Orte  beweisen,  dass  die 
Grundlinien  BC,  DE,  ...  (Fig.  17)  allor  spharischen  Drciecko  AIM-., 
ADEy  .  .  .,  welche  gleichen  Flacheninhalt  und  einen  Winkei  A  gemem 
haben,  von  einem  spharischen  Kegelschnitt  (der  Durchschnittscurve  der 
Kugelflache  rnit  der  Flache  eines  Kegels  zweiten  Grades,  (lessen  Schoitel 
im  Mittelpuncte  der  Kugel  liegt)  beruhrt  werden,  und  zwar,  dass  jede  Grund- 
linie  in  ihrer  Mittc  beruhrt  wird;  dass  ferner  die  Hauptaxe  AG  cles  spha- 
rischen Kogelschnitts  den  gemeinschaftlichen  Winkei  A  halbirt,  und  oiner 
der  Schoitel  in  der  Mitte  G-  der  Grundlinie  DE  des  gleichschenkligim 
Dreiecks  ADE  liegt;  dass  der  mit  der  Soitc  AD  dieses  Dreiecks  aus  A 
beschriebene  Spharenkreis  DFEFl  der  Axe  in  don  Brexmpuncten  F,  f\ 
des  Kogelschnitts  begegnet;  dass,  wenn  f  der  Gcgenpunct  von  Fn  mithin 
J.j/  gleich  AF  ist,  der  Kegelschnitt  in  Bezug  auf  die  beiden  Brennpuncte 
Fy  Fl  hyperbolische,  dagegen  in  Bezug  auf  die  beiden  Brennpuncte  F,  j 
elliptische  Eigenschaften  hat,  d.  h.,  dass  fiir  jeden  Peripheriopunct  /  des 
Kogelschnitts  sowohl  der'Unterschied  der  beiden  Bogen  IFl  —  If]  als  auch 
die  Summe  der  beiden  Bogen  IF+If  constant  ist,  namlich  ersterer  gleicJi 
ZAG-  gleich  GG^  und  letztere  gleich  Grff;  dass  endlich  die  Tangente  /iff' 
den  Winkei  FI^  der  Leitstrahlen  halbirt,  und  dass  iiberhaupt  das  Ver- 
falnen,  an  einen  spharischen  Kegelschnitt  einc  Tangente  zu  legen,  dem- 
jenigen  bei  den  ebon  en  Kegelschnitten  ganz  und  gar  analog  1st. 

'  Die  beiden  Hauptkreiso  ACAl  und  ABAl  kann  man  wegen  der  Uebcr- 
cinstimmung  ihrer  hier  angegebenen,  auf  den  spharischen  Kogolschuifct 
sich  beziehenden  Eigenschaft  mit  der  analogen  Eigenschaft,  welcho  die 


*)  Ebenso  findet  die  Eigenschaft  zwoier  Kroiso  in  dor  Ebeno,  welcho  wir  ihro  gomein- 
schaftliclio  Potonz  genaimt  haben  (Sbito  3^),  auf  analogo  Woiso  boi  zwoi  Kreinen 
auf  der  Kugel  statt. 
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Asymptoten  einer  Hyperbel  besitzen  (No.  11,  II),  spharische  Asymptoten 
des  spharischen  Kegelschnitts  nennen*). 


*)  Wir  fiigen  hier  kurz  noch  folgende  Resultate  hinzu,  die  mit  den  obigen  Siitzen  im 
Zusammenhange  sind,  aber  ausser  dem  Zwecke  dieser  Abhandlung  liegen. 

I.  ;,Die  Polarfigur   eines  spharischen  Kegelschnitts  1st  ebenfalls  ein  spharischer 
Kegelschnitt,  d.  h.,  zieht  man  in  einem  Peripheriepunct  /  des  gegebenen  spharischen 
Kegelschnitts  die  spharische  Normale  --/jST  und  nimmt  IK  gleich  einem  Quadranten,   so 
ist  der  Ort  des  Pnnctes  K  ebenfalls  die  Peripherie  eines  bestimmten  Kegelschnitts,  und 
zwar  ist  IK  zugleich  auch  die  spharische  Normale  auf  denselben  im  Puncte  K.    Ferner 
haben  die  beiden  spharischen  Kegelschnitte  folgende  Beziehungen  zu  einander:  Wenn 
sie  beide  als  spharische  Ellipsen  angesehen  werden,  so  haben  sie  denselben  Mittelpunct 
/S,  ihre  spharischen  Axen  liegen  in  denselben  Hauptkreisen  ASA^  LSL^  und  zwar  liegt 
die  kleine  Axe  der  einen  spharischen  Ellipse  mit  der  grossen  Axe  der  anderen  im  gleichen 
Hauptkreise,  und  die  Summe  zweier  solcher  zusanimen  gehoriger  Axen  ist  einem  halben 
Hauptkreise  gleich;   und  endlich  sind  die  Brennpuncte  des  einen  spharischen  Kegel- 
schnitts die  Pole  der  Asymptoten  des  anderen." 

Aus  diesem  Satze  folgt,  mit  anderen  Worten.  ausgesprochen,  der  folgende: 

II.  aFallt  man  aus  einem  beliebigen  Puncte  KI  Lothe  auf  die  Ebenen,   welche 
einen  gegebenen  Kegel  K  zweiten  Grades  beriihren,  so  liegen  alle  Lothe  zusamnien  in 
einer  anderen  Kegclfliiche  K}  desselben  Grades.    Sind  2  a  und  26  der  grosste  und  kleinste 
Winkel  am  Scheitel  des  Kegels  K  (die  Axen-Winkel)  ,  und  2al5  2^  dasselbe  fur  den 
Kegel  .K!  3  so  ist 


und  sowohl  die  beiden  Axen-Winkel  2  a,  26a  als  26,  2^  liegen  in  einer  und  derselben 
Ebene.  Werden  diese  beiden  Axen-Ebenen  zu  Coordinaten-Ebenen  genommen,  so  ist 
die  Gleichung  des  Kegels  K^  wenn  dessen  Scheitel  K  der  Anfangspunct  ist, 


und  die  Gleichung  des  Kegels  K^  wenn  dessen  Scheitel  JKi  zum  Anfangspunct  genommen 
wird,  ist 


Aus  dem  bekannten  Satze  (Correspondence  sur  I'tfcole  polytechnique  Tom.  L  p.  179): 
,,dass  der  Ort  der  Durchschnittslinie  zweier  Ebenen,  die  zu  einander  senkrecht  sind  und 
die  durch  die  Schenkel  eines  fixen  Winkels  gehen,  eine  Kegelfliiche  zweiten  Grades  ist, 
die  den  fixen  Winkel  zum  kleinen  Axen-Winkel  hat;"  oder  mit  anderen  Worten:  »dass 
der  Ort  d^r  Scheitel  aller  spharischen  Dreiecke  uber  derselben  Grundlinie,  deren  Winkel 
am  Scheitel  rechte  sind,  ein  •  spharischer  Kegelschnitt  ist,  welcher  die  Gnmdlinie  zur 
kleinen  elliptischen  Axe  hat",  folgt  nach  (I)  folgender  Satz  : 

III.  ,,Dass  alle  Quadranten,  wie  z.  B.  BC  (Fig.  17),  die  man  zwischen  zwei  ge- 
gebenen und  fixen  halben  Hauptkreisen  ABA^  ACAl  ziehen  kann,  zusammen  YOU 
einem  bestimmten  spharischen  Kegelschnitt  GIhgH  beriihrt  werden;"  oder  mit  anderen 
Worten:  ^dass  alle  mogliche  Ebenen,  von  denen  jede  durch  einen  gegebenen  Punct  K 
in  der  Durchschnittslinie  zweier  gegobenen  fixen  Ebenen  geht  und  diese  so  schneidet, 
class  die  beiden  Durchschnittslinien  einen  rechten  Winkel  bilden,  zusammen  einen  be- 
stimmten Kegel  K  zweiten  Grades  berahren,  dessen  Scheitel  in  dem  genannten  Puncte  K 
liegt,  und  welcher  zugleich  auch  die  beiden  fixen  Bbenen  beruhrt." 
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14. 

Aus  diesen  angedouteten  Satzen  und  Eigenschaften  (No.  13)  ergeben 
si  oh  die  Auflosungcn  vieler  spharischen  Aufgabcn,  z.  B.  dor  folgcnden: 

I.  Aufgabe.     ?,Ein    gegebenes    spharisehes  Dreiock    in    cin    gloich- 
o^ienkligcs   zu  verwandcln,    welches  mit  ihm  den  Winkcl  an  cler  Spitzc 
geinein  hat." 

Die  Aufldsung  ergiebt  sich  aus  (No.  13,  I). 

II.  Aufgabe.     ,,Ein  gegebenes  spharisches  Dreieck  in  ein  anderes  zu 
verwandeln,  welches  mit  ihm  den  Winkel  an  dor  Spitze  gemoin  hat,  und 
dessen  Grundlinie  durch  oinon  gegebenen  Punct  gelit." 

Die  Auflosung  clieser  Aufgabe  griindet  sich  auf  (No.  13,  II)  und  ist 
ganz  und  gar  analog  mit  derjenigen  in  (No.  12,  II),  so  class  letztere  fur 
die  gogonwartigo  Aufgabe  wortlich  iibertragen  werden  kann. 

III.  Aufgabe.    ,,Ein  gegebenes  spharisches  Dreieck  durch  einen  Haupt- 
kreis,  der  von  einem  auf  der  Kugcl  gegebenen  Puncte  ausgeht,    in  zwei 
gleiche  Thcile  zu  thcilen." 

Die  Auflosung  dieser  Aufgabe  ist  ganz  und  gar  analog  mit  derjenigen 
in  (No.  12,  III),  nur  dass  beim  splmrischen  Dreieck  die  Ilauptkrcisc, 
wolclic  dasselbc  von  seinen  Winkeln  aus  halbiren,  nicht  durch  die  Mitten 
dor  gogeniiborliogondon  Seiten  gehon  wie  beim  geradlinigen  Dreieck,  son- 
dern  nach  (No.  9,  I)  construirt  werden  miisson. 

IV.  Aufgabe.     3, Von   einem   gegebenen   spharischen   Dreieck    durch 
cincn  Ilauptkreis,  cler  durch  einen  gegebenon  Punct  golit,  cin  Stuck  abzu- 
sclmoiden,  welches  mit  einem  anderen  gegebenen  spharischen  .Dreieck  glei- 
chen  Flacheninhalt  hat." 

Diese  Aufgabe  lasst  sich  vermoge  (No.  8,  VII)  auf  (II)  zuriick- 
fiihrcn. 

V.  Aufgabe.   ?,Ein  gegebenes  spharisches  Viercck  durch  einen  llaupt- 
krois,  cler  durch  einen  gegebenen  Punct  geht,   in  zwei  gleiche  Theile  zu 
theilen." 

Die  Auflosung  dieser  Aufgabe  ist  ganz  uncl  gar  analog  mit  derjemgon 

in  (No.  12,  V). 
U.  s.  w. 

15. 

Es  mogen  hier  uocli  folgondo  zwei  Aufgabcn  nebst  oinigon  IJomor- 
kungen,  die  mit  (No.  13)  in  Boziehung  stehen,  ihren  Platz  linden. 

,,Wenn  auf  derKugel  zwei  llauptkreise  ABA^  ACAl  (Fig.  17) 
und  irgend  ein  Punct  /  gogebon  sind,  so  soil  man  dcnjonigen 
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Bogen  jB/Cfinden,  erstens,  fiir  welchenTB  gleich  1C,  oder  zweitens, 
fur  welchen  das  spharische  Dreieck  ABC  ein  Minimum  oder  das 
spharische  Dreieck  A:BC  ein  Maximum  ist." 

Ein  und  derselbe  Bogen  erfullt  zugleich  die  Forderungen  beider  Auf- 
gaben.  Angenommen,  es  sei  Bogen  AI^A^L  Man  nehme  IN  gleich 
I A}  inache  Winkel  INC  gleich  TAB  und  ziehe  aus  dem  Durchschnitt 
C  der  Bogen  NC  und  AC  den  Bogen  GIB.,  so  geniigt  dieser  beiden  Auf- 
gaben  zugleich.  Denn  die  beiden  spharischen  Dreiecke  AIB  und  NIC 
sind  vermoge  der  gleichen  Seiten  A I  und  NI  und  der  daran  liegenden 
gleichen  Winkel  congruent,  und  daher  ist  IB  gleich  1C.  Dass  ferner 
jedes  anclere  Dreieck,  wie  z.  B.  ABfi^  grosser  ist  als  das  spharische 
Dreieck  A BG>  folgt  eben  so  leicht.  Denn  die  beiden  spharischen  Dreiecke 
IBBl  und  ICC2  sind  vermoge  der  gleichen  Seiten  IB  und  1C  und  der 
daran  liegenden  gleichen  Winkel  congruent.  Nun  aber  ist  offenbar  das 
spharische  Dreieck  ICC1  >  ICQ ,  also  auch  das  spharische  Dreieck 
7CfC'1>ZSJ?1,  und.folglich  auch  das  spharische  AAB^^AABC. 

Bemerkt  man  ferner,  dass  der  gefundene  Bogen  BG  nach  (No.  13,  II) 
in  seiner  Mitte  /  von  einem  bestimmten  spharischen  Kegelschnitt  beriihrt 
wird,  welcher  die  gegebenen  Hauptkreise  ABAl  und  ACAl  zu  Asymptoten 
hat,  so  folgt:  7)Dass  die  vorliegende  AufLosung  zugleich  lehrt,  wie  man 
durch  Construction  in  einem  gegebenen  Puncte  /  an  einen  spharischen 
Kegelschnitt  eine  Tangente  B  C  legen  kann ,  wenn  nur  die  beiden 
Asymptoten  desselben  gegeben  sind."  ,,Dass  sofort  ferner  auch  die  den 
Kegelschnitt  im  Scheitel  Gr  beriihrende  Tangente  DE,  mithin  auch  dieser 
Scheitel  selbst,  so  wie  endlich  auch  die  Brennpuncte  F}  Fl  oder  /  durch 
blosse  Construction  zu  linden  sind  (No.  13).  ^  U.  s.  w.  Dieses  alles  findet 
bekanntlich  auf  analoge  Weise  bei  der  Hyperbel  in  Hinsicht  ihrer 
Asymptoten  statt. 

Zum  Schlusse  kann  uoch  bemerkt  werden,  dass  sich  aus  dem  Obigen 
der  nachstehende  bekannte  Satz  (Legendre,  VII.  Buch,  26.  Satz): 

,,dass  namlich  von  alien  spharischen  Dreieck  en  mit  zwei  gegebenen 
Seiten  dasjenige  das  grosste  sei,  in  welchem  der  Winkel  zwischen 
den  gegebenen  Seiten  so  gross  ist  als  die  Summe  der  beiden 
iibrigen  Winkel," 

sehr  leicht  beweisen  lasse.  Denn  es  seien  AB  und  AC  (Fig.  3)  die  ge- 
gebenen Seiten.*  Man  nehme  AB  als  fixe  Grundlinie  an,  beschreibe  mit 
A  C  aus  A  einen  Kreis  A  und  denke  sich  ferner  durch  die  Gegenpuncte  A1: 
Bl  der  Endpuncte  der  Grundlinie  den  Kreis  M  gelegt,  der  den  Kreis  A  in 
G  beriihrt,  so  ist,  wie  aus  dem  Obigen  leicht  folgt,  das  Dreieck  ABC 
das  grosstmogliche  mit  den  gegebenen  Seiten  AB  und  'AC.  Da  ferner 
der  Beruhrungspunct  C  mit  den  Polen  der  beiden  genannten  Kreise  A,  M 
in  einem  Hauptkreise  liegt,  so  fallt  also  im  gegenwartigen  Falle  der  Pol 
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M  in  den  Hauptkrcis  ACA^  und  daher  hat  man  (No.  4) 

mid  da 

so  folgt 

a  =  b-+-cy 
w.  z.  b.  w. 

Berlin,  im  Marz  1827. 


Auflostmg  einer  geometrisclien  Aufgabe  aus 
Gergonne's  Annales  de  Mathein,  t.  XVII.  p,  284. 


Crelle's  Journal  Band  II.  S.  64—65. 


Auflosung  einer  geometrisclien  Aufgabe  aus 
Gergonne's  Annales  de  Mathem,  t,XYH,  p,  284, 

Aufgabe.  ,,Quelle  est  1'ellipse  la  plus  approcliante  du  cercle  que 
Ton  puisse  circonscrire  a  un  quadrilatere  donne?" 

Auflosung.  1.  Durcli  vier  in  einer  Ebene  liegende  Pancte  konnen 
nur  claim  Ellipsen  gelegt  werden,  wenn  jeder  derselben  ausserhalb  des 
Dreiecks  liegt,  welches  durch  die  drei  (ibrigen  bestimmt  wird. 

2.  Alle  Kegelschnitte,  welche  durch  die  namlichen  vier  Puncte  gehen, 
haben  zusammen  ein  System  conjugirter  Durchmesser,  welche  mit  einander 
parallel  sind. 

3.  Von  alien  Paaren  conjugirter  Durchmesser  einer  Ellipse  bilden  die 
beiden  gleichen  unter  sich  den  kleinsten  Winkel,  und 

4.  Die  Ellipse  koramt  deni  Kreise   um  'so  naher,   je  mehr  sich  das 
Verbal tniss  ihrer  Axen  der  Einheit,    oder  je  mehr  sich  der  Winkel  ihrer 
gleichen  conjugirten  Durchmesser  dem  rechten  Winkel  nahert,  weil  nam- 
lichj  wenn  a  der  von  den  genannten  Durchmessern  eingeschlossene  Winkel 
und  a,  b  die  Axen  der  Ellipse  sind, 

—  =  tff-J-a. 
a  b2 

5.  Daraus  folgt,    ,,dass    die    gesuchte   Ellipse    diejenige  1st, 
deren   gleiche   conjugirte  Durchmesser  zu  dem  System  der  pa- 
rallelen  Durchmesser  (2)  gehoren."     Demi  bei  jeder  anderen  Ellipse, 
bei  welcher  die  beiden  conjugirten  Durchmesser,  die  zu  dem  Parallelsystem 
gehoren,   nicht  gleich  sind,  bilden  die  beiden  gleichen  conjugirten  Durch- 
messer einen  kleineren  Winkel  als  jene  (3),  und  folglich  weicht  die  Ellipse 
mehr  vom  Kreise  ab  (4)  als  die  genannte. 

Wir  fiigen  boi  dieser  Gelegenheit  zu  dem  hier  angefiihrten  bekannten 
Satze  iiber  die  parallelen  conjugirten  Durchmesser  nock  folgende  Zusiitze 
hinzu: 
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Alle  Kegelschnitte,  welche  durch  vier  gegebene  Puncto  gehen,  haben 
cin  System  conjugirter  Durchmesser,  die  parallel  sind,  und  Ih.ro  Mittol- 
puncte  liegen  in  der  Peripherie  eines  andoren  bestimmten  Kegelschnitts  K. 
Dieses  ist  bekannt. 

Da  nun,  wenn  die  vier  Puncte  die  in  (1)  angegebene  Lage  haben, 
unter  der  Schaar  Kegelschnitte,  welche  durch  diosolbcn  gehen,  sich  iminiT 
zwei  Parabeln  befinden,  und  da  ferner  bei  der  Parabol  von  irgend  zwci 
conjugirten  Durchmessern  immer  der  eine  rait  der  Axe  parallel  ist,  so  folgt, 
dass  die  Axen  der  beiden  genannten  Parabeln  mit  den,  zu  dem  Parallel- 
system  gehorigen  conjugirten  Durchmessern  parallel  sind;  und  da  der  Mittol- 
punct  der  Parabel  unendlich  weit  entfernt  ist,  so  folgt  ferner,  class  dor 
genannte  Kegelschnitt,  K  nothwendig  eine  Hyperbel  ist,  deren  Asymptoten 
mit  den  Axen  der  beiden  Parabeln  parallel  sein  miissen.  Daher  folgt: 

wDass  alle  Kegelschnitte,  die  durch  vier  gegebene  Puncte 
gehen,  welche  die  in  (1)  angegebene  Lage  haben,  em  System 
conjugirter  Durchmesser  haben,  die  parallel  sind,  und  dass  ihre 
Mittelpuncte  in  einer  bestimmten  Hyperbel  liegen,  deren  Asymp- 
toten ebenfalls  mit  jenen  conjugirten  Durchmessern  parallel  sind." 

Berlin,  im  Mai  1827. 


Aufgabeii  und  Lehrsatze, 

erstere    aufzitlosen,    letztere    zu   beweisen. 


Crelle's  Journal  Band  II.  S.  96 — 98. 


Aufgaben  und  Lehrsatze, 

erstere  aufzulosen,  letztere  zu  beweisen. 


1.  Aufgabe.    Wenn  in  einer  Ebcne  drei  beliebige  Kreise  einander  in 
einem  Puncte  schneiden,    so    soil  man  durch   denselben    eine  Gerade   so 
ziehen,   dass,  wenn  A,  Sy  C  ihre  iibrigen  Durchschnitte  mit  den  Kreisen 
sind,   die  Abschnitte  AB,  BC  der  Geraden  ein  gegebenes  Verhaltniss  zu 
einander  haben. 

2.  Aufgabe.     Wenn  im  Raume  vier   beliebige  Kugeln  einander  in 
einem  Puncte  schneiden,  so  soil  man  durch  denselben  eine  Gerade  so  ziehen, 
dass,  wenn  A,  B,  C,  D  die  Puncte  sind,  in  welchen  sie  den  Kugelflachen 
ausserdem  begegnet,  ihre  Abschnitte  AB,  BC,  CD  gegebene  Verhaltnisse 
zu  einander  haben. 

3.  Aufgabe.     Wenn   ein  gegebenes  (irregulares)  Vieleck  (nEck)    so 
beschaffen   ist,    dass  sowohl  in  als  um  dasselbe  ein  Kreis    beschrieben 
werden  kann,  so  soil  man  zwischen  den  Eadien  (ry  K)  der  beiden  Kreise 
und  dem  Abstande  (a)   ihrer  Mittelpuncte  von  einander   eine  Gleichung 
finden.     Fur  das  Dreieck  ist  diese  zuerst  von  Euler  gefundene  Gleichung 
bekanntlich 

a2  =  R2—2rR. 

4.  Aufgabe.      Wenn   in    einer   Ebene    zwei   beliebige  in   einander 
liegende  Kreise  solche  Lage  zu  einander  haben,   dass  man  zwischen  den- 
selben  eine  Reihe   von  ^Kreisen  so  beschreiben  kann,    dass  jeder  jene 
beiden  Kreise,  und  dass  sie  einander  der  Reihe  nach  beruhren,  so  soil 
man  zwischen  den  Radien  jener  beiden  Kreise  und  dem  Abstande  ihrer 
Mittelpuncte  von  einander  eine  Gleichung  finden.     (Man  sehe  S.  43.) 
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5.  Aufgabe.     Jeder  beliebige  Punct   in   der  Ebene  ernes   gegebeneu 
geradlinigen  Dreiecks  kann  einer  der  Brennpuncte  eines  Kegelschnitts  sein, 
der  alle  drei  Seiten  des  Dreiecks  beruhrt.     Man   soil   nun   untersuchen, 
welche  Lage  der  Punct  in  Beziehung  auf  das  Dreieck  haben  miisse,  damit 
der  Kegelschnitt  entweder  Parabel,  oder  Ellipse,  oder  flyperbcl  sei? 

6.  Aufgabe.   Fallt  man  aus  irgend  einem  Puncte  P  der  Peripherie  des 
mn  ein  gegebenes  Dreieck  bescliriebenen  Kreises  Lothe  auf  die  Seiten  des 
Dreiecks,   so  liegen  bekanntlich  die  Fusspuncte  dieser  drei  Lothe  allcmal 
in   irgend   einer   Geraden  G-.     Man    soil  nun  denjenigen  Punct  P  linden, 
fur  welchen  die  ihm  zugehorige  Gerade  G-  mit  einer  gegebeneu  Geraden 
parallel  ist. 

7.  Lehrsatz.    Halbirt  man  in  einem  Viereek  im  Kreise   sowohl   dio 
Winkel  zwischen  den  Diagonalcn  als  auch  die  Winkel,  welche  die  gogen- 
(iberliegenden  Seiten  cinschlicssen,  so  sin d  von  den  G  Geraden,  welche 
diese  Winkel  halbiren,  drei  und  drei  parallel. 

8.  Lehrsatz?    Vier  beliebige  Geraden  in  einer  Ebene  bildon,  zu  drei 
und  drei  genommen,   vier  Dreiecke.     In  jedem  dieser  Dreiecke  sclmeiden 
die  drei  Lothe  aus  den  Spitzen  auf  die  gegeniiberliegendcn  Seiten  einander 
in  einem  Puncte,    und  diese  vier  Puncte  liegen  allemal  in  einer 
Geraden. 

9.  Lehrsatz.    Vier   beliebige  Puncte  in  der  Peripherie    eines   gege- 
bencn  Kreises  bestimmen,  zu  dreien  genommen,  vier  Dreiecke.     Die  vier 
Puncte,  in  welchen  die  Lothe  aus  den  Spitzen  dieser  vier  Droiecke  auf 
die  gegeniibciiiegenden  Seiten  einander  schneiden,   liegen  allemal   in 
der  Peripherie  eines  Kreises,  wolcher  dem  gegebenen  Kreise 
gleicli  ist. 

10.  Lehrsatz.  Fallt  man  aus  den  Ecken  eines  beliebigen  (irreguliiren) 
Tetraeders  auf  die  gegcnuberliegcnden  Seitenebenen  Lothe,  so  schnoiden 
diese  vier  Lothe  einander  im  Allgemeinen  nicht.    Schneidon   sich  aber, 
in  einem  besonderen  Falle,  irgend  zwci  clerselbon,  so  sclmeiden  allo  vier 
einander  in  einem  und  domselben  Puncte.    Im  Allgemeinen  aber  haben 
die  genannten  vier  Lothe  die  merkwiirdige  Eigenschal't,  dass  jcde  Gerade, 
welche  durch  irgend  drei  derselben  geht,  auch  das  viorte  schneidet,  d.  h., 
dass  durch  jeden  beliebigen  Punct,  den  man  in  einem  der  vier  Lothe  an- 
nimmt,   allemal  eine  Gerade  so  gelegt  werden  kann,    d$ss  sic  die  drei 
iibrigen  Lothe  schneidet. 

11.  Lelrsatz.    Vier  der  Grosse   und  Lage   nach  gegobono  Kugeln 
konnen  im  Allgemeinen   von  16  bestimmten  Kugeln    beruhrt    werden; 
gehen  sie  aber  durch  unendliche  Vergrosserung  in  vier  Ebonon  fiber,   die 
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ein  Tetraeder  (beliebige  dreiseitige  Pyramide)  bilden,  so  bleiben  von  jenen 
16  Kugeln,  im  Allgemeinen,  nur  noch  8  u'brig,  d.  h.,  es  giebt  im  Allge- 
meinen 8  Kugeln ,  von  denen  jede  die  vier  Seitenflachen  eines  gegebenen 
Tetraeders  boriihrt.  Von  diesen  8  Kugeln  1st  a)  eino  dem  Tetraeder  ein- 
geschrieben;  &)  von  vier  anderen  beriihrt  jede  die  Aussenseite  einer  Seiten- 
flache  und  die  Verlangerungen  der  drei  ubrigen;  und  c)  jede  der  clrei 
ubrigen  Kugeln  beruhrt  alle  Seitenflachen  in  ihrer  Verlangerung  und  zwar 
zwei  Seitenflachen  auf  ihrer  Aussenseite. 

Bezeichnet  man  nun  den  Radius  der  Kugel  (a)  durch  Ry  die  Radien 
der  Kugeln  (5),  nach  der  Ordnung  ihrer  Grosse,  durch  Rv  J?2,  J?3,  J?4, 
wo  namlich  der  letzte  der  grosste  ist,  und  die  Radien  der  Kugeln  (c), 
nach  der  Ordnung  ihrer  Grosse,  durch  jR5,  J?6,  R^  so  hat  man  zwischen 
diesen  Radien  unter  anderen  folgende  inerkwiirdige  Relationen: 


J__±__L_±H_J_+±+_L±i-  =  o, 
(in)     ^.+  ^.+^+^  =  ^+^+^ 

.    Sind   von   den  Seitenflachen  des  Tetraeders  drei  zu  einander  senk- 
recht,  so  hat  man  z.  B.  auch  noch  folgende  Gleichungen: 

1111 


12.  Lehrsatz.  Beschreibt  man  in  einen  beliebigen  dreikantigen 
Korperwinkel  eine  Reihe  Kugeln,  von  denen  jede,  die  drei  Seitenflachen 
desselben  beruhrt,  und  die  einander  der  Ordnung  nach  beriihren,  so  bilden 
die  Radien  dieser  Kugeln,  ihrer  Grosse  nach,  eine  geometrische  Pro- 
gression. Sind  z.  B.  a,  b,  c  die  Winkel,  welche  die  Kanten  des  Korper- 
wink'els  mit  einander  bilden,  und  setzt  man  die  Radien  zweier  nach  ein- 
ander folgender  Kugeln  U,,  und  -R2,  und  zur  Abkiirzung 


so  ist  der  Exponent  der  genannten  Progression 


(i) 


R. 


sin(s — a)sin(s — Z>)(s — c) 


sins 


sins 


Steiner's  Werke.    I. 
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Oder  sind  A,  B,  C  die  drei  Flachenwinkel  des  Korperwinkels,  imd 
setzt  man  zur  Abkurzrmg 

A+B+C  =  2S, 
so  1st 


(ID      = 


J 
i 


/        —  cos/g  cos  (8—  A)  cos  (S — B)  cos  (S—  6') 


Geometrische    Lehrsatze, 


Orelle's  Journal  Band  II.  S.  190 — 193. 


Hierzu  Taf.  XVII  Fig.  1 — 6. 


Geometrische  Lehrsatze, 

1.  Lehrsatz.     Wenn  auf  ciner  Kugelflache  drci  beliebige  Kreise  ge- 
geben  sind,   so  giebt  es  im  Allgemeinen  8  Puncte  von  der  Art,   dass  aus 
jedem   von  ihnen  die    stereographischen  Projectionen   dor  drei  Kreise 
einander  gleich  sind. 

2.  Lehrsatz.     Wenn  in  einer  Ebene   vier  beliebige  Kreise  gegeben 
sind,    so  kann  im  Allgemeinen  eine  Kugel  so  gelegt  werden,  dass,  wenn 
man  die  vier  Kreise  nach  der  stereographischen  Projection  auf  dieselbe 
projicirt,  alle  Projectionen  einander  gleich  sind. 

3.  Lehrsatz.     Des  Pappus  ,,alter"  Satz   (S.  47)  findet    auf  analoge 
Weise  auf  der  Kugelflache  Statt,  namlich,  wenn  M,  Ml  (Fig.  1)  zwei  be- 
liebige Spharenkreise  sind,  die  einander  in  B  beriihren,  und  man  beschreibt 
irgend  zwei  andere  Kreise  m,  m1?  von  den  en  jeder  jene   beiden  beriihrt,. 
und  die  einander  beriihren,  so  ist,  wenn  man  aus  den  Polen  m,  ml  auf 
"den  Hauptkreis  BMM^  der  durch  die  Pole  My  Tkfj  geht,  spharische  Lothe 
py  p1  fallt  und  die  spharischen  Radien  cler  Kreise  m,  mi  durch  r?  t\  be- 
zeichnet,  allemal 


snr.,  snr 

4.  Lehrsatz.  Wenn  irgend  ein  spharisches  Dreieck  ABC  (Fig.  2) 
gegeben  ist,  und  man  zieht  aus  semen  Winkeln  durch  irgend  einen  Punct 
P  Hauptkreise  (grosste  Kreise)  APA^  BPB^  CPC^  welche  die  gegen- 
iiberliegenden  Seiten  in  den  Puncten  A^  B^  Cl  treffen,  so  hat  man,  wenn 
M  der  Pol  und  R  der  Radius  des  urn  das  gegebene  Dreieck  beschriebenen 
Kreises  ist, 

cosMP 


Soil  daher  die  Summe  der  drei  Quotienten  zur  Linken  constant  bleiben, 
so  ist  der  Ort  des  Punctes  P  die  Peripherie  eines  Kreises,  der  mit  dem 
genannten  umschriebenen  Kreise  parallel  ist. 
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5.  Lehrsatz.    Die  Leitlinien  aller  Parabeln,  von  denen  jede  die  drei 
Seiten  eines  Dreiecks  beruhrt,  schneiden  einander  in  einem  und  demselben 
Puncte,  und  zwar  in  dem  namlichen  Puncte,  in  welchem  die  aus  den  Win- 
keln  des  Dreiecks  auf  die  gegeaiiber  liegenden  Seiten  gefallton  Lothe  ein- 
ander schneiden, 

6.  Lehrsatz.     Berfihrt   irgend    eine  Parabel    die  drei  Seiten    eines 
gleichseitigen  Dreiecks,   so   treffen  die  drei  Geraden  aus  den  Ecken  des 
Dreiecks  nach  den  Berahrungspuncten  der  gegeniiber  liegenden  Seiteii  ein- 
ander im  Brennpuncte  der  Parabel. 

7.  Lehrsatz.    Berahrt  von  zwei  beliebigen  Kegelschnitten  jeder  die 
drei  Seiten  eines  gegebenen  Dreiecks,  so  liegen  die  sechs  Beruhrungspuncte 
immer  in  irgend  einem  dritten  Kegelschnitt. 

8.  Lehrsatz.     a)   Beruhrt  irgend   eine  Flache  zweiten  Grades  die 
sechs  Kanten  einer  dreiseitigen  Pyramide,  oder  ihre  Verlangerungen,  so 
sclineiden  die  drei  Geraden,  welche  durch  die  Beruhrungspuncte  der  gegen- 
iiberliegenden  Kanten  gehen,  eiuander  allemal  in  einem  Puncte;  und  um- 
gekehrt. 

6)  Bertihrt  von  zwei  beliebigen  Flachen  zweiten  Grades  jede  die 
sochs  Kanten  einer  dreiseitigen  Pyramide,  oder  ihre  Verlangerungen ,  so 
liegen  die  zwolf  Beruhrungspuncte  allemal  in  irgend  einer  dritten  Fliiche 
desselben  Grades. 

9.  Lehrsatz.    Jeder  beliebige  Punct  in  der  Ebene  eines  gegebenen 
Dreiecks  ABC  (Fig.  3)  kann  einer  der  Brennpuncte  eines  Kegelsohnitts 
sein,  welcher  die  drei  Seiten  des  Dreiecks,  oder  ihre  Verlangerungcn,  be- 
rulirt,  und  zwar  ist  der  Kegelschnitt  entweder  a)  eine  Parabel,  oder  />)  eine 
Ellipse,  oder  <?)  eine  Hyperbel,  je  nachdem  der  genannte  Punct  ontweder 

a)  in   der  Peripherie   des  um  das  Dreieck  beschriebenen  Kreises,    oder 

b)  in  einem  der  vier  Raume  E,  E^  E2,  E3,  oder%<?)  in  einem  der  sechs 
Raume  HL,  Jf2,  JET,,  A19  A2,  A3  liegt    (Siehe  8.  128,  Aufg.  5.) 

Wenn  im  Falle  (c)  der  gegebene  Brennpunct  z.  B.  in  dem  Raume 
\  liegt,  so  liegt  der  andere  Brennpunct  in  dem  entsprechenden  Raume 
J2j;  u.  s.  w. 

10.  Lehrsatz.    1)  Wenn  in  einer  Ebene  zwei  gerade  Linien  G-  (Fig.  4) 
einander  schneiden,  so  giebt  es  zwei  andere  Geraden  (?p  die  ihre  Winkcl 
halbiren. 

2)  Sind  drei  Geraden  G  (Fig.  5)  gegeben,  so  wird  jede  derselben  von 
den  zwei  Geraden  G^,  welche  (nach  1)  zu  den  beiden  iibrigen  gehoren,  in 
zwei  Puncten  geschnitten.  Zusammen  giebt  es  also  sechs  solcher  Durch- 
sclinittspuncte,  und  von  diesen  sechs  Puncten  liegen  vier  Mai  drei  in 
einer  Geraden  &,. 
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3)  Sind  vier  Geraden  G  gegeben,  so  wird  jede  derselben  von  den  vier 
Geraden  (?2,  welche  zu  den  drei  iibrigen  gehoren  (2),  in  vier  Puncten  ge- 
schnitten.   Soldier  Puncte  hat  man  also  zusammen  sechzehn,  und  von  diesen 
sechzehn  Puncten  liegen  acht  Mai  vier  in  einer  Geraden  Gr 

4)  Sind  ffinf  Geraden  G  gegeben,  so  wird  jede  derselben  von  den  acht 
Geraden  6r3 ,  welche  zu  den  vier  tibrigen  gehoren  (3),  in  acht  Puncten  ge- 
schnitten;    das   sind  ztisainmen  vierzig  Puncte,   und  von   diesen  vierzig 
Puncten  liegen  sechzehn  Mai  funf  in  einer  Geraden;  u.  s.  w.     Ueberhaupt 
bei  n  gegebenen  Geraden  G  wird  jede  von  den  %n~2  Geraden  Gn-z,  welche 
zu  den  n — 1  iibrigen  gehoren,   in  2W~2  Puncten  geschnitten,  welches  zu- 
sammen n.2n~~2  Puncte  ausmacht,  und  von  diesen  Puncten  liegen  2w~1Mal 
n  in  einer  Geraden  Gn-i< 

Dieser  Satz  ist  nur  ein  specieller  Fall  von  einem  weit  allgemeineren 
Satze. 

11.  Lehrsatz.  Wenn  in  einer  Ebene  zwei  beliebige  Kreise  K,  K^ 
(Fig.  6)  gegeben  sind,  so  giebt  es  erne  Schaar  unzahlig  vieler  anderer 
Kreise  m,  m^  m^  m^  . . .,  von  denen  jeder  jene  beiden  auf  die  namliche 
Art  beriihrt,  und  die  Mittelpuncte  dieser  Schaar  Kreise  liegen  in  irgend 
einein  Kegelschnitt.  Dreht  man  jeden  Kreis  der  genannten  Schaar  urn 
einen  seiner  Durchmesser,  so  erhalt  man  eine  Schaar  Kugeln  m,  m^  m2, 
m^  . , .,  und  dann  giebt  es  eine  zweite  Kugelschaar  M,  M^  M^  J/3,  . . ., 
von  denen  jede  alle  Kugeln  der  ersten  Schaar  beruhrt,  .und  deren  Mittel- 
puncte ebenfalls  in  einein  Kegelschnitte  liegen;  und  zwar  steht  die  Ebene 
des  letzteren  Kegelschnitts  auf  der  gegebenen  Ebene  senkrecht,  und  schnei- 
det  sie  in  der  Geraden  KK^  auch  haben  die  beiden  Kegelschnitte  solche 
Beziehung  zu  einander,  dass  die  Brennpuncte  eines  jeden  derselben  init 
den  Hauptscheiteln  des  anderen  zusaminenfallen,  dass  daher  nothwendig 
entweder  beide  Kegelschnitte  congruente  Parabeln  sind,  oder  dass  der  eine 
eine  Ellipse  und  der  andere  eine  Hyperbel  ist. 

Nimmt  man  nun  unter  der  ersten  Kugelschaar  eine  Reihe  Kugeln 
m,  mv  w2,  m3,  . . .  an,  welche  einander  der  Ordnung  nach  beriihren,  so 
findet,  wie  auf  S.  43  bewiesen  wurde,  wenn  die  Reihe  commensurabel 
ist,  d.  h.,  nach  einem  oder  nach  mehreren  Umlaufen  in  sich  zuriickkehrt, 
dasselbe  allemal  Statt,  an  welcher  beliebigen  Stelle  man  auch  das  erste 
Glied  m  der  Reihe  annehmen  mag. 

Es  findet  nun  das  merkwiirdige  Gesetz  Statt:  ?,dass,  wenn  in  der 
ersten  Kugelschaar  eine  commensurable  Reihe  m,  m15  m2,  wa,  ... 
moglichist,  allemal  auch  in  der  zweiten  Kugelschaar  eine  com- 
mensurable Reihe  M,  M^  M2,  Ms,  ...  vorhanden  ist",  und  zwar 
sind  beide  Reihen  dem  folgenden  hochst  sonderbaren  gemeinschaftlichen 
Gesetz  unterworfen: 
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,,Bezeichnet  man  die  Zahl  der  Umlaufe  der  ersten  Reihe 
durch  u  und  die  Zahl  ihrer  Glieder  (Kugeln)  clurch  n,  ferner 
die  Zahl  der  Umlaufe]  und  Glieder  der  zweiten  Reihe  durch  U 
und  N,  so  ist  allemal 


Dies  ist  einer  der  merkwiirdigsten  geometrischen  Satze. 

Ein  specieller  Fall  dieses  Satzes  steht  auf  S.  59,  wo  iiamlich 
w  =  l,  n  =  3,  Z7=l    und    ^=6 

ist. 
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I.  Lelirsatz.  ,,Zieht  man  aus  einem  in  der  Ebene  eines  ge- 
gebenen  Vielecks  beliebig  angenommenen  Puncte  P  nach  den 
Seiten  des  Vielecks  Gerade,  die  respective  mit  gegebenen  Gera- 
den  parallel  sind,  so  ist,  wenn  der  Flacheninhalt  desjenigen  Viel- 
ecks, dessen  Scheitel  in  den  Fusspuncten  jener  Geraden  liegen, 
(und  welches,  sorait  deni  gegebenen  Vieleck  eingeschrieben  ist), 
constant  bleiben  soil,  der  Ort  des  Punctes  P  die  Peripherie  eines 
bestimmten  Kegelschnitts.  Die  Form  dieses  Kegelschnitts  und 
die  Lage  seines  Mittelpunctes  bleiben  unverandert,  wenn  auch  der 
Inhalt  des  eingeschriebenen  Vielecks  kleiner  oder  grosser  ange- 
nommen  wird,  d.  h.  durch  Veranderung  dieses  Inhalts  entstehen 
ahnliche,  ahnlichliegende  und  concentrische  Kegelschnitte." 

Beweis.  Es  sei  z.  B.  das  Vieleck  ABODE  (Fig.  1)  gegeben.  Aus 
einem  beliebigen  Puncte  P  ziehe  man  in  den  gegebenen  Richtungen  nach 
den  Seiten  des  Vielecks  die  Geraden  P-41}  PB^  PC^  ...  oder  «17  &15 
c1?  . . .,  deren  Fusspuncte  ein  dem  gegebenen  eingeschriebenes  Vieleck 
A1B1C1D1E1  bestimmen. 

Da  z.  B.  der  Inhalt  des  Dreiecks  C1PDi  gleich  -l^^sina,  so  hat  man, 
wenn  man  den  Inhalt  des  Vielecks  A1B1C1D1E1  durch  Jj  bezeiclniet, 

(1)     2/t  =  c^sina+d^sinp+^^sinY+ai^smSH-Sj^sine. 

Es  seien  nun  ferner  a,  y,  die  Coordinaten  des  Punctes  P7  in  Bezug 
auf  belie bige,  zu  einander  senkrechte  Coordinaten- Axen  OY7  OX,  uncl 
a15  pi:  YU  8u  £i  seieB  die  Winkel,  welche  die  Geraden  &15  515  ...  mit 
den  respectiven  Seiten  des  gegebenen  Vielecks  einschliessen,  so  wie  a2,  pa, 
Y3 ,  ...  die  Winkel,  welche  die  Abscissen-Axe  OX  mit  den  namlichen  Seiten 
bildet,  und  endlich  seieii  a,  b,  cy  d?  e  die  aus  dem  Anfangspuncte  0  auf  die 
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namlichen  Seitcn  gefallten  Lothe,  so  hat  man  bekanntlich 


(2) 


cosa2 


smoL        ,       a 
*--4H ~ 


snip,  ' 


Werden  diese  Werthe  in  (1)  substituirt,  so  kommt 

cos§, 


2/  = 
1 


(3) 


smSjSin^       l  sinp,  sur^         / 

9/sinY«sinS9     .          sin  80  sine,     .   n  ,  sin8.,sinyt>    f     \ 

+<^       .     J  r-~  -smaH  —  r-—^  —  --smSH  -----  1  —  r-—-^-  sine  I 

VsinY^mSj  smOjSinSj        l  smp^m^         / 

/sin(r2+82)    .         sin(82+£2)    .   n  ,         ,  sii^p^-Hy,,)    .     \ 

—ay\-.  v<8r^'SinaH  —  .  V  •  ~  --smBH  -----  1  —  -^r-^-  sine  I 

^VsmYjSinSj  sm81sine1        r  sm^smy,         / 

/dcosYa-|-ccos89     .  ccosBa+icos7w    .     \ 

_!»,»   -  _i2  —     —  ^-.  smaH  -----  1  --  r~-  "  ---  --wme 
J  V      sinYi  sm81  smp,  smy1  / 

/rfsinYo+csinSo     .  <s'sin80H-6smr,    .     \ 

—  ^  -  ^  —  r-z  —  ^-sinaH  -----  1  --  ^—  -  ;  ---  -'---sins 
V      sm^smSj  am^smYj   .         / 


snesna 


oder  in  einfacheren  Zeichen 

(4)  Ayy+B^+C^t/+Dy+JE.v+F  =  0. 

Diese  Gleichung  giebt  den  Ort  des  Punctes  P,  wenn  man  /t  als  con- 
stant annimmt.  Sie  enthalt,  wie  man  sielit,  eine  Curve  der  zweiten 
Ordnnng,  wie  im  Lehrsatze  behauptet  wird. 

Da  die  Form  dieser  Curve  (d.  i.  das  Verhaltniss  Hirer  Axen)  und  die 
Lage  ilires  Mittelpunctes  durcli  die  CoofCcienton  A,  B,  C,  D,  E>  allein  bo- 
stimmt  werden,  und  von  dem  constanten  Gliede  F  unabhiingig  sind,  und 
da  dieses  Glied  allein  die  Grosse  /a  enthalt,  so  iblgt,  dass  die  versohie- 
denen  Curven,  die  entstehen,  wenn  man  der  Grosse  /:  nacli  und 
nacli  verschiedene  Werthe  giebt,  alle  einander  ahnlich,  iihnlicli- 
liegend  und  concentrisch  sind. 

Soil  die  Curve  ein  Kreis  sein,  so  mussen  sowohl  die  Cocfficicnton  ^1 
und  B  einander  gleich,  als  auch  der  Coefficient  C  gleich  Null  soin.  Daher 
folgt:  Wenn  die  Richtungen,  nach  welchen  die  gonannton  Gera- 
den  «15  515  c15  ..  .  aus  dem  Puncte  P  gezogen  werden,  alle  bis  auf 
zwei  gegeben  sind,  so  konnen  diese  beiden  Richtungen  immer 
so  angenommen  werden,  dass  alsdann  die  Ortscurvo  ein  Kreis 
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wird."     Denn  diese  beiden  Richtungen   werden    clurch    die    beiden  Glei- 
chungen 

A  =  B    und    C  =  Q 
gerade  bestimmt. 

Sind  die  Geraden  a1?  515  c19  ...  alle  zu  den  respectiven  Seiten  des 
gegebenen  Vielecks  senkrecht,  so  ist  die  Curve  allemal  ein  Kreis,  was 
den  folgenden  speciellen  Lehrsatz  giebt. 

II.  Lehrsatz.  ,,Fallt  man  aus  einem  in  der  Ebene  eines  ge- 
gebenen Vielecks  beliebig  angenomrnenen  Puncte  P  Lothe  auf  die 
Seiten  desselben,  so  ist,  wenn  der  Flacheninhalt  des  Vielecks, 
dessen  Scheitel  in  den  Fusspuncten  der  Lothe  liegen,  constant 
bleiben  soil,  der  Ort  des  Punctes  P  die  Peripherie  eines  be- 
stimmten  Kreises.  Der  Mittelpunct  dieses  Kreises  ist  ein  be- 
stimmter  fixer  Punct,  d.  h.  er  bleibt  derselbe,  wenn  auch  der 
Inhalt  des  eingeschriebenen  Vielecks  kleiner  oder  grosser  ange- 
nommen  wird;  er  ist  narnlich  der  Mittelpunct  (Schwerpunct)  von 
Kraften,  die  in  parallelen  Richtungen  auf  die  Ecken  des  gege- 
benen Vielecks  wirken,  und  sich  verhalten  wie  die  Sinus  der 
respectiven  doppelten  Winkel  des  Vielecks." 

Erster  Beweis.  Vermoge  der  neuen  Bedingung  sind  z.  B.  in  dem 
Viereck  AC1PD1  die  Winkel  bei  Ci  und  Dl  rechte,  daher  ist  auch  A+a, 
gleich  zwei  Rechten,  und  daher  folgt,  dass 

since  =  sin  A, 
(5)  sinp  =  si* 


TJnd  ferfier  ist  vermoge  der  neuen  Bedingung 

(6)  sinaa  =  Binp1  =  sin^  =  -.-  =  !. 

Durch  die  Gleichungen  (5)  und  (6)  reducirt  sich  die  obige  Gleichung  (3) 
auf  folgende: 


00 


oder 
(8)          •  ,  Aty'+B^+Qay+Dty+JE^+F,  =  0. 


sins2  sin  B  H 
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Nun  1st  nach  dem,  was  oben  bemerkt  worden,  darzuthun,  dass  sowohl 
die  Coefficienten  Al  und  jB1  einander  gleich  sind,  als  auch  dass  der 
Coefficient  Cl  gleich  Null,  also  dass  sowohl 


=  sin-y2  sin^j  sinJ.-hsin82  sine2  sin^H  -----  hsin[32  sinY2  sin  E, 
oder 

(I)  cos(y2H-S2)sin^+cos(S2H-e2)sin.BH  -----  hcos^-h^sin^  =  0, 
als  auch 

(II)  sin(72+S2)sin^+sin(8247B2)sinJBH  -----  hsin(p2+Y2)sinJ5  =  0 

ist. 

Diese  beiden  Bedingungsgleichungen  finden  aber  auch  in  der  That 
statt.     Denn,  wenn  man  bemerkt,  dass  z.  B.,  da  a3  =72  —  82, 

sin^L  =  sina3  =  sin(72  —  82), 

so  gehen  die  Ausdrucke  (I)  und  (II)  in  folgende  iiber: 
cos(T2+S2)sin(T2-82)-f-cos(o2+e2)sin(82-e2)H 
sin(T2+S2)sin(T2-82)-j-sin(82+£2)sin(82-s2)H 

Und   wird   ferner   bemerkt,    dass   nach  bekannten  trigonometrischen 
Formeln 

cos(w-h^)sin(m  —  ri)  =  -^  sin  2m  —  -|sin2^. 
und 

sin(w-H^)sin(m  —  n)  =  sin2^:  —  sin2^ 
so  verwandeln  sich  die  vorstehenden  Ausdrucke  in  folgende: 

^(sin2y2—  sin282)-+-^(sin282—  sin2s2)H  -----  hi(sin2p2™sin272), 

(sin2Ta—  sin282)-j-(sin282—  sin2s2)H  -----  h(sin2p2—  sin2T2), 
von  denen,  wie  in  die  Augen  fallt,  jeder  gleich  Null  ist,  indem  alle  Glie- 
der  derselben  einander  aufheben.    Polglich  ist,  wie  im  Lehrsa*tze  be- 
hauptet  wird,  der  Ort  des  Punctes  P  die  Peripherie  eines  Kreises, 
wenn  II  constant  gesetzt  wird. 

Dass   der  Mittelpunct   dieses  Kreises    der  inr  Lehrsatze   angegebene 
Schwerpunct  sei,  soil  durch  den  folgenden  Beweis  dargethan  werden. 

Zweiter  Beweis.    Bezeichnet  man   den  Flacheninhalt  der  Dreiecke 
AlDBl  und  AlPBl  durch  A  und  A15  so  hat  man 

A  =  %DA1.DB1.sinD    und    A,  = 
oder  wenn  man  bemerkt,  dass 

D^^PD.cosv    und    J)Bt 

aj  =  PD  .  sin  v     und         51  =  PD  .  sin  ji, 
so  hat  man 

A  ==-J-PjD2.cosvcos|jLsmDJ    und    Aj 
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und  daher 

A  —  AJ  =  -|-PD2(cosveos|jL  —  sinvsinfx)sinD 


Da  man  auf  gleiche  Weise  eine  ahnliche  Gleichung  zwischen  den 
Flacheninhalten  der  zusammengehorigen  Dreiecke  BlECl  und  B^PC^  des- 
gleichen  zwischen  den  Dreiecken  C1AD1  und  ClPDl,  u.  s.  w.  findet,  so 
hat  man,  wenn  die  Flacheninhalte  der  Vielecke  ABCDEwiA  A1B1C1D1E1 
durch  /  und  7X  bezelchnet  werden, 
I—2Il=^p^.$ir&A+PB\$mW+^ 

Soil  nun  der  Flacheninhalt  (7J  des  eingeschriebenen  Vielecks  constant 
bleiben,  so  1st  auch  /  —  2/x  constant,  so  dass  also  in  diesem  Falle  die 
Summe  der  Producte,  die  entstehen,  wenn  man  die  Quadrate  der  Abstande 
des  Punctes  P  von  den  Ecken  des  gegebenen  Vielecks  ABODE  mit  den 
Sinus  der  respectiven  doppelten  Winkel  dieses  Vielecks  multiplicirt,  gleich 
einer  constanten  Grosse^  namlich  gleich  4(7  —  2/J  1st,  woher  denn,  nach 
einem  bekannten  Satze  (M.  Hirsch,  Sammlung  geom.  Aufg.  Bd.  II.  S.  339) 
unmittelbar  die  Richtigkeit  des  obigen  Lehrsatzes  folgt. 

Der  letztere  Beweis  ist,  einige  Abkiirzungen  ausgenommen,  derselbe, 
welchen  wir  zuerst  S.  15  und  16  mitgetheilt  haben. 
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Crelle's  Journal  Band  II.  S.  26S--275. 


Hierzu  Taf.  XVIII  Fig.  1. 


Steiner's  Werke.    I.  10 


Auflosung  einer  Aufgabe  aus  den  Annalen  der 
Mathematik  von  Herrn  Gergonne, 

i. 

Im  XVII.  Bande  der  Annales  de  Mathematigues  von  Herrn  G-ergonne 
befindet  sich  S.  83  folgende  Aufgabe:. 

,,Construire  rigoureusement  la  droite  <jui  coupe  a  la  fois 
quatre  droites  donnees  dans  1'espace,  non  comprises  deux 
a  deux  dans  un  ineme  plan." 

Die  naclifolgende  Auflosung  dieser  Aufgabe  erfordert  einige  Hiilfssatze 
und  Betrachtungen,  die  Mer  tlieils  entwickelt,  theils  nur  angedeutet  wer- 
den  sollen. 

II. 

Folgende  Satze  sind  leicht  einzusehen: 

1)  Durch  jeden    gegebenen  Punct   ist  eine   einzige  Gerade  moglich, 
welche  mit  einer  der  Lage  nach  gegebenen  Geraden  parallel  ist. 

2)  Alle- Geraden,  welche  eine  gegebene  Gerade  A  sclmeiden  und  mit 
einer  anderen   gegebenen  Geraden  B  parallel   sind,   liegen  zusammen  in 
einer  Ebene,   welche  mit  der  letzteren  Geraden  parallel  ist;    oder  durch 
eine  gegebene  Gerade  A  ist  allemal  eine  einzige  EbenQ  moglich,   welche 
mit  einer  anderen  gegebenen  Geraden  B  parallel  ist,    vorausgesetzt,   dass 
die  beiden  Geraden  A,  B  nicht  parallel  sind. 

3)  Sind  im  Eaume  irgend  zwei  Gerade  A,  B  gegeben,  so  ist  durch 
jede  derselben  eine  Ebene  moglich,  welche  mit  der  anderen  parallel  ist  (2), 
und  beide  Ebenen  sind  daher  mit  einander  parallel. 

4)  Sind  im  Raume  irgend  zwei  Gerade  und  ein  Punct  gegeben,  so  ist 
durch  den  Punct  allemal  eine  und  nur  eine  Ebene  moglich,  welche  mit 
jeder  der  beiden  Geraden  parallel  ist. 

10* 
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in. 

?,Sind  im  Raume  irgend  zwei  Gerade  A,  B  und  irgend  ein  Panct  P 
gegeben,  so  kann  durch  den  Punct  allemal  eine  einzige  dritte  Gorado  ge- 
legt  werden,  welche  entwoder  1)  jene  beiden  Geraden  schneidet,  oder,  bei 
einer  besonderen  Lage  des  Punctes  P,  2)  die.  eine  schneidet  und  mit  der 
anderen  parallel  ist"  Denn  man  denke  sich  durch  den  Punct  P  und  durch 
jede  der  beiden  Geraden  insbesondere  eine  Ebene  gelegt,  so  muss  jede 
dritte  Gerade,  welche  durch  den  Punct  gehen  und  beide  gogobene  Geraden 
schneiden  soil,  in  diesen  beiden  Ebenen  zugleich  liegen,  daher  giebt  ea 
nur  eine  einzige  solche  Gerade,  namlich  die  Durchschnittslinie  bolder  Ebenen. 
Liegt  der  gegebene  Punct  P  entweder  in  derjenigen  Ebene,  welche  durch 
A  geht  und  mit  B  parallel  ist,  oder  in  derjenigen,  welche  durch  B  geht 
und  mit  A  parallel  ist  (II,  3),  so  findet  der  Fall  (2)  des  Satzos  Statt, 
d.  h.  die  dritte  Gerade  schneidet  nur  die  eiae  gegebene  Gerade  und  ist 
mit  der  anderen  parallel. 

IV. 

j,Sind  im  Raume  irgend  drei  Gerade  -4,  B,  C  gegebon,  so  giebt  es 
allemal  eine  und  nur  eine  vierte  Gerade  6'1?  welche  zwei  dersolben,  %.  B. 
Ay  B,  schneidet  und  mit  der  dritten  C  parallel  ist."  Deim  man  donke 
sich  durch  A  eine  Ebene,  welche  mit  C  parallel  ist,  und  obonso  durch  B 
eine  Ebene,  welche  mit  C  parallel  ist,  so  ist  die  Durchschnittslinie  beider 
Ebenen  die  einzig  mogliche  Gerade  6',,  welche  die  Geraden  A,  B  schneidet 
und  mit  der  Geraden  C  parallel  ist  (II,  2).  Man  orhiilt  dahor  die  Goru<l<». 
6yp  wenn  man  z.  B.  durch  A  eine  Ebone  logt,  wolclio  in  it  C  parallel  isi,, 
und  alsdann  durch  den  Punct  b,  in  welchem  sie  B  schneidet,  eine  Gerade 
C\  mit  C  parallel  zieht. 

V. 

,,Sind  im  Eaume  irgend  drei  Gerade  A,  B,  C  gegobon,  (von  denen 
keine  zwei  in  einer  Ebene  liegen),  so  kann  eine  vierte  Gerade  Al  so  be- 
wegt  werden,  dass  sie  stets  alle  drei  schneidet,  und  dass  sie  nach  und 
nach  durch  jeden  belie bigen  Punct  geht,  welchen  man  in  einer  derselbeu 
annimmt."  Denn  durch  jedon  beliebigen  Punct  c,  welchen  man  z.  B.  in 
der  Geraden  C  annimmt,  kann  nach  (III)  eine  Gerade  Al  gelegt  werden, 
welche  die  Geraden  A,  JB,  und  mithin  alle  drei  Geraden  A,  B,,  C  schneidcl. 
Und  lasst  man  nun  in  der  Vorstellung  den  Punct  c  in  der  Geraden  (J 
sich  fortbewegen,  so  wird  auch  die  Geracle  Ai  sich  bewcgen,  so  dass  sie 
nach  und  nach  langs  der  ganzen  Geraden  C  fortgleitet. 

Oder  urn  irgend  eine  Gerade  Al  zu  erhalten,  welche  die  drei  gege- 
benen  Geraden  A,  B,  C  schneidet,  lege  man  z.  B.  durch  C  eine  beliobigo 
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Ebene,  so  wird  diese  die  Geraden  A,  B  in  irgend  zwei  Puncten  a,  b 
schneiden,  und  die  Gerade  ab  wird  alsdann  der  Forderung  geniigea,  d.  h. 
sie  hat  die  Eigenschaft  der  verlangten  Geraden  A^  indem  sie  nothwendiger 
Weise  aucli  die  Gerade  C  schneiden  wird,  weil  sie  mit  ihr  In  der  ge- 
nannten  Ebene  liegt.  ?,Lasst  man  daher  in  der  Vorstellung  diese  Ebene 
sich  um  die  Gerade  C  herumbewegen,  so  wird  die  Gerade  ab  oder  Al 
sicli  so  bewegen,  dass  sie  fortwahrend  alle  drei  gegebene  Geraden  A,  B,  G 
schneidet,  und  dass  die  Durchschnittspuncte  a,  b,  c,  in  welchen  sie  die 
letzteren  schneidet,  langs  diesen  sich  continuirlich  fortbewegen," 

VI 

Mit  anderen  Worten  folgt  daher:  ,,dass  die  drei  gegebenen  Geraden 
A9  B}  C  von  einer  unzahligen  Schaar  anderer  Geraden  A^  B^  C^  -D1?  .. . 
geschnitten  werden  konnen,  und  dass  von  dieser  Schaar  keine  zwei,  so 
nahe  sie  auch  immerhin  -auf  einander  folgen  mogen,  einander  schneiden 
konnen,  weil  sie  sonst,  und  folglich  auch  jene  3  Geraden  mit  ihnen,  in 
einer  Ebene  liegen  miissten." 

Fixirt  man  irgend  drei  Gerade  aus  der  genannten  Schaar,  z.  B.  die 
drei  Geraden  A^  Bv  €„  und  nimmt  sie  als  drei  gegebene  Geraden  an, 
so  folgt  also,  dass  dieselben  nicht  allein  von  den  drei  Geraden  A,  B,  C, 
sondern  vielmehr  von  einer  zweiten  Schaar  unzahliger  Geraden  A,  B,  C, 
D,  . .  .  geschnitten  werden  konnen. 

Es  liegen  aber  bekanntlich  die  beiden  Schaaren  von  Geraden  zusanimen 
in  einer  Flache  der  zweiten  Ordnung,  namlich  im  einfachen  Hyperbolo'id*); 
und  ferner  schneiden  nicht  nur  die  drei  Geraden  A,  B,  C  alle  Geraden 
der  Schaar  Aiy  B»  C13  Z>1:  ...,  sondern  jede  Gerade  der  oinen  Schaar 
schneidet  jede  Gerade  der  anderen  Schaar,  so  dass  also  auch  z.  B.  die1 
Gerade  D  nothwendig  die  Gerade  D1  schneidet  oder  mit  ihr  parallel  1st**). 
Das  heisst: 

,,Wenn  im  Eaume  drei  beliebige  Geraden  A,  B,  C  von  irgend  drei 
anderen  Geraden  A,,  B»  C,  geschnitten  werden,  so  beschreibt  diejenige 
Gerade,  welche  aich  durch  die  drei  ersteren  fortbewegt  (V),  die  namliclie 
Flache 'zweiter  Ordnung  als  diejenige  Gerade,  welche  sich  durch  die  drei 
letzteren  bewegt,  und  diese  Flache  ist  das  einfeche  Hyperboloid."  Und 
ferner:  ,,Von  den  beiden  Schaaren  Gerader,  die  in  einer  solchen  Flache 
liegen,  konnen  von  clenen,  welche  zu  der  namlichen  Schaar  gehoren,  keine 
zwei  einander  schneiden;  dagegen  aber  schneidet  jede  Gerade  der  einen 
Schaar  jede  Gerade  der  anderen  Schaar,  ausgenommen  eine  einzige,  mit 
welcher  sie  parallel  ist." 


*)  BaEd  I.  Seite  840  von  Grelle's  Journal. 
**)  Seite  342  ebendaselbst. 
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VII. 

Bewegt  sich  namlich-die  Gerade  Al  Surah  die  drei  Geraden  ^5,  C, 
so  wird  sie  irgend  einmal  eine  solche  Lage  haben,  dass  sie  mit  A  parallel 
1st,  namlich  in  demjenigen  besonderen  Falle,  wo  ihr  Durchschnittspunct 
mit  A  unendlich  weit  entfernt  ist,  eine  Lage  von  A^  welche  nach  (IV) 
gefunden  wird.  Daher  folgt: 

,,Dass  mit  jeder  Geraden  aus  einer  der  beiden  genannten 
Schaaren  eine  Gerade  aus  der  anderen  Schaar  parallel  ist." 

Es  seien  die  Geraden  A  und  Al  parallel,  so  schneidet  alsdami  Al  jede 
der  iibrigen  Geraden  B,  Cy  D,  ...  der  ersten  Schaar  (VI),  und  die  Ebenen 
durch  A1  und  B,  Al  und  C,  Al  und  D  u.  s.  w.  sind  alsdann  sammtlich 
mit  A  parallel.  Da  aber  durch  jede  der  Geraden  B,  C,  D,  . . .  insbesondere 
nur  eine  mit  A  parallele  Ebene  moglich  ist  (II,  2),  so  folgt  also  umgekehrt: 

?,Dass  alle  Ebenen,  welche  man  durch  beliebige  Geraden  B, 
Gy  D,  ...,  die  in  einem  einfachen  Hyperboloid  liegen,  und  die 
zu  der  namlichen  Schaar  gehoren,  mit  einer  Geraden  A,  die  zu 
derselben  Schaar  gehort,  parallel  legt,  einander  in  einer  Gera- 
den A1  schneiden,  welche  zu  der  zweiten  Schaar  gehort,  und 
welche  mit  jener  abgesonderten  Geraden  A  der  ersten  Schaar 
parallel  ist." 

Ueberhaupt  geht  jede  Ebene,  welche  durch  irgend  eine  Gerade  aus 
einer  der  beiden  Schaaren  geht,  nothwendiger  Weise  auch  durch  eine 
Gerade  der  anderen  Schaar.  Denn  geht  z.  B.  eine  Ebene  durch  A,  so 
wird  sie  die  Geraden  JB,  C  in  irgend  zwei  Puncten  b,  c  schneiden;  als- 
dann schneidet  die  Gerade  be  alle  drei  Geraden  A,  B,  C  (V),  gehort  also 
zu  der  zweiten  Schaar  und  liegt  in  der  genannten  Ebene.  Also:  ,,Jede 
Ebene,  welche  das  einfache  Hyperboloid  in  einer  Geraden  schneidet, 
schneidet  dasselbe  noch  in  einer  zweiten  Geraden,  und  beide  Geraden  ge- 
horen nothwendiger  Weise  verschiedenen  Schaaren  an*)." 


*)  Wir  fiigen  hier  beilaufig  folgende  Bemerkungen  hinzn: 

1,  Legt  man  durch  A  eine  Ebene  parallel  mit  J5,  durch  B  eine  Ebene  parallel 
mit  C  und  durch  C  eine  Ebene  parallel  mit  A,  und  nimmt  diese  drei  Ebenen  als 
Goordinaten-Ebenen  an,  so  ist  die  Gleichung  des  genannten  Hyperboloids  // 

(x—a)(y  —  b)(z  —  c)  =  xyz, 
welche,  wenn 

a==2a,     6=^2p,     e  =  2y 
gesetzt  wird,  auf  die  Form 

(*_a)(y_P)(*_T)  =  (*  +  a)(y  +  p)(*  +  T) 

gebracht  werden  kann,  in  welcher  Gestalt  sie  die  Gleichung  der  genannten  Flache  ist, 
wenn  ihr  Mittelpunct  der  Anfangspunct  der  Coordinaten  ist,  und  diese  letzteren  mit 
irgend  drei  .Geraden  -4,  #,  0,  welche  in  der  Flache  liegen  und  der  namlichen  Schaar 
Geraden  angehoren,  parallel  sind.  Aus  dieser  Gleichung  leitet  man  leicht  die  von  Binet 
gegebene  Gleichung  ab  (Crelle's  Journal  Band  I.  S.  347). 
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VIII. 

Durch  irgend  drei  im  Raume  gegebene  Gerade  A,  B,  C,  welche  nicht 
mit  einer  Ebene  parallel  sind,  1st  demnach  allemal  ein  einfaches  Hyper- 
boloi'd  bestimmt,  d.  L  es  giebt  allemal  eine  und  nur  eine  solche  Flache, 
in  welcher  die  drei  Geraden  liegen.  Der  Mittelpunct  dieser  Flache  wird, 


2.  Wahlt  man  die  Axen  des  Hyperboloids  zu  Coordinaten-Axen,  so  1st  seme  Glei- 
chung  bekanntlich 

(a)  £2c2#3 —  a3e2#8— •  a262s2  =  — o362c2. 

Bezieht  sich  folgende  Gleichung 

((3)  6?cs*:8— a9cV  — °S6S*S  =  0 

auf  das  nainliche  Coordinaten-System,  so  1st  letztere  die  Gleichung  eines  Kegels  (zweiter 
Ordnung),  welcher  mit  jener  Flache  (a)  einerlei  Mittelpunct  hat  und  ihr  Asymptoten- 
Kegel  ist. 

Legt  man  nun  eine  Ebene  so, .  dass  sie  den  Kegel  ((3)  in  irgend  einer  Kante,  welche 
K  heissen  mag,  beruhrt,  so  findet  man,  dass  diese  Ebene  allemal  die  Flache  (a)  in  irgend 
zwei  Geraden,  z.  B.  in  -4,  Al  schneidet,  welche  unter  sich  und  mit  der  genannten  Xante 
K  parallel  sind,  und  dass  letztere  in  der  Mitte  zwischen  jenen  beiden  Geraden  liegt. 
Folglich  ist  jede  Gerade,  welche  sich  in  der  Flache  (a)  befindet,  mit  irgend  einer  Kante 
des  Kegels  ((3)  parallel,  und  umgekehrt.  Demnach  folgen  nachstehende  Satze: 

I.  ,,Alle  Geraden,  welche  in  der  Flache  eines  einfachen  Hyperboloids  liegen,  sind 
mit   den  Kanten  eines  bestinimten  Kegels  zweiter  Ordnung  parallel,  d.  h.  zieht  man 
durch  einen  beliebigen  Punct  P  mit  jeder  Geraden,  welche  in  der  Flache  eines  gege- 
benen  einfachen  Hyperboloids  liegt,  eine  Parallele,  so  liegen  alle  diese  Parallelen  zu- 
sammen  in  einer  bestimmten  Kegelflache  zweiter  Ordnung."    Oder: 

II.  ,,Sind  im  Raume  irgend  drei  Gerade  A.,  £,  C  gegeben,  und  eine  vierte  Gerade 
-4l5  welche  dieselben  schneidet,  bewegt  sich  auf  jede  mogliche  Weise,  ohne  jedoch  einen 
Augenblick  aufzuhoren,  jene  drei  zu  schneiden,  so  ist  sie  stets  mit  irgend  einer  Kante 
eines  bestimmten  Kegels  parallel;  oder  bewegt  sich  eine  andere  Gerade  al9  welche  fort- 
wahrend  durch  irgend  einen  fixen  Punct  P  geht,  so,  dass  sie  stets  mit  der  Geraden  Al 
parallel  ist,  so  beschreibt  sie  eine  bestimmte  Kegelflache  zweiter  Ordnung,  welche  den 
Punct  P  zum  Mittelpuncte  (Scheitel)  hat." 

HI.  ,,Sind  im  Raume  irgend  zwei  Gerade  A,  B  nebst  einem  beliebigen  Kegel  P 
zweiter  Ordnung  gegeben,  so  liegen  alle  moglichen  Geraden  A1 ,  Bi ,  C1 , . . . ,  Yon  denen 
jede  jene  beiden  Geraden  schneidet,  und  mit  irgend  einer  Kante  des  Kegels  P  parallel 
ist,  zusammen  in  einem  bestimmten  einfachen  Hyperbolo'id;  oder  bewegt  sich  eine  Gerade 
AI  so,  dass  sie  stets  mit  irgend  einer  Kante  des  Kegels  P  parallel  ist,  und  fortwahrend 
die  beiden  Geraden  A,  B  schneidet,  so  beschreibt  sie  ein  einfaches  Hyperboloid." 

IV.  ,,Sind  irgend  zwei  Kegelschnitte  -4,  .B,  welche  in  irgend  einer  Flache  zweiter 
Ordnung  liegen,  nebst  einem  beliebigen  Kegel  P  derselben  Ordnung  gegeben,  und  be- 
wegt sich  eine  Gerade  AI  so,  dass  sie  stets  mit  irgend  einer  Kante  des  Kegels  P  parallel 
ist  und  fortwahrend  durch  die  Peripherien  der  beiden  Kegelschnitte  -4,  B  geht,  so  be- 
schreibt sie  ein  einfaches  Hyperboloid." 

Ist  der  genannte  Kegel  ein  gerader  Kegel,  so  ist  das  Hyperboloid  dasjenige,  welches 
durch  Umdrehung  erzeugt  werden  kann;  und  tritt  an  die  Stelle  des  Kegels  eine  oder 
zwei  Ebenen,  so  wird  das  genannte  einfache  Hyperboloid  durch  das  hyperbolische 
Paraboloid  vertreten, 


152  Auflosung  einer  Aufgabe  aus  Grergonne's  Annalen  d.  Math. 

wie  sich  leicht  beweisen  lasst,   und  wie  z.  B.  HacJiette  im   ersten  Bande 
von  Crelle's  Journal  bewiesen  hat,  auf  folgencle  Weise  gefunden: 

1)  ,,Man  suche  diejenigen  drei  Geraden  A^  B^  G\,  welche  respective 
mit  den  gegebenen  Geraden  A,  B,  C  parallel   sind    und   respective  die 
beiden  iibrigen  B  und  C,  A  und  C,  A  und  B  schneiden  (IV),  und  lege 
alsdann  durch  je  zwei  Parallelen,   also   durch  A  und  A^  B  und  B{,  C 
und  Ci  eine  Ebene,  so  ist  dor  Durchschnittspunct  dieser  drei  Ebenen  der 
gesuchte  Mittelpunct." 

Oder  man  erhalt  daher  diesen  Mittelpunct  am  einfachsten,  wie  folgt: 

2)  ,,Durch  eine  der  drei  gegebenen  Geraden,  z.  B.  durch  A,  lego  man 
eine  Ebene  parallel  mit  B,  welche  die  C  in  irgend  einem  Puncte  c  schnei- 
den wird;  ferner  lege  man  durch  A  eine  Ebene  parallel  mit  C,  welche  die 
B  in  irgend  einem  Puncte  b  schneiden  wird,  so  ist  alsdann  die  Mitte  M 
derjenigen  Geraden  be,  welche  die  beiden  genannten  Puncte  verbindet,  der 
verlangte  Mittelpunct." 

IX. 

Nach  diesen  vorlaufigen  Betrachtungen  wollen  wir  uns  nun  zu  der 
obigen  Aufgabe  (I)  wenden.  Sie  verlangt  namlich: 

?,Diejenige  Gerade  in  aller  Strenge  zu  construiren,  welche 
vier  gegebene  Geraden,  von  denen  keine  zwei  in  einer  Ebene 
liegen,  sarnmtlich  schneidet." 

Die  vier  gegebenen  Geraden  sollen  A,  B,  C,  D  heissen. 

Werden  zunachst  nur  die  drei  Geraden  A,  B,  C  beriicksichtigt,  so 
liegen  diese  in  einem  bestimmten  einfachcn  Hyper boloi'd  (VIII),  welches 
H  heissen  mag,  und  es  giebt  eine  Schaar  von  Geraden  A^  B^  6r,,  D1? ..., 
von  welchen  jede  jerie  drei  Geraden  schneidet  und  in  der  Flache  If  liegt  (VI). 
Die  gesuchte  Gerade  befindet  sich  daher  nothwendiger  Weise  in  dieser 
Schaar,  namlich  sie  ist  diejenige,  welche  durch  einen  derjenigen  Puncte 
geht,  in  welchen  die  vierte  gegebene  Gerade  D  das  Hyperboloi'd  II 
schneidet.  Kennt  man  demnach  einen  solchen  Durchschnittspunct,  so 
ist  auch  die  gesuchte  Gerade  als  gefunden  zu  betrachten,  weil  dur<?h  irgend 
einen  Punct  der  Flache  If  nur  eine  einzige  zu  der  Schaar  A19  B^  6',, 
JD3,  ...  gehorige  Gerade  moglich  ist.  Daher  giebt  es  so  viele  Geraden, 
welche  der  Aufgabe  Geniige  leisten,  als  es  Puncte  giebt,  in  welchen  die 
Gerade  D  und  das  Hyperboloi'd  H  einander  schneiden,  mithin  im  Allge- 
meinen  zwei. 

X. 

Die  Durchschnittspuncte  der '  Geraden  D  mit  der  Flache  H  und  her- 
nach  die  gesuchte  Gerade  findet  man  numnehr  auf  folgencle  Weise: 
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1)  Man    suche    nach  (VIII)    den  Mittelpunct  des   genannten  Hyper- 
boloi'ds  H,   in  welchem    namlich   die   drei  Geraden  A,  B,  C  liegen;    er 
heisse  M  (Fig.  1). 

2)  Durch  die  Gerade  A   lege   man    eine  Ebene  E  parallel    mit  D, 
welche  die  Geraden  B,  C  in  irgend  zwei  Puncten  b,  c  und  das  Hyper- 
boloi'd  in  den  beiden  Geraden  A  und  be  schneiden  wird  (VII).   Der  Durch- 
achnittspunct  der  beiden  Geraden  A,  be  heisse  a. 

3)  Durch   die  Gerade  D  lege  man  eine  Ebene  El  parallel  mit  A, 
welche  namlich  die  .Ebene  der  Figur  ist,  so  sind  die  zwei  Ebenen  E,  El 
mit  einander  parallel  (II,  3);  sie  schneiden  folglich  das  Hyperboloi'd  H  in 
ahnlichen  und  ahnlich  liegenden  Kegelschnitten,   deren  Mittelpuncte  a,  m 
mit  dem  Mittelpuncte  M  dieser  Flache  in  einer  Geraden  liegen.     Nun  be- 
steht  der  Schnitt  der  Ebene  E  aus  den  beiden  Geraden  A.,  be,  welche  als 
eine  Hyperbel  anzusehen  sind,  deren  Mittelpunct  a  ist.     Daher  wird  auch 
der  Schnitt  der  anderen  Ebene  El  eine  Hyperbel  h  sein,  deren  Asymptoten 
mdy  fmdl  mit  den  Geraden  A,  be  parallel  sind,  und  deren  Mittelpunct  m 
mit  (Jen  Puncten  a,  M  in  einer  Geraden  liegt. 

4)  Legt  man  daher  durch  den  Punct  M  zwei  Ebenen,  die  eine  durch 
die  Gerade  A  und  die   andere  durch  die  Gerade  be,   so  schneiden  die- 
selben  die  'Ebene  Ei  in  den  Asymptoten  md,  mdl  der  genannten  Hyperbel  h. 
Sind  ferner  J15  el  die  Durchschnittspuncte  der  Ebene  El  und  der  Geraden 
B,   C,    so  liegen   dieselben   nothwendiger  Weise   in  der  Peripherie   der 
genannten  Hyperbel  h.     Demnach  kennt  man   die  Asymptoten  md,  mdi 
und  zwei  Puncte  5n  cl    der  genannten  Hyperbel  h,  und  es  handelt  sich 
nunmehr  darum,  diejenigen  beiden  Puncte  a,  (3  zu  finden,  in  welchen  die- 
sclbe  von  der  Geraden  D  geschnitten  wird. 

5)  Zieht  man  zu  diesem  Endzweck,   z.  B.   durch  den  Punct  bl   die 
Gerade  pq  parallel  mit  D,   d.  i.  mit  dd1^    so  ist  nach  einer  bekannten 
Eigenschaft  der  Hyperbel 


Um  hiernach  die  gesuchten  Puncte  a,  [5  zu  finden,    beschreibe  man  um 

dd1   als    Durchmosser   don    Kreis   p,,    d.  i.   dp^d^    tragc   in  diesen  die 

Sehne  p1ql  gleich  pq  ein  und  nehme  pfy  glcich  pb^  so  ist  vermoge  der 
Potenz  dos  Kreises 


Man  nehme  daher  ferner 


so  sind  a,  [3  die  beiden  gesuchten  Puncte,  in  welchen  die  Gerade  D  die 
Hyperbel  h  und  folglich  auch  das  Hyperboloi'd  H  schneidet. 
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6)  Legt  man  nun  endlich  durch  jeden  der  beiden  Puncte  a,  [3  eine 
Gerade  Av  B^  welclie  z,  B.  die  beiden  Geraden  A,  B  schneidet  (III), 
so  wird  jede  derselben  nothwendiger  Weise  auch  die  Gerade  C  sclineiden, 
und  somit  der  vorgelegten  Aufgabe  Geniige  thun. 

Ware  die  Gerade  dc(  kleiner  als  pq,  so  miisste  man  in  (5)  urn 
den  Durclimesser  pq,  anstatt  dd^  einen  Kreis  besckreiben,  und  als- 
dann  fande  man  durch  eine  ahnJiche  Construction  die  beiden  gesuchten 
Puncte  a,  p. 


Lehrsatze. 


Ore  lie's  Journal  Band  II.  S.  287—292. 


Hierzu  Taf.  XIX  Fig-  1  und  2. 


Vorgelegte  Lehrsatze, 


1.  Lehrsatz.    ,,Sind  irgend  zwei  in  einer  Ebene  liegende  Drei- 
ecke  so  bescliaffen,  class,  wenn  aus  den  Ecken  des  einen  auf  die 
Seiten  des  anderen,  in  irgend  einer  Ordnung  genommen,   Lothe 
gefallt  werden,  diese  drei  Lothe  einander  in  irgend  einem  Puncte 
treffen,   so  treffen  auch  diejenigen  drei  Lothe,   welche  in  ent- 
sprechender  Ordnung   aus   den  Ecken  dos   zweiten  Dreiecks  auf 
die  Seiten  des  ersteren  gefallt  werden,   einander  alleinal  in  ir- 
gend einem  Puncte."     Oder: 

I)  ,,Fallt  man  aus  einem  willkurlichen  Puncte  D  (Fig.  1)  in  der  Ebene 
eines  Dreiecks  ABC  auf  die  Seiten   des  letzteren  Lothe  Da,   Db,   DC, 
nimmt  in  diesen  Lothen   drei   beliebige  Puncte  ay    by    c  als  Ecken  eines 
anderen  Dreiecks  a b c  an,  und  fallt  auf  dessen  Seiten  aus  den  Ecken  des 
gegebenen  Dreiecks,    in  gehoriger  Ordnung  genominen,    Lothe   Ad,   Bel., 
Cd,    so   treffen  diese  einander  allemal  in  irgend  einem  Puncte  d."     Und 
ferner: 

II)  ?,Nimmt  man  iihnlicherweise  ein  drittes  Dreieck  cbj)1cl  an,  dessen 
Ecken   in  den  namlichen  drei  ersteren  Lothen  liegen,   so  wird  demselben 
auf  gleiche  Weise  ein  Punct  d1  entsprechen  (I),  und  es  liegen  alsdann  die 
drei  Durchschnittspuncte  der  drei  Paare  entsprechender  Seiten  des  zweiten 
und  clritten  Dreiecks,   d.  h.   die  Durchschnittspuncte  a,   p,   y  der  Seiten- 
paare  be  und  b^  ca  und  c^j,  a b  und  aji^  allemal  in  irgend  einer  Ge- 
raden  apY;  und 

III)  diese  Gerade  a^-y  ist  allemal  zu  derjenigen  Geraden  ddi:  welche 
durch  die  beiden  genannten  Puncte  d,  dl  geht,  senkrecht." 

2.  Lehrsatz.     ,,Haben  irgend  zwei   spharische  Dreiecke,   die 
in   einerlei  Kugelflache  Hegen,   solche  gegenseitige  Lage,   dass, 
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wenn  man  aus  den  Ecken  des  einen  auf  die  Seiten  des  anderen, 
in  irgend  einer  Ordnung  genommen,  Lothe  fallt,  diese  Lothe 
einander  in  einem  Puncte  treffen,  so  treffen  allemal  auch  die- 
jenigen  drei  Lothe,  welche  man  in  entsprechender  Ordnung 
aus  den  Ecken  des  zweiten  Dreiecks  auf  die  Seiten  des  ersteren 
fallt,  einander  in  irgend  einem  Puncte."  Oder: 

I)  ,,Fallt  man  aus  einem   wttlkurlichen  Puncte  D   der  Kugelflache 
auf  die  Seiten  BCy  CA,  AB  eines  gegebenen  spharischen  Dreiecks  ABC 
spharische  Lothe  Da,  Db,  DC,  nimmt  in  diesen  Lothen  drei  beliebige 
Puncte   a,   b,   c  als  Ecken  eines  zweiten   spharischen  Dreiecks   abc  an 
und    fallt   auf   dessen  Seiten  be,   ca,    ab   aus   den  Ecken   des   ersteren 
Dreiecks,    in  gehoriger  Ordnung  genominen,  spharische  Lothe  Ad,  Bd, 
Cd,   so  treffen  diese  einander  allemal  in  irgend  einem  Puncte  d."     Und 
ferner: 

II)  ,,Einem  dritten  spharischen  Dreieck  a^c^  dessen  Ecken  in  den 
namlichen  drei  ersteren  Lothen  Daa^  Dbb^  Dccl  angenommen  werden, 
wird  ahnlicherweise  ein  Punct  d1  entsprechen,  und  die  drei  Durchschnitts- 
puncte  a,  (3,  y  der  drei  einander  entsprechenden  Seiten -Paare,   namlich 
der  Seiten-Paare   be  und  b^   ca  und   c^a^   ab  und  albl    des    zweiten 
und  dritten  Dreiecks  liegen  alsdann  allemal  in  irgend  einem  Hauptkreise 
a{3y;  und 

III)  dieser  Hauptkreis   a$y   steht   allemal   auf  demjenigen   Haupt- 
kreise dd^  welcher  durch  die  beiden  genannten  Puncte  d,  dt  geht,  senk- 
recht" 

3.  Lehrsatz.  ?)Haben  irgend  zwei  (irregulare)  Tetraeder  solche 
gegenseitige  Lage,  dass,  wenn  aus  den  Ecken  des  einen  auf  die 
Seitenebenen  des  anderen,  in  irgend  einer  Ordnung  genommen, 
Lothe  gefallt  werden,  diese  vier  Lothe  einander  in  einem  Puncte 
treffen,  so  treffen  allemal  auch  diejenigen  vier  Lothe,  welche 
man  in  entsprechender  Ordnung  aus  den  Ecken  des  zweiten 
Tetraeders  auf  die  Seitenebenen  des  ersteren  fallt,  einander 
in  irgend  einem  Puncte."  Oder: 

I)  ,,Fallt  man  aus  einem  willkiirlich  angenommenen  Puncte  E  auf 
die  Seitenebenen  BCD,  CD  A,  DAB,  ABC  eines  gegebenen  Tetraeders 
ABCD  Lothe  Ea,  Eb,  EC,  Ed,  nimmt  in  diesen  Lothen  vier  beliebige 
Puncte  a,  b,  c,  d  als  Ecken  eines  zweiten  Tetraeders  abed  an,  und  fallt 
auf  dessen  Seitenebenen  bed,  cda,  dab,  abc  aus  den  Ecken  A,  B,  C,  D 
des  ersteren  Tetraeders  Lothe  Ae,  Be,  Ce,  De,  so  treffen  diese  einander 
allemal  in  irgend  einem  Puncte  <?,"    Und  ferner: 

II)  3,Nimmt  man  in  den  vier  ersteren  Lothen  ahnlicherweise  vier 
andere  Puncte   a15  J19  <?15   dl   als  Ecken  eines   dritten  Tetraeders   an,   so 
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wird  diesem  in  gleicher  Beziehung  ein  Punct  e1  entsprechen;  und  es  liegen 
alsdann  die  vier  Durchschnittslinien  a,  p,  7,  8  der  vier  Paare  einander 
entsprechender  Seitenebenen  des  zweiten  und  dritten  Tetraeders,  namlich 
die  Durchschnittslinien  der  vier  Paare  Seitenebenen  bed  und  b^d^  cda 
und  c^a^  dab  und  d^b^  abc  und  afac^  allemal  in  irgend  einer  Ebene 
und 


III)  diese  Ebene  apyS  steht  allemal  auf  derjenigen  Geraden  ee^ 
welche  durch  die  beiden  genannten  Puncte  e,  e1  geht,  senkrecht." 

4.  Lehrsatz.  ,,Es  sei  irgend  ein  unregelmassiges  Vieleck  so  be- 
schaffen,  dass  sowohl  ein  Kreis  in,  als  ein  anderer  Kreis  um  dasselbe 
beschrieben  werden  kann.  Werden  die  Radien  der  Kreise  durch  r,  R 
und  der  Abstand  ihrer  Mittelpuncte  von  einander  durch  a  bezeichnet,  so 
hat  man 

I)  fur  ein  Dreieck  (siehe  3.  Aufgabe,  S.  127), 


II)  fur  ein  Viereck 

(1)  (R2—  a2)2  = 
oder 

(2)  (S4-r+a)(J24-r—  a)(R 

III)  fur  ein  Fiinfeck 


r(R—  a)  =  (R-\-a)'y(R—r-+-a)(R—  r—  a)+(R+a)']/(R—  r—  a) 

IV)  fiir  ein  Sechseck 

3(J?2—  a2)4  =  4:r\ 

V)  fur  ein  Achteck 
8r2[(£2^a2)W2(^ 

=  [(^2—  a2)4—  4rV.R2]V< 


5.  Lehrsatz.  Wenn  irgend  ein  spharisches  Viereck  so  beschaffen 
ist,  dass  sowohl  ein  Kreis  in,  als  ein  anderer  Kreis  um  dasselbe  be- 
schrieben werden  kann,  so  hat  man,  wenn  die  spharischen  Radien  der 
beiden  Kreise  durch  r,  R  und  der  spharische  Abstand  ihrer  Pole  von 
einander  durch  a  bezeichnet  werden,  folgende  Gleichung: 

(1)  [cos2(V-ha)  —  cos2J?][cos2(V  —  a)  —  cos3.K]  = 
oder, 

(2)  s 


*)  Siehe  .S,  3,  No.  2. 
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6.  Lehrsatz.    Man  stelle   sick  im  Raume   eine  Ebene  AB  (Fig.  2) 
und  irgend   eine  Kugel  m  vor.     Der  Radius   dieser  Kugel   soil   durch  r 
und   das  Loth  mA   aus  ihrem  Mittelpuncte   auf  die  Ebene   durch  h  be- 
zeiclinet  werden.    Ferner  sei  ml  irgend  eine  Kugel,  welche  die  Ebene  und 
jene   Kugel   ausserlich  beruhrt,   so   sind  alsdann  unendlich  viele   Kugeln 
denkbar,   welche  die  Ebene  und   die  beiden  Kugeln  m,   m1  zugleich  be- 
riihren,    wie  z.  B.   die  Kugeln   ft,    ftr     Man  denke   sich  nun  eine  Reihe 
solcher  Kugeln   j*19   fj,3,    fjL3 ...  ^,  welche   einander  der  Ordnung  nach  be- 
rtihren,   und  deren  Anfangsglied  ^   an  beliebiger  Stelle  angenommen  ist, 
so  ist  es  moglich,    dass,    wenn  diese  Reihe  im  Ring  herum  fortgesetzt 
wird,  bis  man  zu  dem  Anfangsgliede  fx1  zuriickkommt,   die  letzte  Kugel 
nicht  nur  die  vorletzte,  sondern  zugleich  auch  die  erste  ^  beruhrt;   und 
zwar  hangt   dieses  Eintreffen   lediglich  von  dem  Verhaltniss   der  beiden 
Grossen  r,  h  zu  einander  und  durchaus  nicht  von  der  Grosse  und  Lago 
der  Kugel  m{  noch  von  der  Lago   des  Anfangsgliedes   p.t    der  Reihe   ab. 
Namlich  die  erste  Kugel  j^   der  gonannten  Reihe  wird  allemal  von 

I)  der  dritten  JJLS  beruhrt,  wenn  Jt  =  br, 

II)  -    vierten  ji4        -                   h  =  Bry 

III)  -     fiinften  jjL5         -  -      &a— 47*<r— 16/2  =  0, 

IV)  -     sechsten  jjic        -  Ji  ==  r, 

V)      -   'achten     ji,8        -  -      A8— 67^'-+-^  =  0, 

u.     s,     w. 

7.  Lehrsatz;.      ,,Wenn    von    irgend    vier    Kugeln    je    zwei    einander 
ausserlich  beruhren,    so  giebt  es  allemal  zwei  bestimmte  andere  Kugeln 
m,   M,   von  denen  jede  jene  vier  beriihrt,    und  zwar  beruhrt  entwoder 
a)  jede  dieselben  ausserlicli,  oder  (3)  die  eine  beruhrt  diesclben  iiussorlich 
und  die  andere  einschliessend.     Werden  die  Radien  dieser  beiden  Kugeln 
my  M  durch  r7  R,  und  der  Abstand  ihrer  Mittelpuncte  von  einander  durch 
a  bezeichnet,  so  hat  man  allemal 

(a)  «a  =  R*+r*-+-WrR, 

oder 

(P)  a*  =  £*•+•*•*— IQrR." 

8.  Lehrsatz.    »Sincl  r9  R  die  Radien  und  a  der  Abstand  der  Mittel- 
puncte zweier  in  einander  liegender  Kugeln  m,  M,   und  flndet  zwischen 
jenen  drei  Grossen  die  Gleichung 


Statt,  so  lassen  sich  in  dem  Raume  zwischen  den  beiden  Kugelflachcn 
auf  willkiirliche  Weise  6  andere  Kugeln  so  beschreiben,  class  jede  4  der 
iibrigen  imd  zugleich  jene  beiden  Kugeln  m,  M  beruhrt:  d.  h.  denlct  man 
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sich  an  irgend  einer  Stelle  in  dem  genannten  Zwischenraum  eine  Kugel 
JJL,  wclche  die  Kugeln  m,  M  beriihrt,  so  lassen  sicli  um  dieselbe  herum 
auf  willkiirliche  Weise  vier  andere  Kugeln  (JLS,  p,3,  p,4,  ji5  legen,  die  ein- 
ander  der  Ordnung  nach  beriihren,  und  von  denen  jede  die  drei  ersteren 
Kugeln  m,  My  ^  beriihrt,  und  alsdann  1st  allemal  noch  eine  andere  Kugel 
fjL6  moglich,  welche  die  sechs  Kugeln  m,  M,  fia,  JJLS,  [x4,  jx5  beriihrt." 

9.  Lehrsatz.      ?)Ist    auf    einer   Kugelflache    eine    beliebige    Anzahl 
willkiirlich  liegender  Puncte  A,    B,    C,  ...   gegeben,   und  soil  auf  der- 
selben  ein  anderer  Punct  P  so  bestimmt  werden,   dass,    wenn  man  die 
Cosinus   der   Hauptkreisbogen  AP,  BP,  CP,  .  .  .  ,    welche   diesen  Punct 
mit  jenen  Puncten  verbinden,  respective  mit  gegebenen  Zahlen  a,  b,  c,  ... 
mnltiplicirt,  die  Summe  dieser  Producte  einer  gegebenen  Grosse  K  gleich 
sei,  also  dass 

acos-4P-|-&cosJ3P-f-ccosCP-+---  =  K 

sei,  so  ist  der  Ort  des  Punctes  P  allemal  die  Peripherie  irgend  eines 
Kreises.  Wird  die  Grosse  K  kleiner  oder  grosser  angenommen,  wahrend 
die  Puncte  A,  B,  C,  .  .  .  fix  und  die  Zahlen  ay  b,  e,  ...  constant  bleiben, 
so  bleibt  auch  der  Pol  des  Ortskreises  unveranderlich  ,  d.  h.  die  verschie- 
denen  Ortskreise,  die  dadurch  entstehen,  sind  alsdann  alle  mit  einander 
parallel." 

10.  Lehrsatz.      ,,Ist  im    Raume   irgend    eine   Anzahl  n  beliebiger 
Puncte  gegeben,  und  ordnet  man  dieselben  auf  willkurliche  Weise,  zieht 
sodann  aus  dem  ersten  nach  dem  zweiten  die  Gerade  A;  aus  der  Mitte  der 
Geraden  A  nach  dem  dritten  Puncte  die  Gerade  B;  aus  dem  Puncte,  welcher 
von  der  Geraden  B,  von  ihrem  Anfange  an  gerechnet,  das   erste  Drittel 
abschneidet,  nach  dem  vierten  Puncte  die  Gerade  C;  aus  dem  Puncte,  wel- 
cher von  C  das  erste  Viertel  abschneidet,   nach  dern  funften  Puncte  die 
Gerade  D;  aus  dem  Puncte,  welcher  von  D  das  erste  Fiinftel  abschneidet, 
nach  dem  sechsten  Puncte  die  Gerade  E  u.  s.  w.;  multiplicirt  hierauf  die 
Quadrate  der  genannten  Geraden  nach  der  Ordnung  mit  den  Bruchen 

JL    JL    A.    i.    JL  *i~1 

2'3'4J5'6''*'        n     ' 
so  hat  die  Summe  aller  dieser  Producte,  namlich  die  Summe 
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allemal  einerlei  Grosse,  in  welcher  beliebigen  Ordnung  man  auch  die  ge- 
gebenen Puncte  auf  einander  folgen  lasst." 

11.  Lehrsatz.  ?,Sind  a,  b,  c,  d  die  Seiten  und  e,  f  die  Diagonalen 
eines  spharischen  Vierecks,  und  ist  g  derjenige  Hauptkreisbogen,  welcher 
die  Mitten  der  beiden  Diagonalen  verbindet,  so  ist  allemal 


Steiner's  Werke.    I.  11 
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(Beim  geradlinigen  Viereck  hat  man  bekanntlich  die   entsprechende 
Gleichung 


12.  Lehrsatz.  ,,Sind  im  Raume  irgend  zwei  fixe  Gerade  gegeben, 
und  lasst  man  zwei  Ebenen,  welclie  zu  einander  senkrecht  sind,  sich  so 
bewegen,  class  jede  fortwahrend  durch  eine  jener  Geraden  geht,  so  be-" 
sohreibt  die  Durchschmttslmie  der  beiden  Ebenen  ein  einfaches  Hypor- 
boloi'd,  in  welchem  zugleich  auch  jene  beiden  Geraden  liegen,  und  wel- 
ches von  jeder  Ebene,  die  zu  einer  dieser  Geraden  senkrecht  1st, 
in  einem  Kreise  geschnitten  wird." 


Bemerkungen  zu  einer  Aufgabe  in  Crelle's 
'       Journal  Band  III.  S.  197—198. 


Crelle's  Journal  Band  III.  S.  201—204. 


Hiorzu  Taf.  XX  Fig.  1. 


Bemerlmngen  zu  einer  Aufgabe  in  Crelle's 
Journal  Band  III,  8,  197—198, 

Herr  Clausen  behandelt  in  Crelle's  Journal  Band  III.  S.  197  —  198 
folgen  dc  Au  fgabe  : 

1)  ,,In  cincm  Dreieck  ABC  (Fig.  1)  sei 

AF  =  k.AB,    BD  =  k.BC,     CE^k.CA, 

man  soil  don  Inhalt  der  verschiedenen,  durch  die  Durchschnitte  der  Linien 
AD,  BE,  GF  entstandenen  Dreiecke  (und  Vierecke)  linden". 

Diese  Aufgabe  gehort  zu  einer  Abtheilung  von  Elementar-Aufgaben, 
welche  die  PestalozzfsGhQ  Schule  wegen  mancherlei  padagogischer  Vorzuge 
selir  in  Betracht  zog,  und  die  besonders  der  Director  der  Gewerbschule 
zu  Berlin,  Herr  Kloeden,  sehr  ausgebildet  hat  und  bei  seinein  Unter- 
richt  mit  dem  besten  Erfolg  ausiibt.  Nach.  dieser  Elementariibung  wird 
die  obige  Aufgabe  oline  Hiilfe  trigononietrischer  Functionen  gelost;  aucli 
kann  sie  allgemeiner  gestellt  werden,  so  dass  die  obige  nur  als  ein  ein- 
zelncr  Fall  erscheint,  namlich  wie  folgt: 

2)  ,,Es  seien  die  Seiten  des  gegebenen  Dreiecks  ABC  (Fig.  1)  auf 
irgend  erne  Weise  getheilt,  z.  B.  so,  dass 

AF=a.AB;    BD  =  $.BC;    CE  =  i.CA, 

man  soil   den  Flacheninhalt  eines   jeden   der  sieben  Stiicke  angeben,    in 
welche  das  Dreieck  durch  die  drei  Gleraden  AD,  BE,  CF  getheilt  wird." 

1st  die  Gerade  EG  mit  AB  parallel,  so  ist 
'  CE:CA  =  EG-.AF, 
also 


-r— 

1  —  oc 

und  da  aus  denselben  Griinden 

EG:BF  =  EH:EB, 
so  ist  eben  so 

EH  =  I 


BemerkungeE  zu  einer  geometrischen  Aufgabe. 

und  daher 

EB  =  EH+HB  =  (n-Y_JL_).ff.B  =  -^j—51  HB> 

folglich 

EH  «T 


L— cH-ay  ' 

und   da   die  Dreiecke  c  und  CEB   sich  wie  ihre  Grandlinien  EH,  EB 
verhalten,  so  ist 

•CEB. 


1 
Wird  nun  der  Inhalt  des  gegebenen  Dreiecks  durch  A  dargestellt,  so  1st 

GEE  =  T.AV 
dahor  wird 

(1)  c  =  _ 

^  y 


und  vermoge  der  Analogic  hat  man  eben  so 


Da  z.  B.  das  Viereok 

d  = 
so  hat  man  femer,  (weil  ^U^Cgleich  a  A), 


desgleichen 


Endlich  ist  das  Dreieck 
dalicr  wird 


Schneiden  die  drei  Geraden  AD,  BE,  CF  einander  in  einoia  Puncto, 
so  ist  £/  =  0,  und  fur  dicson  Fall  hat  man  also  die  Bedingungsgloichung 

(8) 

V  ' 


1—  a-f-cq       1— 


Bemerkimgen  zu  einer  geometrischen  Aufgabe, 
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oder  aueh 

(9)  ai3T  =  (I_a)(l 

3)  Der  angefuhrte  Satz  entspringt  aus  dem  vorstehenden,  wenn  man 


setzt.    Fur  diesen  besonderen  Fall  hat  man 

a3 


(10) 

(11) 

(12) 


:A 


1— 4g+4«« 
1— a-h-a2 


1— <x-t-a 


1—aH-a2 


A. 


((1),  (2),  (3)), 
((4),  (5),  (6)), 

(7) 


4)  Neulich  wurden  ira  XVIII.  Bande  der  Annales  de  Mathematiques 
des  Herrn  G-ergonne  einige  Aufgaben  untersucht,  welche  den  vorstehenden 
ahnlich  sind,  sich  eben  so  leicht  losen  lassen,  und  aus  denen  icli  die  vor- 
ziiglichsten  Resultate  hierher  setzen  will. 

Wenn  man  namlich  im  Innern  eines  Dreiecks  mit  dessen  Seiten  drei 
Geraden  parallel  zieht*),  so  dass  die  Flache  desselben  in  sieben  Stucke  ge- 
theilt  wird,  namlich  in  ein  dem  gegebenen  ahnliches  und  ahnlich  liegendes 
Dreieck  A  ,  in  drei  Parallelogramme  a,  b,  c  und  in  drei,  diesen  respective 
gegeniiberliegende  Paralleltrapeze  a,  p,  y,  so  findet  Herr  Vattes  folgende 
tGleichungen: 

a  =  20/A+p—  1 
(1) 


b  = 


*)  Zoge  man  drei  Geradea,  statt  parallel  mit  den  Seiten,  so,  dass  sie  die  Seiten 
in  irgend  gegebenen  Verhaltnissen  schnitten,  so  wiirde  dieser  Pall  den  gogenwiirtigen 
und  den  obigen  als  besondere  Falle  in  sick  enthalten  und  nach  Art  des  letzteren  leicht 
gelost  werden  konnen. 
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Bemerkmigeu  zu  einer  geometric  chen  Aufgabe. 


Setzt  man  A  gleichO,  d.  h.  nimmt  man  an,  die  drei  Geraden  schneideu 
einander  in  einem  Puncte,  so  hat  man  z.  B. 

(6)  a2  =  4py;    62 

(7)  abc  = 

Wenn  man  ahulicher  Weise  im  Innern  einer  dreiseitigen  Pyramide 
mit  deren  Seitenflachen  vier  Ebenen  parallel  legt,  so  dass  die  Pyramido 
in  14  Theile  getheilt  wird,  namlich  1)  in  cine  cler  gegobonen  ahnliche  uiicl 
ahnlich  liegende  Pyramide  p;  2)  in  vier  Parallelepipeden  a,  6,  c,  d;  3)  in 
vier  den  letzteren  respective  gegenuberliegonde ,  mit  ihren  GruncUlachen 
parallel  abgestumpfte  dreiseitige  Pyramiden  a,  (3,  y,  B;  mid  ondlich  4)  in 
sechs  abgestumpfte  Parallclepipeden,  welch e  rticksichtlich  ilirer  Lage  zwischen 
den  Parallelepipeden  (2)  durcli  [a 5],  [ad],  [ad],  [50],  [bd],  [at]  bozoichiiet 
werden  sollcn;  so  hat  man 


fur  b,  c,  d  analog. 


(ID 


(III) 


fiir  [a  c],  [ad],  ...  analog. 


fiir  (3.  Y?  8  analog.    Danach  finclct  man  a,  [3,  y,  o. 

I     fiir  [a  5],  [a  0],  .  . . 

-  Vjp)  (fe+T  "~  1/20  (fe+3  -  fe 


(VI) 


(VII) 

Setzt  man  p  gleich  0,  d.  h.  nimmt  man  an,  die  vier  genaimten  Ebenen 
scbieiden  einander  in  einem  Puncte,  wodurch  sich  a,  p,  -y,  8  in  Pyramiden 
verwandeln,  die  der  gegebenen  ahnlich  sind,  so  hat  man  z.  B. 

(VIII)  a3  =  216pT8;     £3  =  216aT8;    c?3=-216ap8;    ^3 

3  3  __      3 

(IX)  [a 6]  =  3(]/T~j~y5)yY5?    ffir  die  ubrigen  analog. 

(X)  abed  =  1296apT3. 

(XI)  6a3a  =  6<?rf;    6b*$  =  acd;     etc. 

(XII)  ^3a=:43p  =  c3T  =  d38. 


Bemerkungen  zu  einem  Aufsatze  in  Crelle's 
Journal  Band  III.  8, 199—200. 


Crelle's  Journal  Band  III.  S.  205—206. 


Bemerkungen  zu  einem  Aufsatze  in  Crelle's 
Journal  Band  III,  S.199— 200,  ^ 

Em  Ungenannter  hat  in  Crelle's  Journal  Band  III.  S.  199—200  fol- 
genden  Satz  bewiesen: 

5,Alle  Flachen  der  zweiten  Orduung,  welche  durch  sieben 
Eckpuncte  eines  von  seclis  Ebenen  begrenzten  achteckigen  Kor- 
pers  (Hemedre-Octogone)  gehen,  gehen  auch  durch  den  achten  Eck- 
punct  dieses  Korpers." 

Aus  diesein  Satze  schliesst  man  folgenden  analogen  Satz,  namlieh: 

,,Dass  jede  Flache  zweiter  Ordnung,  welche  sieben  Seiten- 
flachen eines  von  acht  Ebenen  begrenzten  sechseckigen  Korpers 
beriihrt,  auch  zugleich  die  achte  Seitenflache  beruhre. " 

Denn  nach  einer  gewissen  Regel,  welche  die  franzosischen  Geometer 
^theorie  des  polaires  reciproques"  nennen,  (von  der  ich  an  einem  anderen 
Orte  handeln  werde),  und  nach  welcher  die  Dualitat  solcher  Satze  er- 
schlossen  wird,  folgt  auch  dieser  Satz  unmittelbar  aus  jenem.  Der  gegen- 
wartige  kann  aber  auch  ausserdem,  wie  folgt,  aus  jenem  hergeleitet  werden. 

In  jeder  Ecke  des  genannten  Korpers  stossen  vier  Seitenflachen  zu- 
sammen.  Die  in  irgend  einer  Ecke  zusammenstossenden  Seitenflachen 
sollen  der  Ordnung  nach  durch  Ai:  A^  AA<  A4,  und  die  ihnen  gegen- 
tiberliegenden  Seitenflachen  durch  ^45,  AG,  A^  A8  bezeichnet  werden. 
Die  Ecken  des  Korpers  lassen  sich  dadurch,  mit  Rlicksicht  auf  die  Seiten- 
flachen, die  darin  zusammenstossen,  durch  ^(1234),  ^(1278),  ^(2358), 
£J(3465),  ^(4176),  j&7(5678)  bezeichnen.  Endlich  sollen  die  Puncte,  in 
welchen  irgend  eine  Flache  F  zweiter  Ordnung  z.  B.  die  sieben  Seiten- 
llachen  A^  A2,  A^  A^  A5,  AQ,  A7  beriihrt,  piy  p.2,  p^  _p4,  p5,  p6,  p7 
heissen. 

Man  weiss,  class  die  Beriihrungspuncte  aller  Ebenen,  welche  darch 
einen  und  denselben  Punct  gehen  und  eine  Flache  zweiter  Ordnung  be- 
rtihren,  auf  die  Peripherie  eines  Kegelschnitts  beschrankt  sind,  und  dass 
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umgekehrt  alle  Ebenen,  deren  Benihrimgspuncte  mit  einer  Fliiche  zweiter 
Orduung  auf  einou  Kegelschnitt  boschrankt  sind,  einander  in  einem  mid 
demselbcn  Puncte  schneiden. 

Daher  folgt  also,  dass  vcrmoge  der  Ecken  jE7(1234),  j£(3465),  jS(4176), 
sowohl  die  vier  Puncte  p^p^p^  p4,  als  py,  p4,  pG,  #.,  als  p4,  p^  p7,  pl} 
in  einer  Ebene  (in  einem  ebenen  Schnitt  dor  Flacho  F)  licgen;  uud  du- 
lier  giebt  es  nach  dem  oben  erwahnten  Satze  noch  cinon  bestimmten 
acliten  Punct  £>8,  welcher  ebenfalls  in  der  Flaclie  F  liegt,  uud  zwar  so, 
dass  er  sowohl  mit  den  drei  Puncten  jp1?  jt>a,  p7,  als  ^,  jp3,  jt>5,  als  p^ 
|j>G,  p7  in  einem  ebenen  Schnitt  der  Flachc  liegt.  Aus  dem  Letzteren 
folg't  ferner  nach  dem  vorstehenden  Hiilfssatze,  dasa  die  in  p^  an  die 
Fliiche  F  gelegte  Beriihningsebene  sowohl  durch  den  Durchschnittspunct 
der  drei  Ebenen  Al<t  A^  A^  als  A^  As,  A^  als  A^  A6,  A7  gehen  muss, 
d.  h.  dass  sie  durch  die  Ecken  JS?(1278),  ^(2358),  ^(5678)  gehen  muss, 
folglicli  fallt  sie  mit  der  Seitenflache  A^  zusammen,  and  folglich  win! 
auch  diese  Seitenflache  A8  von  der  Flachc  F  beriihrt,  w.  z.  b.  w. 

Ich  erwahne  bei  dieser  Gelegenheit  noch  folgender  zwei  interessanten 
Satze,  welche  Herr  Bobillier  im  XVII.  Bando  der  mathematischen  Annalen 
des  Herrn  Gergonne  dui-ch  cine  sehr  einfache  und  gcschickt  gofuhrte 
Reclaming  bewiesen  hat}  namlich: 

I.  jjBie  Mittelpuncte  aller  Fliichen  zweiter  Orduung,  welche 
sieben  gegebene  Ebenen   beruhren,    liegen  in   einer   bestimmten 
Ebene." 

II.  ,,Die  Mittelpuncte  aller  Flachon  zweiter  Ordnung,  welche 
acht    gegebene    Ebenen    beriihren,    liegen    in    einer    bestimmten 
Geraden." 

In  einer  spateren  Abhandlung  desselben  Verfassers  (Bd.  XVIII.  S.  253) 
(iiessen  diese  Satze  als  sehr  specielle  Fiille  aus  allgemeineren  Siifczen  fiber 
algebraische  Flachen  aller  Ordnungen.  Den  Untersuchungen  des  Ilerrn 
BoULUer  geht  ein  Memoire  von  Herrn  Gergonne.,  betitelt:  ^Recherche^  mr 
quelques  tois  generates  qui  regiment  les  lic/ncs  et  mrfaces  alc/t'hriqncs  <lv  torn 
les  ordres"  voran  (Bel.  XVII.  8.  214  und  229).  Diese  Arboiten  sind  ihrer 
Allgemeinheit  uncl  Einfachheit  wegen  in  Beziehung  auf  geschickte  aualy- 
tische  Behandlung  geometrischer  Gegenstiinde  von  grossem  Interesse,  und 
verdionen  deshalb  besondere  Berficksichtiguiig. 


Vorgelegte  Aufgaben  und  Lehrsatze. 


Crelle's  Journal  Band  III.  S.  207—212. 


Hierzu  Taf.  XX— XXI  Fig.  1—7. 


Vorgelegte  Aufgabea  und  Lehrsatze. 

1.  Lehrsatz.     Setzt  man  zur  Abkurzung 


so  hat  man  fur  die  Summe  gleich  hoher  Potenzen  cler  natiirlichen  Zahlen 
folgende  Ausdrucke*): 


(II) 


LH-^-[l2+22+32+».+^2](^-n+l)2Hi 

^+l2.3V-+(^-l)2(^-l)2](('r-^4-2)2w-2!1 
(I)  ™— 

-2)2(w-2)2(^-2)2](^-n+3)9n"4l1 


und 


£i 


2.22+l  2:3  2 


*)  Der  Herr  Professor  Schweins  giebt  in  seiner  Analysis  elf  verschiedene  Summi- 
rungsweisen  dieser  Heihe;  auch  die  vorliegende  Summirungsweise  gewinnt  man  nach 
der  daselbst  von  dem  genialen  Verfasser  angewandten  sehr  allgemeinen  Suminirungs- 
methode. 
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Leitet  man  von  den  gegebenen  Reihen  (I)  und  (II)  neue  Summon- 
reihen  ab,  so  hat  man  fur  die  Summe  der  rten  abgeleiteten  Reihe: 


H-+III+    *_jiV22+3^^ 

\^^+(n-l)\n~iy2](^n+2J2n+f'-^ 


und 


(IV) 


-i| 


Die  Grossen  n,  r  sind  als  ganze  positive  Zahlen  vorausgesetzt. 

2.  Lehrsatz.    ,,Zieht  man  in  einem  gegebenen  Kreise  Sclinen,  die 
sammtlich  parallel  sind,  beschreibt  iiber  jeder,  als  Durchmesser  genommen, 
einen  Kreis,  so  wird  jeder  von  diesen  Kreisen,  (wozu  auch  der  gegcbene 
gehort),  von  einer  bestimmten  Ellipse  eingeschlossen  und  in  zwei  Puncten 
beruhtt.  Die  Ellipse  hat  den  mit  den  genannten  Sehnen  parallelen  Durch- 
messer AB  des  gegebenen  Kreises  zur  kleinen  Axe,  deren  Quadrat  gerade 
die  HSJfle  des  Quadrats  der  grossen  Axe  ist.    Diejenigen  Kreise  jedoch, 
deren  Durchmesser  kleiner  sind  als  AB]/$,  liegen  innerhalb  der  Ellipse, 
ohne  von  ihr  beriihrt  zu  werden.c< 

3.  Lehrsatz.    ,,Zieht  man  irgend  eine  Gerade  AB,  welche  ein  Paar 
gegeniiber  liegender  Kanten  einer  gegebenen  dreiseitigen  Pyramide  schnoidet, 
und  legt  durch  irgend  einen  Punct  P  dieser  Geraden  AB  zwei  andere  Ge- 
raden  CD,  EF,  welche  respective  die  beiden  ubrigen  gegeniiber  stehenden 
Kantenpaare  schneiden,  so  geht  die  Ebene  der  letzteren  Geraden  CD,  EF 
bestandig  dui^ch  eine  bestimmte  Gerade  A^B^  welche  ebenfalls  das  erste 
Kantenpaar  schneidet,  der  Punct  P  mag  sich  in  der  fixen  Geraden  AB 
bewegen,  wie  man  will";  und  ferner:    ,,Legt  man  durch  AB  irgend  eine 
Ebene,  deren  Durchschnittspuncte  mit  dem  zweiten  und  dritten  Kanten- 
paar CJL,  D1  und  E^  F1  heissen  mogen,  so  fallt  der  Durchschnittspunct 
der  Geraden  C&,  ElFl  bestandig  in  die  Gerade  A1B19  die  Ebene  mag 
sich  um  die  fixe  Gerade  AB  drehen,  wie  man  will." 
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4.  Lehrsatz.     5)Nimmt   man   in   der  Peripherie  eines  Kegelschnitts 
irgend  sechs  beliebige  Puncte  A,  B,  C,  D,  E,  F  (Fig.  1)  an,  so  konnen 
sie  auf  drei  Arten  als  drei  und  drei  einander  gegeniiberliegend  betrachtet 
werden,  namlich  A,  B,  C  und  F,  E,  D;  B,  C,  D  und  A,  F,  E;  C,  D,  E 
und  By  Ay  F.     In  jedem   Falle   bestimmen   sie,    paarweise   genommen, 
wie   sie  einander  gegeniiber  liegen,   drei  Yierecke,   z.  B.  im  ersten  PaJle 
ABEF,  ACDF,  BCDE.     Die  Durchschiittspuncte  (ff,  jff,  /)  der  Dia- 
gonalen^dieser  drei  Yierecke  liegen  in  einer  Geraden  (GST),  und  die  auf 
diese  Weise  entstehenden  drei  Geraden  GHI,    KLM,   NOP  schneiden 
einander  in  einem  einzigen  Puncte  Q.a 

Dieser  Satz  ist  nur  ein  Theil  eines  umfassenderen  Satzes. 

5.  Lehrsatz.     Zieht  man  in  einem  convexen  Yieleck  alle  mogliohen 
Diagonalen  und  verlangert  alle  Seiten,  so  dass  alle  diese  Geraden  wo  mog- 
lich   einander   paarweise  schneiden,    so  entstehen  im  Allgemeinen  inner- 
halb  des  Yielecks  gerade  halb  so  viele  Durchschnittspuncte  als  ausserhalb. 
Z.  B.  beim  20Eck  innerhalb  4845  und  ausserhalb  9690. 

6*  Lehrsatz.  Bekanntlich  konnen  "die  Seiten  eines  Dreiecks  oder 
ihre  Verlangerangen  von  vier  Kreisen  beruhrt  werden.  Ist  das  Dreieck 
ein  rechtwinkliges,  so  ist  der  Radius  des  Kreises  iiber  der  Hypotenuse  so 
gross  als  die  Summe  der  Badien  der  drei  ubrigen  Kreise;  und  ferner: 
bei  dem  bekannten  Pythagoraischen  Dreieck,  dessen  Seiten,  durch  irgend 
eine  Langeneinheit  gemessen,  3,  4,  5  sind,  sind  die  Radien  jener  Kreise, 
durch  die  namliche  Einheit  gemessen,  1,  2,  3,  6. 

7.  Lehrsatz.     Sind  A,  B,  C  diejenigen  drei  Kreise,  von  denen  jeder 
eine  Seite    eines   gcgebenen  Dreiecks  und  die  Yerlangerungen  der  beidcn 
ubrigen  (Seiten)  beruhrt,  und  beschreibt  man  drei  andere  Kreise  a,  b,  c 
so,  dass  jeder  zwei  der  drei  evatereu  ausseiiich  und  den  dritten  innerlich 
(einschliessend)  beriihrt,  so  schneiden  die  drei  letzteren  einander  in  einem 
bestimmten  Puncte  P,  und  die  Geraden,  welche  diesen  Punct  mit  den  Mittel- 
puncten  der  drei  orsteren  Kreise  verbinclon,  sind  respective  zu  den  Seiteu 
des  Dreiecks  senkrecht. 

8.  Lehrsatz.     Sind  A,  B,  C,  D  diejenigen  vier  Kugeln,  von  denen 
jede  eine  Seitenflache  einer  gegcbenen  dreiseitigen  Pyramide  und  die  Yer- 
langerungen    der   drei  ubrigen  beruhrt,    und  beschreibt  man  vier  andere 
Kugeln  dj  by  e,  d  so,  dass  jede  drei  der  vier  ersteren  ausserlich  und  die 
vierte  innerlich  beruhrt,  so  schneiden  die  vier  letzteren  einander  in  einem 
bestimmten  Puncte  P,    und  die  Geraden,    welche   diesen  Punct  mit  den 
Mittelpuncten  der  vier  ersteren  Kugeln  (A,  B,  C,  D)  verbinden,   sind  re- 
spective zu  den  Seitenflachen  der  Pyramide  senkrecht. 

Dieser  und  der  vorige  Satz  sind  nur  Theile  von  umfassenderen 
Satzen. 

Steiner's  Werke.    I. 
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9.  Lehrsatz,    Es  seien  M2J  Ml  (Fig.  2)  irgcnd  zwei  Kreise  mit  den 
Durchmessern  AB,  CD;  EF  sei  ihre  Linie  der  gleichen  Potenzen  (siehe 
S.  23),  und  M  sei  die  Mitte  ihrer  grossten  Entfernung  AD  von  einander; 
beschreibt  man  irgend  einen  Kreis  M,  d.  h.  G-HI  oder  G^  E^  /,  und  hier- 
auf  zwei   andere  Kreise  m2,    m1  so,    dass   beide  zugleich  innerhalb  oder 
ausserhalb  des  Kreises  M  liegen  und  ihn  beriihren,  und  dass  sie  iiberdies 
die  Gerade  EF  und  respective  die  gegebenen  Kreise  M^   Ml  beruhren, 
so  sind  die  zwei  Kreise  w25  ml  allemal  einander  gleich*). 

10.  Lehrsatz.     Drei  unendliche  Geraden,  die  ein  Dreieck  ABC  eiii- 
schliessen,  theilen  die  Ebene,  in  der  sie  liegen,  in  sieben  Theile,  namlich 
in  die  Flache  E  des  Dreiecks,  in  drei  Winkelraume  E17  Ea9  Es,  und  in 
drei  uber   den  Seiten  des  Dreiecks  liegende  Raume  H^  J/2,   J73.     Zieht 
man  aus  den  Ecken  des  Dreiecks  durcli  irgend  einen  Punct  P  drei  Gerado 
APA2,  BPB2,  CPC2,  die  den  gegenuber  liegenden  Seiten  in  Ja?  7?8,  C2 
begegnen,  so  liegen  diese  drei  Puncte  A^  B3,  C%  mit  den  Mitten  A^  B^ 
Cl   der  Seiten  allemal  in  irgend  einem  Kegelsclmitt,   und  zwar  in  oiner 
Ellipse,   Hyperbel,   oder  Parabel-,  je.nachdem  der  Punct  P  in  einem  der 
vier  Raume  E,   E^   E2,    E^  -in  einem  der  drei  Raume  //J?   IL^   J/j, 
oder  unendlich  entfernt  liegt.    In  diesem  letzteren  Falle  sind  die  Geraden 
AA2,  BB,,  CC,  parallel. 

Dieser  Satz  ist  ein  besonderer  Fall  eines  allgemeineren  Satzes.    Auch 
giebt  es  einen  diesem  entgegengesetzten  Satz. 

11.  Lehrsatz.    Beruhren  die  Seiten  irgend  eines  Dreiecks  erne  ge- 
gebene  Parabel,  so  schneiden  die  drei  Geraden,   welche  die  Beriilirungs- 
puncte  mit  den  gegeniiberliegenden  Ecken  verbinden,    einander  in  irgend 
einem  Puncte  P.    Die  Schwerpuncte  aller  Dreiecke,   denen  ein  und  der- 
selbe  Punct  P  in  dieser  Beziehung  zugehort,  liegen  in  einer  bestimmton 
Geraden,  und  die  um  die  Dreiecke  beschriebenen  Ellipsen,  welche  die  re- 
spectiven  Schwerpuncte   zu  Mittelpuncten  haben,    sind  ahiilich,    ahnlich 
liegend  und  schneiden  einander  im  Puncte  P." 

12.  Lehrsatz.     Eeschreibt   man   um   ein   gegebenes    Dreieck  ABC 
(Fig.  4)  irgend  einen  Kegelschnitt,  zieht  aus  den  Ecken  des  ersteren  durch 


*)  Archimedes  hat  denjenigen  besonderen  Fall  dieses  Satzes  bewiesen,  wo  die  ge- 
gebenen  Kreise  M%,  MI  einander  in  (B,  C)  beruhren,  und  wo  AD  als  DurchmoHsor 
des  Kreises  M  angenommen  wird.  Ein  arabischer  Scholiast  Alkauhi  hat  den  Archimo- 
dischen  Satz  so  weit  verallgemeinert,  dass  er  die  erste  Einschrunkung  aufhol)  (siclio 
Archimedes  Werke,  (ibersetzt  von  Nizte,  S.  256,  Wahlsatz  5).  In  dem  lotzteren  Pallo  findot 
folgende  besondere  Bigenschaft  statt:  ,,Ist  K  (Fig.  3)  der  aussoro  Aehnlichkoitspunct  der 
gegebenen  Kreise  Jf3,  M^  so  beriihrt  sowohl  der  Kreis  m,  dessen  Durchmessor  MK 
ist,  als  derjenxge  Kreis  M(Q1H1I1):>  welcher  dio'ilussere  gemeinschaftliche  Tangento 
der  gegebenen  Kreise  beruhrt,  die  beiden  Kreise  wa,  %." 
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irgend  eincn  Peripheriepunct  D  des  letzteren  die  Geraden  ADA^ 
CDC^  die  den  gegeniiber  liegenden  Seiten  in  Ai:  J517  Cl  begegnen,  so 
liegen  die  drei  Puncte  a,  (3,  y,  i*1  welchen  die  entsprechenden  Seiten  der 
beiden  Dreiecke  ABC,  A1B1C1  einander  schneiden,  allemal  in  irgend  einer 
Geraden,  und  diese  Gerade  ap^  geht  bestandig  durch  einen  be- 
stimmten  fix  en  Punct  Q;  zieht  man  ferner  aus  den  Ecken  des  gege- 
benen  Dreiecks  ABC  durch  die  Mitten  a,  b,  c  der  Seiten  des  Dreiecks 
A^Q  die  Geraden  Aa,  Bb,  Cc,  tso  treffen  diese  einander  allemal  in 
irgend  einem  Puncte  P,  und  der  Ort  dieses  Punctes  ist  eine  be- 
stimmte  Gerade. 

13.  Lehrsatz.      Beschreibt   man    irgend    einen    Kegelschnitt   DEF 
(Fig.  5),    welcher  die  Seiten   ernes  gegebenen  Dreiecks  beriihrt,    legt    an 
denselben  irgend  eine  Tangente  A1B1C1,  welche  die  Seiten  des  Dreiecks 
in  AI,  jB19  Cl  schneidet,  und  zieht  die  Geraden  AA^  BB^  CC\,  wodurch 
das  Dreieck  a{3y   entsteht,    so    schneiden   die  drei  Geraden  A  a,  B$,  C^ 
einander  allemal  in  irgend  einem  Puncte  Q,  und  der  Ort  dieses  Puncts  • 
ist  eine  bestimmte  Gerade;  zieht  man  ferner  aus  den  Ecken  des  Drei- 
ecks   a^7    durch    die  Mitten  a?    b,   c  der  Seiten  des  gegehenen  Dreiecks 
ABC  die  Geraden  aa,  $b,  yc,  so  treffen  diese  einander  in  irgend  einem 
Puncte  P,  und  der  Ort  dieses  Punctes  ist  ein  bestimmter  Kegelschnitt,  wel- 
cher durch  die  drei  Beruhrungspuncte  D,  Ey  F  geht. 

14.  Lehrsatz.     Schneidet   man  die  drei  Diagonalen  AB,  CD,  EF 
eines  gegebenen  vollstandigen  Vierecks,  gebildet  durch  die  vier  Geraden 
AE,  AF,  ED,  CF  (Fig.  6),  mit  irgend  einer  Geraden  ace  (oder  bdf)  in 
den  Puncten  a,  c,  e  (oder  b,  d,  /),  und  bestimmt  hierauf  in  jeder  Dia- 
gonale  den  entsprechenden  harmonischen  Punct  b,  d,  f  (oder  a,  c,  e), 
d.  h.  so,  dass  z.  B. 

AaiaB  =  AbiBb, 

so  liegen  diese  drei  neuen  Puncte  allemal  in  irgend  einer  Geraden  bdf 
(oder  ace).  Dreht  sich  die  schneidende  Gerade  ace  um  irgend  einen  Punct 
P3  so  bewegt  sich  die  zugehorige  (harmonische)  .  Gerade  bdf  so,  dass  sie 
bestandig  irgend  einen  bestimmten  Kegelschnitt  beriihrt,  der  zugleich  von 
den  drei  Diagonalen  AB,  CD,  EF  beriihrt  wird;  und  auch  umgekehrt 

15.  Lehrsatz.     Ein  vollstandiges  Viereck   von   vier  Puncten  A,  B, 
C,  D  (Fig.  7)   hat   drei  Paare   einander  gegeniiber  liegender  Seiten  (oder 
Diagonalen)   AB  und  CD,  AC  und  DB,  AD  und  CB,    die    einander 
respective  in  den  Puncten  a,  b,  c  schneiden.     Zieht  man  aus  irgend  einem 
Puncte  p  nach  jenen  Puncten  a,   b,  c  die  Geraden  pa,  pb,  pc  and  be- 
stimmt hierauf  bei  jedem  Puncte  (a,  b,  c)  die  entsprechen.de  vierte  har- 
monische Gerade  aq,  bq,  cq,  d.  h.  eine  solche  Gerade,  dass  die  durch 
denselben  Punct  gehenden  vier  Geraden  (z.  B.  aA,  ap,  aD,  aq")  ein  har- 
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monisches  System  bilden,  (dass  sie  jede  Gerade,  welche  sie  schneiden, 
harmonisch  theilen),  so  treffen  diese  drei  Geraden  aq,  bq,  cq  einander 
allemal  in  irgend  einem  Puncte  q.  Bewegt  sich  der  Punct  p  in  irgend 
einer  Geraden,  so  beschreibt  der  Punct  q  irgend  einen  Kegelschnitt,  der 
allemal  durch  die  drei  Puncte  a,  fr,  c  geht;  und  auch  umgekehrt. 

16.  Aufgabe.    Zwischen  den  Radien  von  fiinf  Kugeln,  von  denen  je 
zwei  einander  beriiliren,  eine  Belation  zu  jfinden.    (Siehe  S.  61,  62.) 

17.  Aufgabe.    Werin  vier  gegebene  Puncte  in  einer  Ebene  so  liegen, 
dass  alle  Kegelschnitte,   welche  durch  diese  vier  Puncte  hindurch  gehen, 
Hyperbeln  sind,  [wie  z.  B.  die  Puncte  A,  E,  F,  B  (Fig.  6)],  so  soil  unter 
alien  diesen  Hyperbeln  diejenige  gefunden  werden,  welche  am  meisten  von 
der  gleichseitigen  abweicht. 


Demonstration  de  quelques  theoremes  de 

geometric, 


Grer  gonna,  Annales  de  Mathematiques,  tome  XIX,  p.  1 — 8. 


Demonstration  de  quelques  theoremes  de 
geometrie, 

§1. 

1.  H  est  generalernent  connu  que,  si  par  un  quelconque  P  des  points 
du  plan   d'un  triangle  ABC  et  par  ses  sommets    on    mene  trois  droites 
AP,   BPy   CP}   rencontrant  respectivernent  en  A',  B'y   Cf  les   directions 
des  cotes  BC,  CA,  AB  de  ce  triangle,  on  aura  1'equation 

AB'.BC'.CA'  =  BA'.CB'.AC'; 

et  que,  reciproquement,  si  troj>s  points  A',  B',  C'  soht  tellernent  situes 
sur  les  directions  des  cotes  d'un  triangle  ABC,  que  cette  equation  ait 
lieu,  les  droites  AAr,  BB',  CCf  concourront  en  un  meme  point  P,  pour- 
vu  toutefois  (Annales,  torn.  XVII,  pag.  144)  que  ceux  de  ces  points  qui 
seront  situes  sur  les  cotes  meme  du  triangle,  et  non  sur  leurs  prolon- 
gemens,  soient  en  nombre  impair.  On  sait  que  dans  le  cas  contraire  les 
trois  points  Af,  Bf,  Cf  appartiendraient  a  une  meme  droite. 

2.  Par  les  trois  points  A,   B',    C'  soit  decrit  un  cercle  coupant  de 
nouveau  en  A",  B",  C"  les    directions  des  cotes  BCy  CA,  AB;  par  la 
propriete  des  cordes  ou  des  secantes,  issues  d'un  meme  point,  on  aura 

AB'.AB"  =  AC1. AC", 

BC'.BC"  =  BA'.BA", 

CA'.CAn  =  CB'.CB", 

equations  qui,  multipliees  membre  a  membre,  donneront,  en  reduisant 
au  moyen  de  la  precedente  (1), 

AB".BC".CA"  =  BA".CB".AC"; 

ce  qui  prouve  (1),  que  les  droites  AA",  BB",  CC"  concourent  aussi  en 
un  rneme  point  PT. 

3.  Parce  que  cette  propriete  est  de  nature  projective,  elle  aura  lieu 
egalement,  lorsqu'on  substituera  au  cercle  une  ligne  quelconque  du  second 
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ordre.    En  invoquant  ensuite  la  theorie  des  polaires  reciproques,   on  ob- 
tiendra  les  deux  theoremes  que  voici: 


Theorem e.  Les  trois  sommets 
d'un  triangle  etant  A,  B,  C,  et  P 
etant  un  point  quelconque  de  son 
plan,  si  A!,  B'y  Cf  sont  les  points 
ou  les  directions  des  cotes  B  C,  CAy 
AB  sont  respectivement  rencontrees 
par  les  droites  AP,  BP,  CP,  et 
que  par  ces  trois  points  A',  B',  C' 
on  fasse  passer  une  ligne  du  second 
ordre,  coupant  de  nouveau  les  memes 
cotes  respectivement  en  A",  B", 
C",  les  droites  AA",  BB",  CC" 
concourront  aussi  toutes  trois  en  un 
meme  point  P'*). 

Et  reciproquement,  deux  points 
P,  P'  etant  pris  arbitrairement  sur 
le  plan  d'un  triangle  dont  les  som- 
mets sont  A,  By  C,  si  Ton  mene 
les  droites  A  Pet  AP',  BP  et  BP', 
CP  et  CP'y  rencontrant  respective- 
ment les  directions  des  cotes  BC, 
CA,  AB  en  A'  et  A",  B1  et  B", 
C1  et  C",  ces  six  points  appartien- 
dront  a  une  meme  ligne  du  second 
ordre. 


Theorem  e.  Les  trois  cotes  d'un 
triangle  etant  A,  By  C,  et  P  etant 
une  droite  tracee  arbitrairement  sur 
son  plan,  si  A',  B',  Cf  sont  ley 
droites  qui  joignent  respectivement 
les  sommets  BC,  CA,  AB  aux 
points  AP,  BP,  CP,  et  qu'on  cle- 
crive  une  ligne  quelconque  du  second 
ordre,  touchant  les  trois  droites  A', 
B',  C';  en  menant  a  cette  courbe, 
par  les  memes  sommets,  les  tan- 
gentes  A",  B",  C",  les  points  AA", 
BB",  CC"  appartiendront  aussi 
tous  trois  a  une  meme  droite  Pr. 

Et  reciproquement,  deux  droites 
P,  Pr  etant  tracees  arbitrairement 
sur  le  plan  d'un  triangle  dont  les 
cotes  sont  A,  B,  C,  si  Ton  joint 
respectivement  les  points  AP  et 
AS',  BPziBP,  CPQt  CPr  aux 
sommets  BC,  CA,  AB  par  les 
droites  A'  et  A",  B'  et  B",  C'  et 
C",  ces  six  droites  seront  tangentes 
a  une  meme  ligne  du  second  ordre. 


4.  On  sait  que,  lorsqu'une  ligne  du  second  ordre  touche  les  trois 
cotes  d'un  triangle,  les  droites  qui  joignent  les  points  de  contact  aux 
sommets  respectivement  opposes  se  coupent  toutes  trois  au  meme  point; 
et  que,  reciproquement,  trois  droites  meneos  par  les  sommets  d'un  triangle, 
de  maniere  a  se  couper  au  meme  point,  rencontrent  les  cotes  respective- 
ment opposes  en  des  points  ou  ils  peuvent  etre  touches  par  une  memo 
ligne  du  second  ordre.  De  la  (3)  et  par  la  theorie  des  polaires  reci- 
proques  .on  pourra  conclure  ces  deux  theoremes: 

Theoreme.    Les  six  points  de  Theoreme.     Les  six  tangentes 

contact  des  trois  cotes  d'un  triangle       menees  par  les  trois  sommets  d'un 
avec   deux   lignes    quelconques  du       triangle  a  deux  lignes  quelconques 


*)  En  rempla$ant  la  ligne  du  second  ordre  par  le  systeme  de  deux  droites,  on  ob- 
tiendrait  quelques  porismes  dej£,  connus. 
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second  ordre  qui  lui  sont  inscrites, 
appartiennent  a  une  troisieme  ligne 
du  second  ordre. 


du  second  ordre  qui  lui  sont  cir- 
conscrites  touchent  une  troisieme 
ligne  du  second  ordre. 


§2. 

5.  Des  precedens  theoremes  on  en  deduit  aisement  d'autres  ana- 
logues, relatifs  aux  surfaces  du  second  ordre  comparees  an  tetraedre. 

Soit  ABCD  un  tetraedre  quelconque.  Par  un  point  quelconque  P 
de  1'espace  et  par  chacune  de  ses  aretes  concevons  des  plans  coupant  les 
aretes  respectivement  opposees.  Solent  a,  by  c  les  points  ou  les  aretes 
BCy  CAy  AB  sont  respectivement  coupees  par  les  plans  APD,  BPD, 
CPDy  et  soient  a,  p,  y  les  points  ou  les  aretes  opposees  AD,  J5D;  CD  sont 
respectivement  coupees  par  les  plans  BPC,  CPAy  APBy  nos  six  plans 
se  couperont  deux  a  deux  suivant  les  trois  droites  act,  &p,  ey;  il  est  vi- 
sible, en  outre, 


que  les  droites 


BT,  Cp,  Da 
Ca,  -4-y,  Dl 
A$,  Ba,  DC 
Aa,  Bb,  Cc 


se*  couperont  en  un  merae  point 


et  que  les  droites  AA!,  BBf,   CC1,  DDr  se  couperont  toutes  quatre  au 
point  P. 

II  est  aise  de  voir  que,  reciproquement,  six  points  a,  b,  cy  a,  p,  y 
etant  pris  respectivement  sur  les  aretes  BC,  CA,  AB,  AD,  BD,  CD 
d'un  tetraedre  ABCD,  de  telle  sorte 


que  les  droites 


COL, 


,  Da 
Db 


A$,  J5a,  DC 
A  a,  Bby  Cc 


se  coupent  en  un  meme  point 


les  droites  AAf,  BB',  CC',  DDr  se  couperont  aussi  toutes  quatre  en  un 
meme  point  P,  par  lequel  passeront  aussi  les  trois  droites  &a,  Jp,  cy. 

Ainsi,  lorsque  six  points  sont  tellement  situes  sur  les  directions  des 
aretes  d'un  tetraedre,  que  les  droites  menees  dans  chaque  face  par  les 
points  qui  y  sont  situes  et  par  les  somrnets  de  cette  face  qui  leur  sont 
respectivement  opposes  se  coupent  toutes  trois  en  un  meme  point,  les 
droites  qui  joignent  deux  a  deux  les  points  situes  sur  les  directions  des 
aretes  respectivement  opposees  se  coupent  aussi  toutes  trois  en  un  meme 
point  et  reciproquement. 

II  est  a  remarquer  que  les  six  points  a,  b,  c,  a,  p,  7  sont  tellement 
lies  entre  eux,  que  trois  quelconques  de  ces  six  points,  clioisis  de  maniere 
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a  ne  pas  appartenir  a  une  meme  face,  determinent  le  point  P  et  par  suite 
les  trois  autres,  ainsi  que  les  droites  a  a,  b$,  cy. 

6.  Par  les  six  points  a,  b,  c,  a,  p,  7  concevons  une  surface  quel- 
conque du  second  ordre,  coupant  de  nouveau  les  memes  aretes  du  tetra- 
edre en  ar,  br,  c',  a',  (3';  f;  les  intersections  de  cette  surface  avec  les  plans 
des  faces  du  tetraedre  seront  des  lignes  du  second  ordre  coupant  les  cotes 
de  ces  faces  en  trois  points,  tels  que  les  droites  qui  les  joindront  aux 
sommets  respectivement  opposes  se  couperont  en  un  meme  point;  done  (2) 
les  droites  qui  joindront  dans  la  meme  face  les  trois  autres  intersections 
aux  mem.es  sommets  se  couperont  aussi  en  un  meme  point;  et  par  con- 
sequent (5)  les  points  a',  V ,  c',  a1,  $f,  f  jouiront  des  proprietes  que  nous 
venons  de  voir  appartenir  aux  points  a,  b,  c,  a,  (3,  y;  de  sorte  que  les 
droites  aV,  h'$f,  c'yr  concourront  toutes  trois  en  un  meme  point  Pf;  de 
la  et  par  la  theorie  des  polaires  reciproques  on  conclura  ces  deux  theo- 
remes : 


Theoreme.  Si  une  surface 
quelconque  du  second  ordre  est 
tellement  situee  par  rapport  a  un 
tetraedre,  qu'elle  coupe  ses  aretes 
en  six  points  a,  b,  c,  a,  p,  y;  tels 
que  les  droites  aa,  &p,  cf  qui  joig- 
nent  les  points  d'intersection  qui 
repondent  aux  aretes  respectivement 
opposees  concourent  toutes  trois  en 
un  meme  point  P?  olle  coupera  de 
nouveau  ces  memes  aretes  en  six 
autres  points  a',  bf,  cr,  d,  (3';  ^r, 
tels  que  les  droites  a'ar,  5fp';  c'y' 
qui  joindront  les  points  d'intersection 
situes  sur  les  aretes  respectivement 
opposees  concourront  aussi  toutes 
trois  en  un  meme  point  PMs). 

Et  reciproquement,  un  point  P 
etant  situe  d'une  maniere  quel- 
conque clans  1'espace,  si  1'on  con- 
duit par  ce  point  et  par  les  aretes 


Theoreme.  Si  une  surface 
quelconque  du  second  ordre  e«t 
tellement  situee  par  rapport  a  un 
tetraedre,  que  six  plans  tangens  a, 
by  c,  a,  p,  Y  a  cette  surface,  con- 
duits par  les  aretes  du  tetraedre, 
soient  tels  que  les  intersections  a  a, 
Jp,  <SY  des  plans  tangens,  issus  des 
aretes  respectivement  opposees,  soient 
toutes  trois  dans  un  meme  plan  J*, 
les  six  autres  plans  tangeus  a'y  //, 
cf,  af,  p'5  -y',  menos  a  cette  surface 
par  ces  memes  aretes,  seront  tels 
que  les  intersections  a!a!y  J'p',  c-'f 
des  plans  tangens,  issus  des  aretes 
respectivement  opposees,  seront  aussi 
toutes  trois  situees  dans  un  rneme 
plan  P', 

Et  reciproquement,  un  plan  P 
etant  situe  d'une  maniere  quelconque 
dans  Tespace,  si  par  chacuno  des 
aretes  d'un  tetraedre  et  par  le  point 


^  *)  En.  rempla^ant  la  surface  du  second  ordre  par  le  systemc  de  doux  plans,  on 
obtiendra  des  porismes  analogues  a  ceux  quo  nous  avons  slgnales  dans  la  precodento 
note. 
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d'un  tetraedre  des  plans,  coupant 
respectivement  leurs  opposees,  on 
obtiendra  ainsi  sur  ces  aretes  six 
points  a,  b,  c,  a,  (3,  y,  tels  que  les 
droites  a  a,  #{3,  cy  qui  joindront  les 
points,  situes  sur  les  aretes  opposees, 
concourront  toutes  trois  au  point  P; 
et  si  pour  un  autre  point  Pr,  egale- 
ment  quelconque,  on  determine  sur 
les  memes  aretes  six  nouveaux 
points  a',  br,  c',  a1,  $',  f,  tela  que 
les  droites  a* a!,  b'$',  <?Y  qui  join- 
dront les  points  situes  sur  les  aretes 
opposees  concourent  aussi  toutes 
trois  en  ce  meme  point  P',  les 
douze  points  a,  b,  cy  a,  p,  y,  ar, 
V,  cj  y  a! ,  p',  Y'  seront  tous  situes 
sur  une  meme  surface  du  second 
ordre. 


ou  ce  plan  P  coupe  son  opposee,  on 
conduit  un  plan,  on  obtiendra  ainsi 
six  plans  a ,  b y  cy  a,  (3,  7,  tels  que 
les  droites  act,  b$:  cy,  suivant  les- 
quelles  se  couperont  ceux  qui  passe- 
ront  par  les  aretes  opposees,  seront 
toutes  trois  situees  dans  le  plan  P; 
et  si  pour  un  autre  plan  Pr,  egale- 
ment  quelconque,  on  conduit  par 
les  memes  aretes  six  nouveaux 
plans  ar,  bf,  cf,  a',  ft,  yr,  tels  que 
les  droites  a' a',  b'fi,  c'yr,  suivant 
lesquelles  se  couperont  ceux  qui  se- 
ront issus  des  aretes  opposees,  soient 
aussi  situees  toutes  trois  dans  ce 
rneme  plan  P1,  les  douze  plans  a, 
.5,  c,  a,  p,  T,  a',  V,  cr,  a',  p',  T' 
seront  tous  tangens  a  une  rneme 
surface  du  second  ordre. 


7.  Si  Ton  concoit  une  surface  quelconque  du  second  ordre  qui  touche 
les  six  aretes  d'un  tetraedre  donne,  ses  intersections  avec  les  plans  des 
faces  de  ce  tetraedre  seront  des  lignes  du  second  ordre  touchant  les  trois 
cotes  de  ces  faces;  et  si  dans  ces  memes  faces  on  mene  des  droites  des 
trois  sommets  aux  points  de  contact  des  cotes  respectivement  opposes, 
ces  droites  (4)  se  couperont  en  un  meme  point;  d'oii  il  suit  (5)  que  les 
droites  qui  joindront  deux  a  deux  les  points  de  contact,  situes  sur  les 
aretes  opposees,  se  couperont  toutes  trois  en  un  meme  point. 

II  est  aise  de  voir  que,  reciproquernent,  six  points  etant.  pris  respec- 
tivement sur  les  aretes  d'un  tetraedre,  de  telle  sorte  que  les  droites- qui 
joindront  deux  a  deux  ceux  qui  seront  situes  sur  les  aretes  opposees 
concourent  toutes  trois  en  un  meme  point,  on  pourra  toujours  concevoir 
une  surface  du  second  ordre  qui  touche  les  aretes  du  tetraedre  en  ces 
six  points. 

De  111  et  ensuite  par  la  theorie  des  polaires  reciproques  on  pourra 
conclure  (5)  et  (6)  les  deux  theoremes  suivans: 


The  or  erne.  Si  deux  surfaces 
du  second  ordre  touchent  1'une  et 
Pautre  les  six  aretes  d'un  tetraedre, 
les  douze  points  de  contact,  situes 
deux  a  deux  sur  ces  aretes,  appar- 


Theoreme.  Si  deux  surfaces 
du  second  ordre  touchent  Pune  et 
Pautre  les  six  aretes  d'un  tetraedre, 
les  douze  plans  tangens  a  ces  sur- 
faces, conduits  deux  a  deux  par 
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tiendront  a  une  troisieme  surface       ces  aretes,  toucheront  une  troisieme 
du  second  ordre*).  surface  du  second  ordre*). 


*)  Void  deux  autres  theoremes  qui,  s'ils  sont  vrais,  comme  ils  paraissent  1'ctre, 
formeront  un  complement  fort  naturel  de  cette  theorie;  nous  en  abandonnons  P  exam  en 
a  la  sagacite  de  M.  Steiner. 

Theorem  e.    Si  trois  surfaces  du  se-  The  or  erne.    Si  trois  surfaces  du  se- 

cond ordre  sont  inscrites  dans  un  meme  cond  ordre  sont  circonscrites  dans  un  meme 
tetraedre,  les  douze  points  oii  elles  touche-  tetraedre,  leurs  douze  plans  tangens  par 
ront  ses  faces  appartiendront  a  une  qua-  ses  sommets  toucheront  une  quatrierne 
trieme  surface  du  second  ordre.  surface  du  second  ordre. 

Ces  sortes  de  theoremes  presentent  beaucoup  d'interet,  comme  pouvant  acheminor 
a  decouvrir,  soit  la  relation  entre  dix  points  d'une  surface  du  second  ordre,  soit  la 
relation  entre  dix  plans  tangens  a  une  telle  surface;  probleme  dont  la  solution  ne 
pourrait  que  faire  beaucoup  d'honneur  au  geometre  a  qui  la  science  en  serait  redevablo. 

J.  D.  Gergonne. 


Developpement  d'une  serie  de  theoremes 
relatifs  aux  sections  coniques. 


Gergonne,  Annales  de  Mathematiques,  tome  XIX,  p.  37—64. 


Avec  7  figures  (Table  XXII— XXV). 


Developpement  d'une  serie  de  theoremes 
relatifs  aux  sections  coniques, 

i. 

Si  <Tun  point  quelconque  P  du  plan  cl'un  triangle  ABC  (fig.  1) 
on  abaisse  sur  les  directions  de  ses  cotes  BC,  CA,  AB,  respectivement, 
Ics  perpendiculaires  PA,  PB',  PC',  et  qu'on  joigne  le  meme  point  a  ses 
sommets  par  des  droites,  on  aura 


'2  * 


BA—CA    =  BP—CP 
—AH*  =  CP*—AP\ 
'—BC12  =  AP2—B~P"; 
d'ou,  en  ajoutant,  reduisant  et  transposant, 


telle  est  clone  la  condition  necessaire  et  suffisante,  pour  que  des  perpendi- 
culaires, elevees  aux  trois  cotes  BC,  CA,  AB  d'un  triangle  ABC 
respectivement  en  A,  B{,  C',  concourent  toutes  trois  en  un  meme 
point  P. 

II  en  resulte  immediatement  1°.  que  les  perpendiculaires,  elevees  aux 
cotes  d'un  triangle  par  leurs  milieux,  concourent  toutes  trois  en  un  meme 
point;  2°.  que  les  perpendiculaires,  abaissees  sur  les  directions  de  ces 
memes  qotes  des  sommets  respectivement  opposes,  concourent  aussi  toutes 
trois  en  un  meme  point. 

2. 

Par  les  pieds  A,  B',  Cr  des  trois  perpendiculaires  concevons  un 
cercle  dont  0  soit  le  centre,  lequel  coupera  de  nouveau  les  memes  cotes 


*)  Pour  un  triangle  spherique  on  aurait 

cosJ-F.cosjBC'.cosCM'  =  cos  BA'.' 
d'ou  on  deduirait  des  consequences  analogues. 
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du  triangle  aux  points  A!1,  B",  C".  Par  les  points  P  et  0  soit  conduite 
une  droite,  et  soit  prolongee  cette  droite  au-dela  du  point  0  d'une  quantite 
OPf  egal  a  OP.  Parce  que  les  perpendiculaires  qu'on  abaisserait  du  point 
0  sur  les  directions  des  trois  cotes  du  triangle  tomberaient  sur  les  milieux 
des  cordes  intercepted  A' A",  B'B",  C'C",  il  -s'ensuit  que  les  perpendi- 
culaires elevees,  a  ces  memes  cotes  par  les  points  A",  B",  C"  doivent 
concourir  toutes  trois  au  point  Pf.  On  a  done  ce  theoreme: 

Si  d'un  point  quelconque  P  du  plan  d'un  triangle  ABC 
on  abaisse  sur  les  directions  des  cotes  BA,  CA,  AB  de  ce 
triangle  les  perpendiculaires  PA',  PB'y  PC1,  et  si  par  les 
pieds  A',  B',  C  de  ces  perpendiculaires  on  fait  passer  une 
circonference  dont  0  soit  le  centre  et  qui  coupe  de  nou- 
veau  les  directions  de  ces  memes  cotes  en  A",  B",  C",  les 
perpendiculaires,  elevees  respectivement  a  ces  memes  cotes 
par  ces  trois  derniers  points,  se  couperont  toutes  trois  en 
un  meme  point  Pr,  tel  que  le  point  0  sera  le  milieu  de  la 
droite  PP. 

3. 

Solent '  menees  les  droites  B!C',  C'A',  A'B{  ainsi  que  B"C".  Les 
angles  AB'Cf  et  AC"B"  qui,  ayant  leurs  sommets  a  la  circonference, 
s'appuient  sur  le  meme  arc  BftCr  sont  egaux;  mais  a  cause  des  quadrila- 
teres  B'PC'A,  C"P'B"A  inscriptibles  au  cercle,  ces  angles  sont  respective- 
ment egaux  aux  angles  A  PC1,  AP'B";  done  ces  derniers  sont  aussi  egaux 
entre  eux.  D'un  autre  cote,  les  angles  B'PC',  B"P'C",  supplemens  d'un 
meme  angle  A,  sont  egaux  entre  eux;  done  par  soustraction,  les  angles 
APB1  et  AP'C"  sont  aussi  egaux;  et  il  en  doit  etre  de  meme  de  leur 
complemens  PAB1  et  P!AC";  mais  a  cause  du  quadrilatere  inscriptible  au 
cercle,  a  PAB1  on  peut  substituer  son  egal  PCfBr;  done  ce  dernier  est  egal 
a  PrAC";  puis  done  que  les  cotes  C'P  et  AC"  de  ces  deux  angles  sont 
perpendiculaires  Fun  a  1'autre,  leurs  cotes  C'B'  et  APf  seront  aussi  per- 
pendiculaires Tun  a  1'autre,  et  il  devra  en  etre  de  meme  des  droites  C'Af, 
A'B',  comparees  respectivement  aux  droites  PrB,  P'C. 

Soit  a  le  milieu  de  la  corde  BrCr,  la  droite  Oa  devra  etre  perpendicu- 
laire  a  B'C',  et,  par  suite,  parallele  a  P'A.  Pour  les  memes  raisons,  si  I 
et  c  sont  les  milieux  respectifs  de  C'A'  et  A!B',  les  droites  Ob  et  Oc 
seront  respectivement  perpendiculaires  a  celles-la.  On  a  done  ce  theoreme: 

Si  d'un  point  quelconque  P  du  plan  d'un  triangle  ABC 
on  abaisse  sur  les  directions  de  ses  cotes  J5G',  CA,  AB  les 
perpendiculaires  PA',  PB1,  PC',  et  si  des  sommets  du  triangle 
on  abaisse,  respectivement  sur  les  directions  des  cotes  B'C',  C'A', 
A'Bf  du  triangle  A'B'C',  d'autres  perpendiculaires,  ces  trois 
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dernieres  concourront  en  un  meme  point  P'  *).  En  outre,  si  Ton 
abaisse  de  ce  dernier  point  sur  les  directions  des  memes  cotes 
du  triangle  ABC  des  perpendiculaires  PA",  P'B",  PC",  les 
six  points  A',  Br,  Cf,  A",  B",  C"  appartiendront  a  une  meme 
circonference  ayant  son  centre  0  au  milieu  de  la  droite  PP'. 
De  la  on  deduira  facilement  la  solution  de  ce  probleme: 
Des  droites  PA,  PB,  PC  etant  menees  d'un  point  quelcon- 
que  P  du  plan  d'un  triangle  ABC  a  .ses  trois  sommets,  in- 
scrire  a  ce  triangle  un  autre  triangle  ArB'Cr  dont  les  trois  cotes 
B'Cf,  C'A'y  A'B'  soient  respectivement  perpendiculaires  a  ces 
droites? 

4 

Nous  venons  de  faire  voir  que  les  angles  PAG  et  PfAB  sont  egaux; 
or,  comme  les  circonstances  sont  les  memes  relativernent  aux  trois  sommets 
du  triangle  ABC,  on  doit  avoir 


=  angP'J?<7, 
angPCJ?  =  angP'C.4 
d'ou  resulte  ce  theoreme: 

Par  un  point  quelconque  P  du  plan  d'un  triangle  ABC 
soient  menees  a  ses  sommets  des  droites  PA,  PB,  PC;  si  par 
les  memes  sommets  on  mene  trois  nouvelles  droites,  faisant  re- 
spectivement, avec  les  cotes  AB,  BC,  CA  des  angles  egaux  aux 
angles  PAC,  PBA,  PCB,  ces  trois  dernieres  droites  concourront 
en  un  meme  point  P';  et  si  des  points  P,  Pf  on  abaisse  sur  les 
directions  des  cotes  BC,  CA,  AB  du  triangle  les  p-erpendicu- 
laires  PA1,  PBf,  PC1,  PA11,  PB11,  P'C",  leurs  pieds  A',  B'}  C1,  A11, 
B",  C11  appartiendront  tous  six  a  une  meme  circonference,  ayant 
son  centre  0  au  milieu  de  la  droite  PPr. 

5. 

Soit  prolongee  la  perpendiculaire  PA!  au-dela  de  A!  d'une  quantite 
A'Q  egale  a  A!P,  et  soient  menees  QP,  coupant  BC  en  M?  OA'  qui  sera 
parallele  a  PQ  et  d'une  longueur  moitie  moindre,  et  enfin  PM;  d'apres 
cette  construction  on  aura 


et,  par  suite, 

MP+MP1  =  PQ  =  2  OA; 


*)  Ce  theoreme'  n'est  qu'un  cas  parti culier  d'un.  autre  que  nous  avons  propose  de 
demontrer,  sous  le  n°  1  (pag.  157),  ou  on  trouvera  aussi  ses  analogues  sous  les  n°s  2  et  3. 
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en  outre  les  angles  P'MB,  PMC,  tous  deux  egaux  a  Tangle  QMC,  seront 
consequemrnent  egaux  entre  eux.  II  resulte  de  tout  cela  que  les  points  P, 
Pf  sent  les  deux  foyers  d'une  ellipse  tangente  en  Jf  au  cote  5(7,  laquelle 
a  son  centre  en  0  et  son  grand  axe  egal  au  diametre  du  cercle  dont  le 
point  0  est  le  centre;  d'ou  il  resulte  qu'elle  touche  ce  cercle  aux  deux 
extremites  de  son  grand  axe;  et,  comme  ce  que  nous  venons  de  prouver, 
relativement  au  cote  BC  du  triangle,  se  prouverait  egalement  des  deux 
autres,  on  a  les  theoremes  suivants: 

1°.  Cliacun  des  points  de  1'interieur  d'un  triangle  peut  etre 
considere  comme  Tun  des  foyers  d'une  ellipse  inscrite  dans  ce 
triangle; 

2°.  Les  pieds  des  perpendiculaires,  abaissees  des  deux  foyers 
d'une  ellipse  sur  ses  tangentes,  sont  tous  situes  sur  une  meme 
circonference,  ayant  le  grand  axe  de  cette  ellipse  pour  diametre; 

3°.  Un  angle  etant  arbitrairement  circonscrit  a  une  ellipse, 
les  droites,  menees  de  ses  deux  foyers  au  sommet  de  cet  angle, 
font  des  angles  respectivement  egaux  avec  ses  deux  cotes. 

En  consequence   de  cette  derniere  propriete  et  de  1'egalite  des  angles 
B'PC1,  B"P'C",  les  triangles  rectangles  PC" A,  PrB"A  sont  respective- 
ment' semblables  aux  triangles  rectangles  PB'A,  PC' A.,  ce  qui  donne 
PfB":PC'   =  AP'iAP 
PBf  :P'C"  =  AP:APf 
et,  par  suite, 

PB'.P'B"  =  PC'.P'C", 
c'e,st-a-dire, 

4°.  Le  rectangle  cles  perpendiculaires,  abaissees  des  deux 
foyers  d'uiie  ellipse  sur  une  quelconque  de  ses  tangentes  est 
constant,  et  consequemment  egal  au  carre  du  demi-petit  axe  de 
Tellipse. 

6. 

Entre  divers  cas  particuliers  nous  signalerons  seulement  le  suivant: 
Supposons  que  le  point  P  (fig.  2)  soit  le  centre  du  cerclo  circonscrit 
au  triangle  ABC.,  les  pieds  Af,  B?,  Cr  des  perpendiculaires  PA',  PBf, 
PC',  abaissees  de  ce  point  sur  les  directions  des  cotes  BC,  GA,  AB,  en 
seront  respectivement  les  milieux,  et  par  consequent,  les  droites  B'C', 
@Af,  A'Bf  seront  respectivement  paralleles  aux  cotes  BCy  CA,  AB;  et 
comme,  par  exemple,  la  droite  APr  est  (3)  perpendiculaire  a  B'Cr,  elle 
sera  aussi  perpendiculaire  a  BC,  et,  par  consequent,  le  point  Pr  sera  le 
point  de  concours  des  perpendiculaires,  abaissees  des  sommets  du  triangle 
ABC  sur  les  directions  des  cotes  respectivement  opposes.  On  a  done  ce 
tieoreme : 
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Les  milieux  A',  Bf,  Cr  des  cotes  d'un  triangle  ABC  et  les 
pieds  A",  13",  C"  des  perpendiculaires,  abaissees  de  ses  sommets 
surles  directions  de  ces  memes  cotes,  sont  six  points,  situes  sur 
la  circonference  d'nn  merne  cercle  dont  le  centre  0  est  au  milieu 
de  la  droite  PPf  qui  joint  le  centre  P  du  cercle,  circonscrit  au 
triangle  ABC,  avec  le  point  Pf  de  concours  des  perpendiculaires, 
abaissees  de  ses  sommets  sur  les  directions  des  cotes  opposes. 
Ces  deux  points  P,  Pr  sont  les  foyers  d'une  ellipse,  inscrite  dans 
le  triangle  ABC,  laquelle  est  concentrique  avec  le  cercle  circon- 
scrit au  triangle  AfB'Cr  et  a  son  grand  axe  egal  au  diametre  de 
ce  cercle,  ou,  ce  qui  revient  au  nieme  (puisque  les  cotes  du 
triangle  A'B'C'  sont  moitie  de  ceux  du  triangle  ABC),  egal  au 
rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC.  En  outre,  les  trois 
rayons  PA,  PB,  PC  seront  respectivement  perpendiculaires  aux 
cotes  B"C",  C"A",  A"B"  du  triangle  A"£"C";  enfin  ces  rayons 
seront  tellement  diriges  que  les  angles  PAB,  PBC,  PGA  sont 
respectivement  egaux  aux  angles  P'AC,  P*BA9  P'CB,  ou  A" AC, 
B"BA,  CnCB. 

Sur  la  droite  PPr  il  existe  un  quatrieme  point  G-  (Carnof),  intersection 
des  droites  AAr,  BBr,  CCf  qui  joignent  les  sommets  du  triangle  ABC 
aux  milieux  des  cotes  respectivement  opposes,  et  les  quatre  points  P,  G-, 
0,  P1  sont  situes  harmoniquement,  c'est-a-dire,  de  telle  sorte  qu'on  a 

GO:  GP  =  P'O-.P'P, 
ce  qui  revient  a 

1:2  =  3:6. 

En  outre  les  points  P1,  6-  sont  les  centres  de  similitude  des  deux  cercles 
qui  ont  leurs  centres  en  0  et  P;  done  le  cercle  qui  a  son  centre  en  0 
passe  par  les  milieux  des  droites  P'A,  PB,  PrC;  et  les  points  An?  B", 
C"  sont  les  milieux  respectifs  des  droites  P'A'",  PBW,  PC1",  prolonge- 
mens  des  droites  P'A",  PB11,  PC11  jusqu'a  la  rencontre  de  la  circon- 
ference qui  a  son  centre  en  P*). 

*)  De  1&,  en  particulier,  on  conclura  facilement  ce  theorems: 
Si  sur  la  circonference  du  cercle  qui  a  son  centre  enPon  prend  arbi- 
trairement  quatref>oints  -4,  B7  (7,  Z>,  ces  quatre  points  seront,  trois  &  trois, 
les  sommets  de  quatre  triangles  inscrits,  auxquels  correspondront  quatre 
points  P;,  quatre  points  0  et  quatre  points  G.  Or,  les  quatre  points  de 
chaque  sorte  appartiendront  a  une  meme  circonference  dont  le  rayon 
sera  pour  les  quatre  points  P1  egal  a  celui  du  cercle  donne,  moitie  de 
ce  rayon  pour  les  quatre  points  0  et  son  tiers  seulement  pour  les  quatre 
points  G.  En  outre,  les  centres  de  ces  trois  nouveaux  cercles  seront 
avec  le  point  P  harmoniquement  situes  sur  une  meme  droite,  comme  le 
sont  les  quatre  points  P',  0,  G,  P;  de  sorte  que  le  centre  P  sera  le  centre 
de  similitude  commun  de  ces  trois  nouveaux  cercles. 

13* 


Theoremes  relatifs  aux  sections  coniques. 

Le  cercle  qui  a  son  centre  en  0  jouit,  en  particulier,  de  cette  pro- 
priete  bien  digne  de  remarque:  il  touclie  chacun  des  quatre  cercles, 
inscrits  et  ex-inscrits  au  triangle  ABC;  c'est-a-dire,  chacun  des 
quatre  cercles  qui  peuvent  toucher  a  la  fois  les  trois  cotes  de 
ce  triangle. 

7. 

Comine  les  proprietes  de  Tellipse  demontrees  ci-dessus  (5)  out  lieu 
d'une  maniere  analogue  pour  toutes  les  autres  coniques,  ee  qui  se  prouve 
par  des  considerations  semblables,  on  peut  etablir  ce  theoreme  plus  general: 

Chaque  point,  pris  a  volonte  dans  le  plan  d'un  triangle  donrie, 
est  le  foyer  d'une  conique  inscrite  ou  ex-inscrite  a  ce  triangle, 
conique,  de  laquelle  on  peut  par  une  construction  facile  deter- 
miner Pautre  foyer,  le  centre  et  le  premier  axe. 

Proposons  nous  d'abord  de  decouvrir,  quelle  relation  il  peut  y  avoir 
entre  la  nature  de  la  conique  et  la  situation,  par  rapport  au  triangle,  du 
point,  pris  arbitrairement  pour  foyer. 

8. 

Soit  ABC  (fig.  3)  le  triangle  donne,  et  soit  P  un  point  pris  arbi- 
trairement dans  son  plan  pour  foyer  d'une  conique,  touchant  a  la  fois  les 
trois  cotes  de  ce  triangle. 

De  ce  point  P  soient  menees  les  droites  PA,  PB  aux  deux  sommets 
A,  B  de  ce  triangle.  Pour  determiner  Tautre  foyer  Pf  de  la  courbe,  il 
faudra(5)  conduire  par  les  points  A,  B  deux  droites  AP,  BP,  formant 
respectivement  avec  CA,  CB  ou  leurs  prolongemens  des  .angles  egaux  a 
PAB,  PBAj  et  le  point  Pf  de  concours  de  ces  deux  droites  sera  le  se- 
cond foyer  cherche.  Afin  done  que  la  courbe  soit  une  parabole,  il  faudra 
que  ce  second  foyer  soit  Mniment  distant  du  premier,  ou,  ce  qui  revient  au 
meme,  il  faudra  que  les  deux  droites  APr}  BP1  soient  paralleles;  et  reci- 
proquemment,  toutes  les  fois  que  ces  deux  droites  seront  paralleles,  la 
courbe  sera  une  parabole. 

Si  alors  on  con^oit  par  le  sominet  C  une  parallele  a  ces  deux  droites, 
cette  parallele  divisera  Tangle  ACB  en  deux  parties  respectivement  egales 
aux  angles  que  forment  AP  et  BP  avec  les  prolongemens  de  CA  et  CB; 
done  la  somrae  de  ces  deux  derniers  angles  est  egale  a  I'angle  6';  done 
aussi  la  somme  des  deux  angles  PAB  et  PBA,  respectivement  egaux  a 
ces  deux-la,  doit  aussi  etre  egale  a  Tangle  ACB;  mais  Tangle  APB  est 
supplement  de  la  somme  des  deux  angles  PAB  et  PBA;  done  il  doit 
etre  aussi  supplement  de  Tangle  A  CB;  <Tou  il  suit  que  les  quatre  points 
Ay  £y  Cy  P  appartiennent  a  une  meme  circonference;  on  a  done  ce  theo- 
reme: 
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Toutes  les  paraboles,  touchant  a  la  fois  les  trois  cotes  d'un 
memc  triangle,  ont  leurs  foyers  sur  la  circonference  du  cercle 
circonscrit,  et  reciproquement,  tout  point  de  la  circonference 
du  cercle  circonscrit  a  un  triangle  est  le  foyer  d'une  parabole, 
toucliee  a  la  fois  par  les  trois  cotes  de  ce  triangle. 

D'apres  ce  qui  a  ete  demontre  ci-dessus  (5,  2°.),  les  pieds  des  perpen- 
diculaises  abaissees  du  foyer  d'une  parabole  sur  ses  tangentes  sont  tous 
situes  sur  la  tangente  au  sommet  de  la  courbe,  et  consequernment  en  ligne 
droite;  en  combinant  done  cette  proposition  avec  celle  qui  vient  d'etre  de- 
montree,  on  parviendra  a  ce  tlieoreme  connu*): 

Les  pieds  des  perpendiculaires,  abaissees  sur  les  directions 
des  trois  cotes  d'un  triangle  de  Tun  quelconque  des  points  de 
la  circonference  du  cercle  circonscrit,  appartiennent  tous  trois  a 
une  meme  droite. 

II  ne  sera  pas  difficile  de  parvenir  par  les  rnemes  considerations  a  ce 
tlieoreme  plus  general: 

Si  de  Tan  quelconque  des  points  de  la  circenference  du  cercle 
circonscrit  a  un  triangle  on  conduit  sur  les  directions  de  ses 
cotes  des  obliques,  faisant,  dans  le  meme  aens,  avec  ces  memes 
cotes  des  angles  egaux  quelconques,  les  pieds  de  ces  obliques 
appartiendront  tous  trois  a  une  ineme  droite.  En  outre,  toutes 
les  droites  qu'on  obtiendra,  en  variant  Tangle  des  obliques,  en- 
velopperont  une  parabole  qui  aura  pour  foyer  le  point  de  depart 
de  ces  obliques. 

9. 

Revenons  au  probleme  que  nous  nous  etions  propose  (7).  Observons 
d'abord  que  le  plan  de  la  figure  se  trouve  partage  tant  par  les  trois  cotes 
du  triangle  ABC,  consideres  comme  des  droites  indefinies,  que  par  la 
circonference  du  cercle,  en  dix  regions  dont  quatre  finies  et  six  indefinies. 
Les  quatre  finies  sont  le  triangle  M-meme  que  nous  designerons  par  T, 
et  les  trois  segmens,  que  nous  designerons  respectivement  par  Sa,  Sb,  Sc. 
Les  six  indefinies  sont  les  regions  opposees  aux  sommets  des  trois  angles 
du  triangle  que  nous  designerons  respectivement  par  A1,  B1,  C!,  et 
trois  autres  terminees  chacune  par  un  arc  de  cercle  et  par  les  prolonge- 
raens  de  deux  cotes  du  triangle.  Nous  designerons  ces  dernieres  par 

Tay    TK,    TC- 

En  supposant  les  deux  droites  AP\  BP'  parallels,  nous  avions  1  angle 
AGE  egal  a  la  somme  des  deux  angles  PAB  et  PBA;  mais,  si  la  somme 
de  ces  deux  angles  croit  de  maniere  a  devenir  plus  grande  que  Tangle 
ACB,  les  droites  AP',  BP'  convergeront  en  un  point  P',  situe  dans  la 

*)  Voy.  Annales,  torn.  IT,  pag.  251.  ^  J 
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region  Tc,  et  le  point  P  passera  aussi  dans  cette  meme  region;   de  sorte 
que  la  conique  ne  pourra  etre  qu'une  ellipse. 

Si  au  contraire   la  somme  cles  angles  PAB  et  PBA   diminue,   le 
point  P  passera  dans  la  region  ou  segment  Sc,   tandis  que  le  point  P' 
passera  dans  la  region  Cf;   d'ou  il  est  aise  de  conclure  que  la  conique 
ne  pourra  etre  qu'une  hyperbole. 
Done  (8)  on  a  le  theoreme  suivant: 

Tout  point  P,  pris  arbitrairement  dans  le  plan  d'un  triangle 
ABC,  est  le  foyer  d'une  conique,  touchant  a  la  fois  les  trois  cotes 
de  ce  triangle;  or, 

1°.  cette  conique  sera  une  parabole,  si  le  point  P  est  sur  la 
circonference  du  cercle  circonscrit  au  triangle; 

2°.  ce  sera  une  ellipse,  si  le  point  P  est  interieur  au  triangle, 
ou  bien  si,  etant  exterieur  au  cercle,  il  se  trouve  situe  dans 
1'espace  termine  par  un  quelconque  des  cotes  de  ce  triangle  et 
les  prolongemens  des  deux  autres; 

3°.  enfin  la  courbe  sera  une  hyperbole,  si  le  point  P  est  a  la 
fois  interieur  au  cercle  et  exterieur  au  triangle,  ou  bien  s'il  se 
trouve  situe  dans  la  region  opposee  au  sommet  de  1'un  des  angles 
triangle*). 

Et  reciproquement, 

Une  conique  touchant  a  la  fois  les  trois  cotes  d'un  triangle  ABC, 
1°.  si  cette  conique  est  une  parabole,  son  foyer  sera  situe  sur 
la  circonference  du  cercle  circonscrit; 

2°.  si  cette  conique  est  une  ellipse,  ou  bien  elle  aura  ses  deux 
foyers  interieurs  au  triangle,  ou  bien  ils  seront  tous  deux  ex- 
terieurs  au  cercle  et  situes  dans  1'espace,  circonscrit  par  1'un 
des  cotes  de  ce  triangle  et  les  prolongemens  des  deux  autres; 

3°.  enfin,  si  cette  conique  est  une  hyperbole,  un  de  ses  foyers 
sera  compris  dans  Fun  des  trois  segmens  du  cercle  circonscrit 
exterieur  au  triangle,  tandis  que  1'autre  se  trouvera  situe  clans 
1'oppose  au  sommet  de  Tangle  respectivement  oppose  de  cc 
triangle. 

Ce  que  nous  avons  dit  ci-dessus  (5,  3°.)  permet  de  preciser  mieux 
encore  la  situation  relative  des  deux  foyers  dans  le  cas  de  1'ollipse  ct 
dans  celui  de  1'hyperbole;  il  en  resulte,  en  effet,  que  deux  tangentes,  etant 
menees  d'un  .meme  point  a  la  courbe,  et  etant  menees  les  deux  droitos 
qui  divisent  en  deux  parties  egales  les  quatre  angles,  formes  par  ces  cleux 
tangentes,  les  deux  foyers  se  trouveront  toujours  situes  d'un  memo  cote 
de  1'une  de  ces  droites  et  de  different  cotes  de  1'autre. 


*)  O'est  le  theoreme  9  que  nous  ayions  propose  a  demontrer  &  la  pag.  134. 
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10. 

Nous  avoiis  deja  remarque  (p.  184)  $que,  si  par  un  point  P,  pris  arbi- 
trairement  dans  le  plan  d'un  triangle  ABC,  et  par  chacun  de  ses  sommets 
on  mene  trois  droites  AP,  BP,  CP,  rencontrant  les  directions  des  cotes 
respectivement  opposes  en  Ar,  Bf,  Cr,  il  existe  toujours  une  conique  qui 
touche  les  trois  cotes  du  triangle  en  ces  trois  points.  Examinons  presente- 
ment,  quelle  doit  etre  la  situation  du  point  P  sur  le  plan  du 
triangle,  pour  que  la  courbe  soit  une  parabole,  une  ellipse  ou 
une  hyperbole.  Commenpons  par  le  cas  de  la  parabole  dont  la  dis- 
cussion n'offre  aucune  difficulte. 

Soit  P  (fig.  4)  le  foyer  d'une  parabole,  et  soit  AB  une  tangente  quel- 
conque  a  la  courbe  dont  le  point  de  contact  soit  en  C".  Sur  la  droite 
PC'  soit  pris  un  point  C  quelconque  par  lequel  soit  menee  la  droite 
CDP',  parallele  a  1'axe  de  la  parabole,  coupant  la  tangente  AB  en  I); 
alors  les  droites  CC'Pst  CDPr  couperont  la  tangente  AB  sous  le  meine 
angle;  de  telle  sorte  que  le  triangle  DCC'  sera  isocele. 

Par  le  point  C  soient  menees  a  la  courbe  deux  nouvelles  tangentes 
CA}  CBy  lesquelles  (8)  formeront  respectivement  des  angles  egaux  avec 
les  droites  CP,  CPr,  d'ou  on  conclura  que  le  triangle  ACS  est  iso- 
cele. Done; 

Si  UUQ  parabole  touche  les  trois  cotes  d'un  triangle  isocele, 
la  droite  menee  par  le  sommet  de  ce  triangle  et  par  le  point  de 
contact  de  sa  base  passera  constamment  par  le  foyer  de  la  courbe. 

De  ce  theoreme  on  conclut,  sur-le-champ,  le  suivant: 

Si  une  parabole  touche  les  trois  cotes  d'un  triangle  equi- 
lateral, les  droites  qui  joindront  les  points  de  contact  des  cotes 
du  triangle  avec  les  sommets  respectivement  opposes  concour- 
ront  toutes  trois  au  foyer  de  la  courbe;  et,  par  consequent  (8): 

Si  une  parabole  touche  les  trois  cotes  d'un  triangle  equi- 
lateral, les  droites  menees  par  les  sommets  et  par  les  points  de 
contact  des  cotes  respectivement  opposes  se  coupent  toutes  trois 
en  un  meme  point,  et  le  lieu  de  ce  point  est  la  circonference  du 
cercle  circonscrit. 

Soit  done  ABC  (fig.  4)  un  triangle  equilateral,  et  soient  menees  par 
ses  sommets  et  par  un  point  quelconque  P  de  la  circonference  du  cercle 
circonscrit  les  droites  AP,  BP9  CP,  rencontrant  en  A1,  Bf,  Cr  les  di- 
rections des  cotes  respectivement  opposes,  la  conique  qui  touchera  les 
trois  cotes  du  triangle  en  A',  B!,  C'  sera  done  une  parabole  dont  le  point 
P  sera*  le  foyer,  et  les  droites  A  A",  BB",  CC",  menees  par  les  sommets 
du  triangle  et  par  les  milieux  A",  B",  C"  des  cordes  de  contact  BfC', 
'CfA',  ArBf,  que  Ton  sait  etre  paralleles  a  1'axe,  seront,  ainsi  paralleles 
entre  elles. 
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Supposons  presentement  que  le  point  P  se  deplace  sur  la  droite  CP, 
et  que,  par  exemple,  il  passe  en  p  dans  Tinterieur  du  cerole;  les  points 
de  contact  A'9  Bf  passeront  respectivement  en  a',  V,  les  cordes  de  con- 
tact C'A'y  C'B'  deviendront  CV,  Cfbr  dont  les  milieux  seront  en  !>"  et 
a",  et  les  droites  Aa",  Bb"  se  rencontreront  necessairement  dans  Tangle 
A'CB',  ce  qui  s'apercoit  aisement,  si .  Ton  considere  le  parallelisme  de 
AA"  et  BB",  de  A"a"  et  B'b'  et  de  B"b"  et  A'a';  le  point  cle  con- 
oours  k  de  ces  deux  droites  sera  le  centre  de  la  conique,  d'oii  il  ost  aise 
de  voir  que  cette  courbe  ne  saurait  etre  alors  qu'une  ellipse.  Si, 
an  contraire,  on  suppose  que  le  point  P  sort  du  cercle,  les  deux  memos 
droites  A  a",  Bb"  iront  concourir  dans  1'espace  oppose  au  sommet  de 
Tangle  A'CBr;  d'ou  on  conclura  qu'alors  la  courbe  ne  saurait  etre 
qu'une  hyperbole.  Done: 

Si  par  un  point  quelconque  P  du  plan  d'un  triangle  equi- 
lateral ABC  et  par  ses  sommets  on  mene  les  droites  AP,  DP, 
CPy  rencontrant  les  directions  des  cotes  respectivement  oppo- 
ses en  Ary  B'y  Cr,  la  conique,  touchant  les  cotes  du  triangle 
en  ces  trois  points,  sera  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  para- 
bole,  suivant  que  le  point  P  sera  interieur  au  cercle  circonscrit, 
extorieur  a  ce  cercle  ou  sur  la  circonference,  et  vice  versa. 

Ce  theoremo  est  susceptible  do  generalisation  et  d'applicatious  diverscs 
qui  vont  presentement  nous  occuper. 

11. 

Par  une  projection  parallele  sur  un  plan  quelconque,  la  figure  dont 
les  proprietes  vionnent  de  nous  occuper  se  modi  fie  comme  il  suit: 

1°.   Le  triangle  equilateral  AB<7devient  un  triangle  d'espece  quelconque; 

2°.  Le  .cercle  circonscrit  devient  la  plus  petite  ellipse  circonscrito  au 
nouveau  triangle,  c'est-a-dire,  celle  dont  le  centre  coincide  avec  son  centre 
de  gravite,  point  de  concours  des  droites  qui  joignent  ses  sommets  aux 
milieux  des  cotes  respectivement  opposes. 

3°.  Les  coniques,  touchant  les  trois  cotes  du  triangle,  changent  de 
forme,  mais  conservent  lour  caractere,  c'est»a-dire,  qu'elles  demeurcnt 
ellipses,  hyperboles  ou  paraboles,  comme  dans  la  figure  projetee. 

Reciproquement,  tout  triangle  donne  quelconque  peut  etre  considere 
comme  une  projection  parallele  d'un  certain  triangle  equilateral.  En  conse- 
quence le  theorerne  demontre  (10)  pourra  etre  generalise  comme  il  suit: 

Si  par  un  point  quelconque  P  clu  plan  d'un  triangle  quel- 
conque ABC  et  par  ses  sommets  on  mene  des  droite's  AP, 
BPy  CPy  rencontrant  les  directions  des  cotes  respectivement 
opposes  en  Ar,  Br,  Cf,  la  conique  qui  touchera  les  trois  cotes  du 
triangle  en  ces  trois  points  sera  une  ellipse,  une  hyperbole  ou 
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une  parabole,  suivant  que  le  point  P  sera  interieur  a  la  plus 
petite  ellipse  circonscrite  au  triangle  ABC,  oxterieur  a  cette 
ellipse  ou  sur  son  perimetre  meme,  et  vice  versa. 

12. 

De  ce  theoreme  on  en  deduit  \m  autre  encore  plus  general: 

Par  une  projection  centrale  ou  perspective  sur  un  plan  quelconque 
la  figure  dont  il  vient  d'etre  question  se  roodifie  comme  il  suit: 

1°.  Le  triangle  donne  devicnt  nn  triangle  quelconque  ABC  (fig.  5); 
la  plus  petite  ellipse  circonscrite  devient  une  conique  quelconque  Sy  circon- 
scrite au  nouveau  triangle;  les  tangentes  a  F  ellipse  par  les  sommets  du 
triangle,  lesquelles  sont  parallelos  aux  cotes  respcctivement  opposes,  cle-. 
viennent  des  tangentes  a  la  conique  S  par  les  sommets  du  nouveau  triangle, 
lesquelles  rencontrent  les  directions  des  cotes  respectiveineut  opposes  de 
ce  triangle  en  trois  points  A*y  Bf,  Cf,  appartenant  a  une  meme  droite, 
laquelle  forme  avec  les  cotes  du  triangle  ABC  nn  quadrilatere  complet 
dont  ces  trois  tangentes  sont  les  diagonales. 

2°.  Toutes  les  parabolas,  toucliant  les  trois  cotes  du  triangle  donne, 
deviennent  des  comques  inscritos  a  ce  quadrilatere  complet; 

3°.  Les  droites  A  a,  Eh,  Cc,  joignant  les  sommets  A,  B,  C  du  triangle 
inscrit  aux  sommets  respectivement  opposes  a,  I,  c  du  triangle  circonscrit, 
forme  par  les  tangentes  aux  sommets  du  premier,  diagonales  du  quadrila- 
tere complet,  se  coupent  toutes  trois  en  un  meme  point  Sy  pole  de  la  droite 
A'B'C'  relativement  a  la  conique  circonscrite  au  triangle  ABC;  enfin  les 
polaires  de  ce  point  S,  relatives  aux  coniques  inscritos  au  quadrilatere 
complet,  enveloppent  cette  meme  conique  circonscrite  au  triangle  ABC.  Done : 

1°.  Etant  donne  un  quadrilatere  complet,  ses  cotes  pris  trois 
a  trois  forment  quatre  triangles,  et  on  peut  inscrire  dans  ce  qua- 
drilatere un  infinite  de  coniques  differentes; 

2°.  les  droites  J.a,  B$,  C^  menees  par  les  points  de  contact 
de  1'une  de  ces  coniques  avec  les  cotes  de  Tun  ABC  de  ces  quatre 
triangles  et  par  les  sommets  respectivement  opposes,  se  coupent 
toutes  trois  en  un  meme  point  D,  et  le  lieu  de  ce  point  D  est 
une  certaine  conique  circonscrite  a  ce  triangle  ACB,  et  en  meme 
temps  inscrite  dans  le  triangle  abc,  forme  par  les  trois  diagonales 
du  quadrilatere  complet,  de  telle  sorte  qu'elle  touche  les  cotes 
de  ce  dernier  triangle  aux  sommets  du  premier  ABC; 

3°.  les  droites  Aa,  Bby  Cc  qui  joignent  les  sommets  respective- 
ment opposes  de  ces  deux  triangles  se  coupent  toutes  trois  en 
un  meme  point  S,  pole  du  quatrieme  cote  AfBrCf  du  quadrila- 
tere complet,  et  les  polaires  de  ce  point,  relatives  aux  coniques 
inscrites  dans  le  quadrilatere  complet,  enveloppent  la  conique 
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circonscrite  au  triangle  ABC;  en  outre,  les  trois  points  a',  pf,  7', 
oil  se  coupent  les  cotes  correspondans  des  deux  triangles  ABC, 
ocpy,  appartiennent  a  une  meme  droite,  laquelle  passe  con- 
stamment  par  le  point  S; 

4°.  enfin  les  coniques,  a  la  fois  circonscrites  aux  quatre  tri- 
angles formes  par  les  cotes  du  quadrilatere  complet,  pris  trois 
a  trois,  et  inscrites  dans  le  triangle  forme  par  ses  diagonales,  se 
touclient  deux  a  deux  aux  six  sommets  A,  B,  C,  A',  Bf,  Cf  de  ce 
quadrilatere  complet,  et  elles  sont  touchees  en  ces  monies  points 
de  contact  par  ses  trois  diagonales. 

13. 

Et  reciproquement, 

Si  a  un  triangle  donne  quelconque  ABC  on  circonscrit  une 
conique  quelconque,  et  qu'ensuite  par  un  point  D,  pris  arbi- 
trairement  sur  le  perimetre  de  cette  conique,  et  par  chacun  des 
sommets  du  triangle  on  raene  trois  droites  AD,  ED,  CD,  ren- 
contrant  les  cotes  respectivement  opposes  en  trois  point  a,  p,  7 
OIL  ces  cotes  sont  touches  par  une  deuxieme  conique,  cette  co- 
nique et  toutes  les  autres,  determinees  par  une  semblable  con- 
struction, seront  touchees  par  une  meme  droite  A'B'C'?  deter- 
minee  par  les  intersections  respectives  des  directions  des  cotes 
du  triangle  ABC  avec  les  tangentes  menees  a  la  premiere  co- 
nique par  ses  sommets  respectivement  opposes. 

14. 

Supposons  que  le  triangle  ABC,  le  point  D  et  la  conique  inscrite, 
touchant  ses  cotes  en  a,  (3,  7  restant  fixe,  la  conique  passant  par  les  quatre 
points  A,  B,  C,  D  varie  de  toutes  les  manieres  possibles,  la  droite  A'B'C' 
roulera  alors  (13)  sur  la  conique  invariable,  d'ou  resulte  le  theoreme  suivant: 

1°.  Etant  donne  un  quadrilatere  quelconque  ABCD,  onpeut 
lui  circonscrire  une  infinite  de  coniques  differentes,  losquollcs 
seront  aussi  circonscrites  a  chacun  des  quatre  triangles,  formes 
par  les  sommets  du  quadrilatere,  pris  trois  a  trois; 

2°.  les  tangentes  AA',  BBf,  CO,  menees  a  une  quelconque 
de  ces  coniques  par  les  sommets  de  Fun  quelconque  ABC  des 
quatre  triangles,  ont  leurs  intersections  A',  B1,  C'  avec  les 
directions  des  cotes  respectivement  opposes  de  ce  nieme  tri- 
angle situees  sur  une  meme  droite,  et  Tenveloppe  de  cette 
droite  est  une  certaine  conique  passant  par  les  trois  points  a, 
p,  7  d'intersection  des  trois  systemes  de  deux  droites,  joignant 
deux  a  deux  les  quatre  sommets  du  quadrilatere  ABCD  et  tou- 
chant en  ces  trois  points  les  cotes  clu  triangle  ABC; 
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3°.  les  points  a',  (3f,  y'  d'intersection  des  cotes  correspondans 
des  deux  triangles  ABC,  aj3y  appartiennent  tons  trois  a  une  mem'e 
droite  a'(3Y?  polaire  du  quatrieme  somniet  D,  relativement  a  la 
conique  passant  par  les  trois  points  a,  p,  y;  en  outre,  les  poles 
de  cette  droite,  relativement  a  toutes  les  coniques  qui  peuvent 
etre  circonscrites  a  ce  meme  quadrilatere,  sont  sur  le  perimetre 
de  la  conique  enveloppe  de  la  droite  A'B'C'; 

4°.  enfin,  les  coniques,  a  la  fois  inscrites  dans  les  quatre  tri- 
an  gles,  form6s  par  les  sommets  du  quadrilatere  ABCD,  pris  trois 
a  trois,  et  circonscrites  au  triangle  apy,  se  touclient  deux  a  deux 
aux  trois  points  a,  p,  y,  de  telle  sorte  que  chacun  de  ces  points 
est  le  point  de  contact  de  deux  differentes  paires  de  coniques, 
et  en  rg.eme  temps  ces  coniqes  sont  touchees  deux  a  deux  a  leur 
point  de  contact  par  les  six  droites  qui  joignent  deux  a  deux 
les  quatre  sommets  du  quadrilatere  donne  ABCD. 

Par  la  theorie  des  polaires  reciproques  on  aurait  pu  deduire  ce 
theoreme  de  celui  que  nous  avons  •  precedemment  demontre  (12). 

15. 

Du  theoreme  precedemment  demontre  (6)  on  peut  par  la  consideration 
des  projections  en  deduire  un  grand  nombre  cl'autres.  En  remarquant, 
par  exemple,  que  les  perpendiculaires,  abaissees  d'un  point  quelconque  de 
la  circonference  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  (fig.  2)  sur  les 
directions  des  cotes  de  ce  triangle,  sont  respectivement  paralleles  aux  trois 
hauteurs  A  A",  BB",  CClry  ainsi  qu'aux  trois  perpendiculaires  PA!,  PBf, 
PC',  abaissees  du  centre  de  ce  cercle  sur  ces  memes  cotes,  on  en  con- 
clura  les  theoremes  suiyans: 

I.  Une  conique  quelconque  etant  circonscrite  a  un  triangle 
donne  ABC,  et  etant  menees  par  son  centre  P  et  par  les  milieux 
A1,  B',  C'  des  cotes  du  triangle  les  droites  PA,  PB1,  PC',  les 
droites  AAn,  BB",  CCrt,  menees  par  les  sommets  du  meme  tri- 
angle parallelement  a  celles-la,  se  couperont  toutes  trois  en 
un  meme  point  P1;  les  six  points  A1,  Bf,  Cr;  A",  B",  C"  appar- 
tiendront  a  une  seconde  conique  semblable  a  la  premiere  et 
semblablement  situee  (homotlietique);  le  point  P1,  les  deux 
centres  P,  0  et  le  centre  de  gravite  Gr  du  triangle  donne  appar- 
tiendront  a  une  meme  droite  et  seront  situes  harmoniquement, 
de  telle  sorte  qu'on  aura 

OG:GP:OP':PPr  =  1:2:3:6; 

en  outre  (8),  si  de  Tun  quelconque  D  des  points  de  la  conique 
circonscrite  au  triangle  ABC  on  abaisse  sur  les  directions  de 
ses  cotes  des  obliques  respectivement  paralleles  aux  droites 
PAr,  PBr,  PCf  leurs  pieds  seront  situes  sur  une  meme  droite. 


204  Tlieoreines  relatifs  aus  sections  coniques. 

Et  reciproquement, 

It  Si  par  Tun  quelconque  Pf  des  points  du  plan  d'un  tri- 
angle donne  ABC  et  par  ses  sommets  on  mene  des  droites  AP', 
BF,  CP',  il  y  aura  une  infinite  de  points  2),  tels  qu'en  menant 
de  Tun  de  ces  points  stir  les  cotes  du  triangle  des  obliques  re- 
spectivement  paralleles  a  ces  droites,  leurs  pieds  appartien- 
clront  tous  trois  a  une  memo  droite;  et  tous  ces  points  D  seront 
situes  sur  une  meme  conique,  circonscrite  au  triangle  donne;  le 
centre  P  de  cette  conique  sera  le  point  de  concours  des  droites 
conduites  par  les  milieux  Ar,  B',  Cf  des  cotes  du  triangle,  pa- 
rallelement  aux  droites  AP',  BF,  CP';  etc. 

Coinine  le  point  P'  de  concours  des  trois  hauteurs  du  triangle  ABC 
pent  etre  situe  on  dans  1'interieur  de  ce  triangle,  on  dans  Tune  des  trois 
regions  a,  (3,  f,  il  s'ensuit  que 

III.  Les  deux  coniques  semblables  et  semblablement  situees 
dont  les  centres  sont  P  et  0  sont  1°  des  ellipses,  si  le  point  Pf 
est  situe   dans   1'interieur   du  triangle  ABC,   ou  dans  1'une  des 
trois  regions  a, '(3,  7;   2°  des  hyperboles,  si  ce  point  Pr  est  situe 
dans    1'une   des  trois  regions  a',  (3';   7';    3°  des  paraboles,   si  ce 
point   est  infiniment   distant   du  triangle  ABC.    En   outre,  les 
points  P  et  Pr   sont  des  points  homologues   des  deux  triangles 
ABC  et  A'B'Cr. 

Dans  le  cas  de  la  parabole  oil  le  point  Pf  est  a  Tinfini,  les  droites 
AA",  £B",  CC"  sont  paralleles,  d'oii  il  suit  que 

IV.  Si  par  les  sonimets  d'un  triangle  donne  ABC  on  mene 
clans  une   direction  arbitraire  trois  paralleles   AAn,  BB"y  CC11 
rencontrant  les  directions  des  cotes  opposes  en  A",   Brt,  Cn,  ces 
points  et  les  milieux  A',  Bf,  C'  des  monies  cotes  appartiendront 
tous  a  une  meme  parabole.    Et  reciproquement,  si  par  les  milieux 
Ar,  B*)  C1  des  cotes  d'un  triangle  donne  ABC  on  fait  passer  une 
parabole  quelconque,   coupant  de  nouvcau  ces  m ernes  cotes  en 
A",  B",  C",   les   droites  AA",  BB"?  CC"  seront  necessairement 
paralleles. 

16. 

A  Paide  de  la  projection  centrale  des  precedens  theoremes  (15)  on 
deduira  les  suivans: 

I.  Une  conique  quelconque  etant  circonscrite  a  un  triangle 
donne  ABC  (fig.  6),  et  etant  menees  par  un  point  G  quelconque 
et  par  les  sommets  du  triangle  des  droites  AGr,  BGf,  C&,  cou- 
pant les  directions  des  cotes  opposes  en  A',  B'?  G1,  et  etant  me- 
nees de  plus  les  droites  B'C'a,  C'A'fa  A'B'y,  coupant  les  directions 
des  cotes  coirespondans  du  triangle  donne  en  a,  p,  y,  situes  sur 
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une  meme  droite  a|3y;  enfin  P  etant  le  pole  de  cette  droite,  et 
etant  menees  les  droites  PA'd,  PB'fi,  PC'f1,  coupant  respective- 
ment  la  droite  a[3T  en  a',  0',  T';  les  droites  AA"ar,  BB"$,  CC'^9 
coupant  les  cotes  du*  triangle  donne  en  A",  B",  Cny  concourront 
toutes  trois  en  un  meine  point  Pf;  les  six  points  Af,  Bf,  Cr,  A", 
B",  C"  appartiendront  a  une  seconde  conique;  la  droite  a^y  sera 
une  seeante  commune  a  cette  seconde  conique  et  a  la  premiere; 
les  poles  P,  0  de  cette  droite  par  rapport  aux  deux  coniques 
et  les  deux  points  (?  et  Pf  appartiendront  a  une  meme  droite 
PGr  OPr,  sur  laquelle  ils  seront  harmoniquement  situes;  en  outre, 
si  parl'un  quelconque  D  des  points  du  perimetre  de  la  conique, 
circonscrite  au  triangle  donne,  et  par  chacun  des  points  a',  p',  yf 
on  mene  des  droites,  leurs  points  d'intersection  avec  les  cotes 
correspondans  du  triangle  donne  appartiendront  tous  trois  a  une 
meme  droite. 

Et  reciproquement, 

II.  Par  un  point  quelconque  <?  du  plan  d'un  triangle  donne 
ABC  et  par  chacun  de  ses  sommets   soient  menees  les  droites 
AGA',  BG-B',   CG-C',   coupant  respectivement  en  Ar,  Bf,  Cf  les 
directions    des   cotes   opposes;    et    soient    ensuite    menees.  les 
droites  BrCra,  C'Af$,  AfBr^  coupant  les  directions  de  ces  memes 
cotes  en  a,  p,  7,  points  qui  appartiendront  tous  trois  a  une  meme 
droite   a(3-y;    si   par    un  autre  point   quelconque  P  on  mene   les 
droites  PA'a!,    PB'p,   PC'f',    lesquelles  coupent  la  droite  apy  en 
a'^   Pf>  i)  les  droites  Aar,  J5pf;  Cyr  concourront  en  un  meme  point 
P.    Or,  si  des  points  a!,  $',  /  on  abaisse  des  obliques  sur  les  di- 
rections des  cotes  opposes  du  triangle  donne,  de  maniere  qu'elles 
se  caupent  en  un  meme  point  D,   et  que  leurs  pieds  appartien- 
nent  a  une  meme  droite,  le  lieu  de  ce  point  D  sera  une  certaine 
conique,  circonscrite  au  triangle  donne;  le  point  P  sera  le  pole 
de  la  droite  a.^  relativement  a  cette  conique,  etc. 

Ou,  en  d'autres  termes: 

Si  par  un  point  quelconque  Pf  du  plan  d'un  triangle  donne 
ABC  et  par  ses  sommets  on  mene  des  droites  APf,  BPf,  CP', 
et  qu'ensuite  on  mene  arbitrairement  une  droite  a'pY*  cou" 
pant  respectivement  celles-la  en  a!,  pf,  7',  il  aura  alors  une  in- 
finite de  points  D,  tels  que  les  droites  Da',  D$f,  D*f  coupent  les 
cotes  correspondans  du  triangle  donne  en  trois  points,  apparte- 
nantaunememe  droite,  et  le  lieu  de  ces  points  -D  sera  une  cer- 
taine conique  circonscrite  au  triangle  donne  etc. 

III.  Les  deux  points  P,  Pf  (1)  sont  des  points  homologues 
par  rapport  aux  triangles  ABC,  A'B'C';  quand  Pun  d'eux  tombe 


206  Theoremes  relatifs  aux  sections  coniques. 

sur  la  droite  apy,  1'autre  coincide  avec  lui,  et  alors  la  conique 
qui  passe  par  les  six  points  A,  Bf,  Cr,  A",  B",  Cn  touclie  cette 
droite  apy  en  ce  point  P  ou  P'. 

Et  reciproquement, 

si  une  conique  passe  par  trois  points  donnes  A',  Bf,  Cr  et 
touclie  une  droite  donnee  otj3y  en  un  certain  point  Q,  elle  cou- 
pera  les  directions  des  cotes  du  triangle  ABC,  determine  par  les 
droites  A'a,  B'fi,  (7'y,  en  trois  points  An,  Btry  C",  lesquels  seront 
situes  sur  les  droites  AQ,  BQ,  CQ,  et  vice  versa,  etc. 

C'est  la  une  propriete  commune  a  toutes  les  coniques  qui  passent  par 
les  trois  rn ernes  points  donnes  A!,  Bfy  Cf  et  touchent  la  meme  droite  apy. 

17. 

Les  precedens  theoreraes  ont  leurs  polaires  reeiproques;  tel  est, 
par  exemple,  le  suivant: 

Soit  menee  une  droite  quelconque,  coupant  les  cotes  d'un 
triangle  donne  ABC  en  a,  p,  7;  et  par  un  points  quelconque  D 
du  plan  de  ce  triangle  soient  rnenees  les  droites  Da,  Dp,  Dy, 
alors  on  peut  abaisser  des  sommets  du  triangle  donne  sur  les 
droites  respectivement  opposees  des  obliques  Aa!,  Bfi,  C-ff, 
telles  qu'elles  se  coupent  en  un  meme  point  JE,  et  que  leurs  pieds 
ary  p';  yf?  appartiennent  a  une  meme  droite;  cette  droite  envelop- 
pera  une  certaine  conique  inscrite  dans  Je  triangle  donne;  etc. 

18. 

Soit  circonscrite  une  conique  quelconque  a  un  triangle  $onne  ABC 
(fig.  7).  Par  les  sommets  de  ce  triangle  et  par  un  point  quelconque  Pr 
de  son  plan  soient  menees  les  droites  AP'A"*.,  BP!B"$,  CP'C"*^  cou- 
pant respectivement  les  directions  des  cotes  opposes  du  triangle  en  A", 
Brl,  C"  et  la  courbe  en  a,  p,  y.  Si  par  un  point  quelconque  D  du 
perimetre  de  cette  conique  on  mene  les  droites  Da,  Dp,  Dy,  coupant 
les  cotes  opposes  du  triangle  donne  en  a!?  p'?  yr,  ces  trois  points  seront 
toujours  situes  sur  une  meme  droite  a'PY,  passant  par  le  point  P1;  car, 
a  cause  de  Phexagone  inscrit  DfiBCAaD,  par  exemple,  les  trois  points  a'? 
P'5  Pr  appartiendront  a  une  meme  droite  (Pascal). 

Lorsque  le  point  D  se  meut  sur  le  perimetre  de  la  courbe,  la  droite 
ct'pY  "to^1'1!^  sur  son  point  Pr,  et  vice  versa. 

19. 

Supposons  que  la  conique  soit  un  cercle,  et  que  les  droites  A  a,  J5p, 
G^  soient  respectiveraeat  perpendiculaires  aux  cotes  du  triangle  donne, 
alors  le  point  D  sera  le  foyer  d'une  parabole  inscrite  a  ce  triangle,  et 
Ton  aura  (6) 

P'A"  =  A"  a,    P'B"  =  JB"p,     P'C"  =  <7/fy. 
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Soit  menee  la  droite  DE,  parallele  a  *yP';  elle  sera  perpendiculaire  a  la 
tangente  AS;  et,  en  supposant  qu'elle  coupe  a'pY  en  E  et  AB  en  F9  on  aura 

DF=FE7     car    tC"  =  C"P'; 

d'ou  il  suit  que  le  point  E  est  situe  sur  la  directrice  de  la  parabole,   et 
que  par  consequent  la  droite  a'pY  es^  elle-nieme  cette  directrice;  done: 

Les  directrices  de  toutes  les  paraboles  inscrites  dans  un 
meme  triangle  donne  ABC  se  coupent  toutes  en  un  xneme  point 
Pr,  intersection  des  trois  hauteurs  de  ce  triangle;  et 

Les  intersections  des  trois  hauteurs  de  tons  les  triangles 
circonscrits  a  une  meiae  parabole  sont  toutes  situees  sur  la  di- 
rectrice de  cette  combe*). 

En  remarquant  que  quatre  droites  donnees  sur  un  plan  peuvent  etre 
touchees  par  nne  meme  parabole,  on  conclura  de  la -la  demonstration  du 
theoreme  suivant: 

Dans  les  quatre  triangles  que  forrnent  trois  a  trois  quatre 
droites  tracees  sur  un  menie  plan  les  points  de  concours  de  trois 
hauteurs  appartiennent  tous  quatre  a  une  nieme  droite**). 

20, 

En  observant  que  les  pieds  F}  ...  des  perpendiculaires  abaissees  du 
foyer  D  sur  les  directions  des  cotes  du  triangle  ABC  appartiennent  a  une 
meme  droite,  parallele  a  la  directrice  a'pY>  cette  circonstance  fournit  un 
moyen  tres-simple  de  resoudre  par  projection  le  problems  suivant: 

Une  conique  quelconque  etant  circonsci'ite  a  un  triangle 
donne  ABC,  si  d'un  point  quelconque  D  du  periinetre  de  la 
courbe  on  abaisse  sur  les  cotes  du  triangle  des  obliques  re- 
spectivement  paralleles  aux  diametres  qui  passent  par  les  mi- 
lieux de  ces  cotes,  leurs  pieds  F,...  appartiendront  a  une  meme 
droite.  Celapose,  quelle  doit  etre  la  situation  du  point  D  sur  la 
courbe,  pour  que  cette  droite  soit  parallele  a  une  droite  donnee? 

Si,  en  effet,  on  mene  les  droites  A  a,  I?  [3,  Oy  respectivement  paral- 
leles aux  diametres  dont  il  s'agit,  et  qu'ensuite  par  le  point  de  concours 
Pr  de  ces  trois  droites  on  mene  la  droite  a'pY?  parallele  a  la  droite 
donnee,  les  droites  aa',  $$',  77'  sc  couperont  au  point  cherche  D.. 

21. 

De  ce  qui  precede  il  suit  encore,  comme  cas  particulier,  que 
Les  centres  de  tous  les  triangles  equilateraux,  circonscrits  a 
une  meme  parabole,   sont  situes  sur  la  directrice  de  cette  para- 
bole, et 

*)  C'est  le  theoreme  5,  propose  &  demontrer  &  la  pag.  134. 
**)  O'est  le  theoreme  8  a  la  pag.  128. 
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Les  directrices  de  toutes  les  paraboles,  inscrites  dans  un 
ineme  triangle  equilateral  donne,  passent  toutes  par  le  centre  de 
ce  triangle. 

De  la  on  conclura  (5  et  11)  par  la  projection  parallele  que  * 

Un  triangle  quelconque  ABC  etant  circonscrit  a  une  para- 
bole  donnee,  et  Q  etant  le  point  de  concours  des  droites  qui 
joignent  ses  sommets  aux  points  de  contact  des  cotes  respec- 
tiveinent  opposes;  si  Ton  imagine  tous  les  triangles,  pour  les- 
quels  ce  point  Q  est  le  meme,  les  centres  de  gravite  de  tous  ces 
triangles  appartiendront  a  une  meme  droite,  polaire  du  point 
Q;  les  plus  petites  ellipses  circonscrites  a  ces  memes  triangles 
seront  semblables  et  semblablement  situees,  et  se  couperont 
toutes  en  ce  meme  point  Q. 

Et  reciproquement, 

A  chaque  parabole,  inscrite  dans  un  meme  triangle  donne  ABC, 
correspond  un  point  Q  de  concours  des  droites,  menees  des  som- 
mets aux  points  de  contact  des  cotes  opposes;  et  les  polaires  de 
tous  les  points  Q,  relatives  aux  paraboles  correspondantes  se  cou- 
pent  toutes  en  un  meme  point  G,  centre  de  gravite  de  ce  triangle. 

22. 

Si  par  les  points  An,  Bn,  Crf}'  milieux  respectifs  des  droites  P'a, 
Pr{3,  P'y  (fig.  7),  on  mcne  des  droites  respectivement  paralleles  a  Da, 
J9(3,  .Dy,  elles  passeront  par  les  milieux  respectifs  des  droites  P'a',  P'p', 
PY,  et  concoui'ront  en  un  meme  point  D',  situe  sur  la  conique  qui  passe- 
rait  par  les  six  points  Ar,  Br,  C',  A",  B",  Crf  (6);  de  sorte  que  les  trois 
points  D,  D'y  Pr  seront  en  ligne  droite.  De  la  resulte  ce  theorejne,  clii 
a  M.  Lamd: 

Quatre  points  -4,  B,  C,  P,  donnes  sur  un  meme  plan,  deter- 
minent  trois  systemes  de  deux  droites  APr  et  BC,  BPr  et  CA, 
CPf  et  AB}  qui  se  coupent  respectivement  en  A",  B",  Cn.  Si 
Ton  coupe  ces  systemes  par  une  droite  quelconque  a'pyP',  con- 
duite  par  P'?  et  si  par  les  points  A",  B",  C"  et  par  les  milieux 
des  segmens  de  cette  droite  on  mene  les  droites  A"D',  B"Df9 
C"D'9  "ces  droites  concourront  en  un  meme  point  D',  et  le  lieu 
de  ce  point  sera  une  conique,  passant  par  les  points  A",  Brry  Cn 
et  par  les  milieux  des  droites  BC,  CA,  AB,  APry  BP,  CP,  etc. 

OQ 

43. 

Revenons  de  nouveau  au  cas  oil  la  conique  circonscrite  au  triangle 
donne.  ABC  est  un  cercle.  Dans  ce  cas  le  point  D  est  le  foyer  et  la 
droite  a'PY-P'  ^  directrice  d'une  parabole  inscrite  au  triangle;  et  conse- 
quemment  la  polaire  du  point  Pf,  relative  a  la  parabole,  passe  par  le 
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point  Dy  ct  est  perpcndiculairo  a  la  droite  P'D;  cette  polaire  envoloppera 
done  une  certaine  conique  dont  Pf  sera  le  foyer,  et  dont  1'axe  principal 
coincidera  (5)  avec  le  diametre  PPr  du  corcle  circonscrit  au  triangle.  Done : 

Les  polaires  du  point  cle  concours  Pf  des  trois  hauteurs 
d'un  triangle  donne  ABC,  relatives  a  toutes  les  paraboles  in- 
scrites  a  ce  triangle,  envcloppent  une  certaine  conique  dont  le 
point  Pf  est  le  foyer,  dont  1'axe  principal  passe  par  le  centre 
du  cercle  circonscrit  au  triangle  donne,  et  qui  est  inscrite  dans 
le  triangle  forme  par  les  paralleles,  menees  aux  cotes  du  triangle 
donne  par  les  sommots  cle  ce  triangle. 

Ou  plus  general  emcnt  par  les  projections: 

Les  polaires  d'un  point  quelconque  P'  du  plan  d'un  triangle 
donne  ABC.,  relatives  a  toutes  les  paraboles  inscrites  dans  ce 
triangle,  envoloppent  une  conique  inscrite  dans  1c  triangle,  forme 
par  des  paralleles  aux  trois  cotes  du  triangle  donne,  conduites 
par  les  sommcts  de  ce  triangle. 

24. 

II  resulte  encore  cle  la  par  la  projection  centrale  (12): 
Les   polaires    d'un  point  quelconque  du  plan  d'un    quadri- 
latere   complet,  relatives   a  toutes  les  coniques  inscrites  clans 
ce   quadrilatere,    envoloppont  une    nouvelle    conique,    touchant 
les  trois  diagonales  du  meme  quaclrilatere. 

25. 

Lorsque  le  point  P!  passe  a  Finfini,  ses  polaires  deviennent  des  'dia- 
metres dont  les  conjugues,  concourant  en  ce  point  P',  sont  alors  paralleles, 
et,  comme  les  premiers  sont  tangens  a  une  certaine  conique  (24),  ils  se- 
ront  paralleles  deux  a  deux;  d'oii  Ton  conclut  quo 

Entre  les  coniques  inscrites  dans  un  meme  quaclrilatere 
donne  on  n'en  saurait  trouvor  trois  ayant  un  systeme  de  dia- 
metres conjugues  paralleles;  mais  si  1'on  trace  arbitrairement 
pour  Tune  de  cos  coniques  un  systbme  de  diametres  conjugues, 
il  existera  une  autre  conique  inscrite  dont  cleux  diametres  con- 
jugues seront  paralleles  a  ceux-la.  Done: 

Si  1'on  propose  d'inscrire  a  un  quadrilatere  uue  conique 
clont  deux  diametres  conjugues  soiont  paralleles  a  deux  droites 
donnees,  le  problemo  n'aura  que  ,deux  solutions  au  plus. 

26. 

On  sait  que  les  centres  de  toutes  les  coniques  C,  C\  Cfl,  ...,  in- 
scrites dans  un  meme  quadrilatere  complet  donne,  sont  situes  sur  la  droite 
D  qui  joint  les  milieux  de  ses  trois  diagonales.  Les  conjugues  A,  A', 
A",  ...  cle  ce  diametre  commun  D  touchent  une  certaine  conique  8  (25), 
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d'ou  il  suit  qu'en  general  entre  les  diametres  A,  A',  A",  . . .  il  doit  y  en 
avoir  deux  paralleles  a  une  droite  arbitraire  L.  Et  reciproquement,  entre 
les  conjugues  des  diametres,  paralleles  a  unc  droite  donnee  L,  il  s'en  trouve 
generalement  deux  qui  coincident  avec  la  droite  D;  d'ou  Ton  conclut  que 
cette  droite  touclie  la  conique  S.  Done: 

Dans  les  coniques,  inscrites  dans  un  menie  quadrilatere 
donne,  les  conjugues  des  diametres,  paralleles  a  unc  meme 
droite  enveloppent  une  merae  conique,  et  toutes  les  cmiques  enve- 
loppees  qui  resultent  des  dwerses  directions  de  cette  droite,  sont  inscrites  dans 
le  quadrilatere  cow/pUt,  forme  par  le  lieu  des  centres  des  coniques  de  la 
premiere  serie  et  par  les  trois  diagonales  du  quadrilatere  complct  donne. 

27. 

Les  diametres  paralleles  sc  coupent  en  un  meme  point  a  1'infini,  et 
lorsqu'on  varie  leur  direction  commune,  tous  les  points  de  concours  appar- 
tiennent  a  une  meme  droite  egalement  a  Finfini.  Les  poles  de  cette  droite 
par  rapport  aux  mero.es  coniques  en  sont  les  centres,  situes  sur  la  droite 
qui  joint  les  milieux  des  trois  diagonales  du  quadrilatere  complet  donne. 
De  la,,  par  les  projections  centrales,  on  conclura  les  theoremes  suivans: 

1°.  Les  poles  d'une  droite  quelconque,  relatifs  a  toutes  les 
coniques  inscrites  dans  un  meme  quadrilaterc  fcomplot  donno, 
sont  situes  sur  une  memo  droite;  2°.  les  polaires  de  Tun  quelcon- 
que des  points  de  cette  droite  enveloppent  une  certaine  coniquo, 
et  toutes  les  coniques  envclopptes  qu'on  oUient,  en  variarit  la  situation  de 
ce  point  sur  cette  droite ,  sont  inscrites  dans  le  quadrilatere  dont  les  cotes 
seront  cette  meme  droite  et  les  trois  diagonales  du  quadrilatere  complet  Jonnu; 
3°.  si  la  polaire  tourne  sur  1'un  des  points  de  sa  direction,  la 
droite  des  poles  enveloppera  une  nouvclle  coniqua,  etc. 

90 

AO. 

Ces  divers  theoremes  out  leurs  polaires  reciproques;  tels  esi,  par 
exemple,  le  suwant: 

1°.  Les  polaires  d'un  point  quelconque,  relatives  a  toutes 
les  coniques  circonscrites  a  un  meme  quadrilatere  domie,  con- 
courent  toutes  en  un  memo  point;  2°.  les  polos  d'uiic  droite 
quelconque,  passant  par  ce  point,  sont  situes  sur  unc  ccrtaino 
conique,  et  toutes  les  coniques  de  cette  sorte  que  Von  obtient,  en  variant 
la  direction  de  la  droite  conduite  par  ce  pointy  sont  circonscrites  au  qua- 
drilatere  dont  les  sommets  sont  ce  meme  point,  et  les  trois  points  ou  con- 
courent  les  systtimes  de  droites  qui  joignent  deux  a  dmw  les  quatre  sommets 
du  quadrilatere  donne;  3°.  si  le  pole  decrit  une  droite,  le  point  do 
concours  des  polaires  clecrira  une  nouvelle  conique,  etc. 
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cercles  qui  touchent  trois  droites  donnees  sur 

un  plan  et  entre  les  rayons  des  spheres  qni 

touchent  quatre  plans  donnes  dans  1'espace. 


G  ergo  line,  Annales  de  Mathematiques,  tome  XIX,  p.  85 — 96. 


Recherche  des  relations  entre  les  rayons  des 

cercles  qui  touchent  trois  droites  donnees  sur 

mi  plan  et  entre  les  rayons  des  spheres  qui 

touchent  qnatre  plans  donnes  dans  1'espaee, 

1.  Solent  ay  I,  c  les  trois  cotes  d'un  triangle;  ces  cotes,  consideres 
corame  des  droites  indefinies-,  divisent  le  plan  du  triangle  en  sept  regions 
dont  tine  seule  finie  qui  est  le  triangle  lui-meine.  Trois  des  six  autres 
sont  terminees  chacune  par  un  cote  du  triangle  et  les  prolongemens  des 
deux  autres  au-dela  des  extremites  de  celui  la.  Quant  aux  trois  dernieres 
ce  sont  des  angles  respectivement  opposes  a  ceux  du  triangle. 

Comme  trois  conditions  sont  necessaires  pour  determiner  un  cercle, 
ce  n'est  que  dans  les  quatre  premieres  regions  que  Ton  peut  se  proposer 
d'inscrire  des  cercles.  L'un  de  ces  cercles  sera  interieur  au  triangle;  c'est 
proprement  le  cercle  inscrit  dont  nous  designerons  le  rayon  par  r;  les  trois 
autres  seront  ce  que  M.  Lhuilier  a  appele  les  cercles  ex-inscrits,  nous 
designerons  respectivement  leurs  rayons  par  a,  j3,  7,  suivant  les  cotes  du 
triangle,  sur  lesquels  il  s'appuyeront.  On  demontre  aisement  que  ces  quatre 
cercles  sont  touches  a  la  fois  par  celui  que  Ton  fait  passer  par  les  milieux 
des  cotes  du  triangle. 

Soit  T  Faire  du  triangle;  en  considerant  les  triangles  qui  ay  ant  pour 
bases  les  trois  cotes  a,  b,  c  du  triangle  donne  et  pour  sommets  les  centres 
des  quatre  cercles,  on  a 

2T  = 

^  )  2  T  =  $(c+a—  6), 


En  prenant  la  somme  des  produits  respectifs  de  ces  equations  par  —  a{3y7 
il  vient,  en  divisant  par  2T; 
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ou  bien 

(2)  1   =  1  +  1  +  1; 

v  y  r  a         p         Y 

c'est-a-dire,  1'inverse  du  rayon  du  cercle  inscrit  a  un  triangle  ost 
egal  a  la  sorame  des  inverses  des  rayons  des  trois  cercles  ex- 
inscrits  au  meme  triangle*). 

Ou,  en  d'autres  termes,  le  parallelipipede  rectangle,  construit 
sur  les  rayons  des  trois  cercles  ex-inscrits,  est  equivalent  a  la 
somme  des  trois  parallelipipedes  rectangles,  construits  sur  ses 
raemes  rayons,  pris  deux  a  deux,  et  sur  le  rayon  du  cercle  inscrit. 

Au  moyen  de  la  relation  (2)  le  rayon  de  cliacun  des  quatre  cercles 
se  trouve  determine  par  les  rayons  des  trois  autres. 

Si  le  triangle  est  equilateral,  on  a 

a  =  p  =  Y  =  3r  =  A, 
Ji  etant  la  hauteur  du  triangle. 

II.     En  observant  que 

16T3  ==  (a-^b+c)(b+c—aXc+a—V)(a+b—c\ 
le  produit  des  equations  (1)  clonne,  en  reduisant 

(3)  T  =  apTr, 
d'oii 

T  =  l/a[3yn 

c'est-a-dire,  1'airo   d'un  triangle   est  egal   a  la  racine  carroo  du 
produit  des  rayons  des  quatre  corcles  qui  touclient  a  la  fois  scs 
trois  cotes.     Theoreme,    publie  pour  L\  premiere  fois    par  Mahieu,   et 
posterieurement  par  M.  LJmilier.    (Annales,  torn.  I,  pag.  150)**). 
Pour  le  triangle  spherique  on  aiu'ait 


siniT  = 


2  cos  ^  a  cos  -J-  b  cos  ^c 

Si  de  Tequation  (3)  on  elimine  toiu:  a  tour  les  quatre  rayons   au  nioyen 
de  la  relation  (2)  on  trouvera 


(4) 


PT— 


*)  II  y  a  plusieurs  niois  que  cc  theoremo  nous  a  ete  adrossc  avcc  plusiours  autros 
par  M.  Bobiilier   dans  une  note  que  lo  defaut  d'espace  nous  a  cnipcchc  jusqu'ici  do 

J.  jo.  Geryonne. 
**)  Ce  theoremc  fait  aussi  partie  de  la  note  de  M.  Bolillier. 

t/.  D.  Qergonna,    > 
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Des  equations ,  (1)  on  tire  (3) 


(5) 

d'ou 
(6) 
et  par  suite  (3) 

CO 


a — r          p — r          *y — r          r   ' 


Soit  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit;  on  sait  que 

abc 


R  = 


4.T 


done  (7) 


En  climinant  r  de  cette  valeur  au  moyen  de  la  relation  (2)  on  trouvera 


*)  D'apres  les  equations  (5)  on  pout  ecrire 


r          a  '  x  r 
ou  bien,  en  developpant  et  ordonnant, 

'A  ,JL  .  JLU L 

•  Py  ^  ya  T  a^   r         a^ 
Au  moyen  de  la  relation  (2)  les  deux  premiers  terines  de   ce  developpement  dispa- 
raissent,  et  Ton  a  simplement 


abo 


yccr 


ou  bien  (3) 
d'ou  enfin 


c'est-a-dire,  le  rayon  du  cercle  circonscrit  a  un  triangle  est  le  quart  de 
1'exces  de  la  somine  des  rayons  des  trois  cercles  ex-inscrits  a  ce  triangle 
stir  le  rayon  du  cercle  inscrit.  Get  elegant  theoreme  appartient  a  M.  Bobillier. 

J,  £).  Gergonne, 


21(5 
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Si  do  la  memo  valeur  on   elimine   success  ivenient  a,  (3,  ^   au  inoycn   de 
la  nienie  relation,  on  trouvera 


(10) 


4(-ya—  yr  —  ar) 


III.  Si  lo  triangle  esfc  suppose  rectangle,  en  designant  par  61  Fhypotenuse, 
on  aura 

2T  =  ab, 

au  inoyen  de  quoi  los  equations  (1)  deviendront 

ab 


(11) 


En  divisaut  chacune  des  trois  premieres  par  la  derniero,   il  viendra,   en 
cliassaiit  les  denominateurs, 


ab 


cFoii  on  tirera  aiseinent 

a  ON                               r\a~" 
2)  


Aiosi  (11),   si  les  trois  cotes  du  triangle  rectangle  sont  commensurables, 
les  rayons  des  quatre  cercles  le  seront  aussi,  et  reciproquement  (12). 

Si,  par  exemple,  il  s'agit  du  triangle  de  Pythagwe,  pour  lequel  on  a 

a  =  3,     b  =  4,    c  =  5, 
on  aura 

L  "equation 
donne 

ou  bien 

2  a 

* 

jnais  los  deux  dernieres  equations  (11)  donnent 
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done 


equation  qui,  comparec  a  Tequation  (3),  domie 

(is)  ap=T7.=  r; 

c'est-a-dire  ,  dans  tout  triangle  rectangle  le  rectangle  des  rayons 
des  cercles  ex-inscrits  qui  repondent  aux'  deux  cotes  de  Tangle 
droit  est  equivalent  au  rectangle  des  rayons  du  cercle  inscrit 
et  clu  cercle  ex-inscrit  qui  repond  a  1'hypotenuse,  et  Tun  et 
1'autre  sont  equivalens  a  Faire  du  triangle. 

IV.  Soient  a,  by  c,  d  les  quatre  faces  d'un  tetraedre  dans  leur  ordre 
de  grandeur,  de  la  plus  grand  e  a  la  plus  petite;  ces  faces,  considerees 
comme  des  plans  indefinis,  diviseront  Fespace  en  quinze  regions  dont 
une  seule  flnie  qui  sera  le  tetraedre  lui-meme.  Quatre  des  quatorze 
restantes  seront  terminees  cliacune  par  une  des  faces  du  tetraedre  et  par 
les  prolongemens  des  plans  des  trois  autres  au  dela  de  celle-la.  II  y  en 
aura  six  dont  chacune  sera  terininee  par  les  prolongemens  des  plans  des 
quatre  faces  au-dela  d'une  meme  arete.  Enfin,  les  quatre  dernieres  seront 
des  angles  triedres,  opposes  a  ceux  du  tetraedre. 

Comme  quatre  conditions  sont  necessaires  pour  determiner  une  sphere, 
ce  n'est  que  dans  les  onze  premieres  regions  qu'on  peut  se  proposer  d'in- 
scrire  des  spheres.  Mais  il  est  aise  de  voir  qu'il  no  saui'ait  y  en  oxister  a 
la  fois  dans  les  six  regions  sur  les  aretes,  opposees  deux  a  deux,  et  que 
Texistence  d'une  sphere,  dans  Tune  d'elles,  entraine  1'impossibilite  d'en 
inscrire  une  dans  la  region  qui  lui  est  opposee.  II  ne  saurait  done  y 
avoir  plus  de  huit  spheres  ,  une  inscrite  et  sept  ex-inscrites  qui  touchent 
a  la  fois  les  quatre  faces  d'un  tetraedre,  considerees  comme  des  plans  in- 
definis; et  ces  dernieres  se  divisent  en  deux  classes,  savoir:  quatre  spheres 
ex-inscrites  aux  faces,  et  les  trois  autres  ex-inscrites  aux  aretes. 

Soit  r  le  rayon  de  la  sphere  inscrite;  soient  a,  p,  y,  8  les  rayons  des 
quatre  spheres  rcspectivement  ex-inscrites  sur  les  faces  a,  b,  cy  d;  soient 
ocf,  p',  y'  les  rayons  des  spheres  ex-inscrites  respectivement  sur  les  aretes 
ad  ou  bcy  bd  ou  ca,  cd  ou  ab;  soit  emln  T  le  volume  du  tetraedre. 

En  considerant  les  tetracdres,  ayant  leur  sominet  common  aux  centres 
de  ces  diflerentes  spheres  et  pour  bases  les  faces  du  tetraedre  T,  on  trou- 
vera  aisement 

(1)  3T=  r 

(2)  '          3T  =  a 

(3)  3T= 

(4)  3T= 
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(5)  3T  = 

/(>\  077 -4_   Y7)_u/»      n tT\ 

I  \J J  tf  JL        •          ' CA.  I  C/     J—  I/  Cw          ^yj 

(7)  3T  = 

(8)  3T  = 

les  signes  des  seconds  membres  des  trois  dernieres  equations  devant  etre 
pris  de  inaniere  que  ces  seconds  membres  soient  positifs. 
Des  equations  (2),  (3),  (4),  (5)  on  tire  aisement 


3ZY1    ,    1    L  1        1\ 

a  —  ——\       _^ 1__ I 

4    \  p         7         8         a/' 


(9) 


4    Va     '     (3     '     T 
En  substituant  ces  valeurs  dans  I'equation  (1),  il  viendra 

(10)  J.  =  ±+1+J.+  1 

v     '  ?•  a         p         Y          o 

c'est-a-dire,  la  somine  des  inverses  des  rayons  des  spheres  ex-in- 
scrites  sur  les  faces  d'un  tetraedre  est  double  de  1'inverse  du 
rayon  de  la  sphere  qui  lui  est  inscrite. 

Les  memes  valeurs  (9),   substitutes   dans  les  equations  (6),  (7),  (8), 
donnent 

5  1111 


(11) 


_l         «  JL  JL  JL  JL 

_—   =  y +  -j  ~™— , 

H~_l  =  JL    JL L— J.. 

""  y    ~    Y  +  8          a         8  ' 


c'e^t-a-dire,  la  somine  des  inverses  des  rayons  des  spheres  ex-in- 
scrites  sur  deux  des  faces  d'un  tetraedre,  moins  la  somine  des 
inverses  des  rayons  des  spheres  ex-inscrites  sur  ses  deux  autres 
faces,  est  double  de  1'inverse  du  rayon  de  la  sphere  ex-inscrite 
sur  1'arote  des  deux  premieres  ou  sur  1'arete  des  deux  der- 
nieres faces. 

On  voit  done  que  les  rayons  de  nos  huit  spheres  sont  lies  les  uns 
aux  autres  par  quatre  relations,  au  moyen  desquelles  quatre  d'entre  eux 
sont  determines  par  les  quatre  "autres.  - 
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En  ajoutant  tour  a  tour  chacune  des  equations  (11)  a  1' equations  (10), 
et  en  les  en  retrancliant,  on  aura 


(12) 


1 

1 

=  J.± 

_!_ 

a 

h  8 

r 

a1  ' 

1 

1 

=  _1± 

1 

P    ' 

?• 

T7 

,     1 

1   _+_ 

i 

T 

h~T 

r 

T; 

1 

1 

_     1    __ 

i 



f  ^ 

P 

T 

r 

ar 

1 

h  — 

_     1  _ 

1 

T 

a 

r     -T~ 

Pf  ' 

1     , 

1 

_        1     _ 

1 

a 

"   P 

—        y      -H 

T'   ' 

(13) 


c'est-a-dire,  la  somme  des  inverses  des  rayons  des  spheres  ex- 
inscrites  sur  deux  faces  d'un  tetraedre,  est  egal  a  la  sonime 
ou  a  la  difference  des  inverses  des  rayons  de  la  sphere  ins-crite 
et  de  3a  sphere  ex-Inscrite  sur  1'arete  de  ces  deux  faces  ou  sur 
son  opposee. 

Si  le  tetraedre  est  regulier,  on  a 


d'ou  resulte  ce  theoreme: 

Si  clans  un  angle  triedro  regulier  dont  les  trois  angles  plans 
sont  les  deux  tiers  d'un  angle  droit  on  inscrit  une  suite  de 
spheres,  de  maniere  que  chacune  d'elles  touche  celle  qui  la 
precede  immediateinent,  les  rayons  de  ces  spheres  formeront 
une  progression  geometrique  dont  la  raison  sera  deux. 


Theoremes  a  demontrer  et  probleines  a  resoudre. 


Gergonne,  Annales  de  Mathematiques, 
tome  XVIII,  p.  302—304,  339—340,  378—380  et  tome  XIX,  p.  36,  96,  128. 


Theoremes^a  demontrer  et  problenies  a  resoudre, 


Theoremes  sur  le  quadrilatere  coinplet 

Quatre  droitos  A,  B,  C,  I)  se  coupant  doux  a  deux  en  six  points, 
et  se  trouvant  consequerament  comprises  dans  un  racrae  plan. . 

1°.  Ces  quatre  droites,  prises  trois  a  trois;,  forment  quatre  triangles, 
tels  que  les  cercles  circonscrits  passent  tous  quatre  par  un  meme  point  P. 

2°.  Les  centres  a,  [3,  y,  8  de  ces  quatre  cercles  se  trouvent  avec  le 
point  P  sur  la  circonference  d'un  cinquieme  cercle. 

3°.  Les  pieds  des  perpendiculaires  abaissees,  du  point  P  sur  les  di- 
rections de  A,  B}  C7  D,  appartiennent  tous  quatre  a  une  ineme  droite'  R, 
et  cette  propriete  appartient  exclusiveraent  au  point  P. 

4°.  Les  points  de  concours  des  perpendiculaires  abaissees,  des  sommets 
sur  les  directions  des  cotes  opposes  dans  les  quatre  triangles  (1°0>  appar- 
tiennent a  une  meme  droite  R?. 

5°.  Les  droites  R  et  Rf  sont  paralleles,  et  la  droite  R  passe  par  le 
milieu  de  la  perpendiculaire,  abaissee  du  point  P  sur  Rf. 

6°.  Les  milieux  des  diagonales  du  quadrilatere  complet,  forme  par  les 
quatre  droites  A,  By  C,  D,  appartiennent  tous  trois  a  une  meme  droite 
R"  (Newton). 

7°.  La  droite  R"  est  perpendiculaire  commune  aux  deux  droites 
R,  R. 

'  8°.  Pour  chacun  des  quatre  triangles  (1°.)  il  y  a  un  cercle  inscrit 
et  trois  cercles  ex-inscrits,  ce  qui  fait  en  tout  seize  cercles,  dont  les 
centres  sont  quatre  a  quatre  sur  une  circonference,  de  maniere  a  donner 
naissance  a  huit  nouveaux  cercles. 

9°.  Ces  huit  nouveaux  cercles  se  partagent  en  deux  groupes  tels  que 
chacun  des  quatre  cercles  de  Fun  de  ces  groupes  coupe  ortliogonalement 
tous  les  cercles  de  Fautre  groupe;  on  en  conclut  que  les  centres  des 
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cercles  des  deux  groupes  sont  stir  deux  droitos  perpendieulaires  Pune  a 
Tautre. 

10°.    Enfin   cos   deux    clernioros  droites  se  coupon!  an  point  P,  men- 
tionue  ci-dessus. 


Autres  tlieoremes  de  geoni6trie. 

1°.  Si  Ton  clecrit  trois  cercles  A,  B,  6y?  do  manicre  que  cliacun  d'eux 
touche  im  des  cotes  d'un  triangle  et  les  prolongemens  dos  deux  autres, 
et  si  Ton  clecrit  ensuite  trois  autres  cercles  A',  B*,  Cf]  de  maniere  que 
cliacun  d'eux  touche  deux  des  trois  premiers  exterieuremeiit  et  le  troisieme 
mterieuremeat,  ces  trois  derniers  se  couperont  en  mi  in  erne  point  P,  et 
les  droites  qui  joiudront  ce  point  P  aux  centres  des  trois  premiers  seront 
respectivemont  perpendiculaires  aux  trois  cotes  du  triangle. 

2°.  Si  I'on  clecrit  quatre  spheres  A,  B,  C,  D?  de  maniere  que  cliacune 
d'elles  touche  une  des  faces  d\m  tetraedro  et  les  prolongemens  des  trois 
autres,  et  si  Ton  clecrit  ensuite  quatre  autres  spheres  Af,  B!,  C\  Z>'5  de 
maniere  que  chacune-  d'elles  touche  trois  des  quatre  premieres  exterieure- 
ment  et  la  quatrieine  interieurement,  ces  quatre  dernieres  se  couperont  en 
un  meme  point  Pf  et  les  droites  qui  joindront  ce  point  P  aux  centres  des 
quatre  premieres  seront  respectivenient  perpendiculaires  aux  quatre  faces 
du  tetraedre. 


Theor^mes  sur  rHexagrammum  mysticuin. 

Six  points,  pris  arbitrairomcnt  sur  le  perimetre  d'une  conique  quel- 
conque,  sont  les  soinmets  de  «oixante  hexagones  inscrits  et  les  points 
de  contact  de  soixante  hexagones  circonscrits  (Carnot,  Geometrie  de  po~ 
sition),  lesquels  jouissent  des  proprietes  suivantes: 

1°,  Dans  chacun  des  hexagones  .1°.  Dans  chacun  des  hexagones 

inscrits  les  points  de  concours  des  circonscrits,  les  droites  quijoignent 
directions  des  cotes  opposes  appar-  les  somnaets  opposes  concourenttoutes 
tieruaent  tous  trois  a  une  memo  droite  trois  en  un  meme  point  P  (Brian- 
D  (Pascal)^  de  sorte  qu'on  obtient  chon)^  cle  sorte  qu'on  obtient  ainsi 
ainsi  soixante  droites  D;  soixante  points  P. 

2°,  Ces  soixante  droites  D  con-  2°.  Ces  soixante  points  P  appar- 

courent,  trois  a  trois,  en  un  meme  tiennent,  trois  a  trois,  a  une  meine 
point  p,  de  sorte  qu'on  obtient  ainsi  droite  d,  de  sorte  qu'on  obtient  ainsi 
vingt  points  p;  viugt  droites  d; 
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3°.    Ces  vingt  points  p   appar-  3°.    Ces   vingt   droites   d   con- 

tiennent,  quatre  a  quatre,  a  une  *  courent,  quatre  a  quatre,  en  un  meme 
meme  droite  8,  de  sorte  qu'on  ob-  point  GJ,  de  sorte  qu'on  obtient  ainsi 
tient  ainsi  cinq  droites  8;  cinq  points  GJ; 

4°.    Ces  cinq  droites  8  concourent  4°.    Ces   cinq  points  m  appar- 

en  un  meme  point  GJ';  tiennent  a  une  meme  droite  8'; 

5°.   Les   soixante   points  P  sont  les   poles   respectifs   des   soixante 
droites  D; 

6°.    Les  vingt  points  p  sont  les  poles  respectifs  des  vingt  droites  d; 

7°.   Les  cinq  points  m  sont  les  poles  respectifs  des  cinq  droites  8; 

8°.    Enfin,  le  point  &'  est  le  pole  de  la  droite  8f. 


Theoremes  de  geom6trie. 

I.  Soient  deux  cercles.  C,  c,  non  concentriques,  donnes  sur  un  meme 
plan,  et  que,  pour  fixer  les  idees,  nous  supposons  d'abord  interieurs  Fun 
a  Fautre. 

Soient  traces  une  suite  de  cercles  017  02?  03,  04,  . ..,  le  premier 
assujetti  seulement  a  etre  inscrit  dans  Fespace  que  laissent  entre  eux  les 
deux  cercles  C,  c  et  chacun  des  autres  assujetti  non  seulement  a  etre  in- 
scrit dans  cet  espace,  mais  encore  a  toucher  celui  qui  le  precede  imme- 
diatement  dans  la  serie. 

En  poursuivant  la  construction  de  cette  serie  de  cercles,  ou  bien  elle 
se  prolongera  indefiniment,  en  donnant  sans  cesse  des  cercles  clifferens  de 
ceux  qui  auront  dej^  ete  traces,  ou  bien  au  contraire,  apres  avoir  fait  n 
fois  le  tour  de  Fespace  compris  entre  les  deux  cercles "  donnes  C,  c,  on 
parviendra  a  un  dernier  cercle  Om  qui  se  trouvera  tangent  au  premier  01? 
de  sorte  que  la  serie  se  terminera  a  ce  dernier  cercle. 

On  propose  d'abord  de  demontrer  que  cette  circonstance  est  indepen- 
dante  de  la  situation  du  premier  cercle  Ol  de  la  serie,  et  qu'elle  ne  de- 
pend uniquement  que  des  grandeur  et  situation  respectives  des  deux  cercles 
donnes  C,  c;  c'est-a-dire,  que  suivant  les  grandeur  et  situation  de  ces  deux 
cercles,  la  serie  sera  finie  ou  illimitee,  quel  que  soit  le  cercle  0r 

On  propose  en  outre  de  demontrer  que,  quand  la  serie  est  Itmitee, 
en  representant  respectivement  par  R,  r  les  rayons  des  deux  cercles  C, 
c,  et  par  d  la  distance  entre  leurs  centres,  on  doit  avoir  cette  equation 
remarquable 


_r)2— 4rJRtang3—  w  =  d*. 


Steiner's  Werke.    I. 


15 


226  Theoremes  et  problemes. 

Si  les  deux  cercles  donnes  sont  tors  Pun  de  Pautre,  Pequation  sera 
(E+r)2+4^.Rtang2  —  TC  =  d2*). 

Les  memes  choses  ont  lieu  pour  des  cercles  traces  sur  la  surface  d'une 
sphere;  Pequation  est  alors 

rn 

cos(J?=pr)rh2siiirsmJ?tang2  —  K  =  cosd 

II.  Soient  deux  spheres  S,  s,  non  concentriques,  que,  pour  fixer  les 
idees,  nous  supposons  d'abord  interieures  Pune  a  Pautre;  et  soit  inscrite 
arbitraireinent  une  troisieine  sphere  2  dans  Pintervalle  qui  les  separe. 

Soit  ensuite  decrite  une  suite  de  spheres  On  02,  03,  04,  ...  dont 
la  premiere  Oz  soit  simplement  assujettie  a  toucher  a  la  fois  les  trois 
spheres  S,  s,  2;  tandis  que  chacune  des  autres  sera  assujettie  non  seule- 
ment  a  toucher  ces  trois  memes  spheres,  mais  encore  a  toucher  celle  qui 
la  precede  immediatement  dans  la  serie. 

Ou  bien  la  serie  de  ces  spheres  se  prolongera  indefiniment,  ou  bien, 
apres  n  revolutions  autour  de  la  sphere  s;  on  rencontrera  une  derniere 
sphere  Om,  touchant  la  premiere  015  et  il  s'agirait  d'abord  de  prouver 
que  ces  circonstances  ne  dependent  aucunement  ni  de  la  situation  arbri- 
traire  de  la  sphere  2,  ni  de  la  situation  egalement  arbitraire  de  la  premiere 
sphere  Ol  cle  la  serie;  mais  uniquement  des  rayons  R,  r  des  deux  spheres 
clonnees  >S  et  s,  et  de  la  distance  d  entre  leurs  centres. 


*)  Voici  un  theoreme  beaucoup  plus  simple  qui  doit  egalement  etre  vrai.  Soient 
deux  cercles  C,  c,  non  concentriques,  traces  dans  un  ineme  plan  et  que,  pour  fixer  les 
idees,  nous  supposons  interieurs  Fun  &  Fautre. 

Soient  -4l3  J3,  ^13,  ^4,  ...  une  suite  de  cordes  de  C  tangentes  a  c,  la  premiere 
etant  arbitraire  et  chacune  des  suivantes  etant  assujettie  h  avoir  une  extremite  commune 
avec  celle  qui  la  precede  immediatement. 

Ou  bien  le  noinbre  de  ces  cordes  sera  illimite,  ou  bien,  apres  avoir  fait  n  fois  le 
tour  de  Fespace,  compris  entre  les  deux  cercles  C,  c,  on  parviendra  a  une  derniere  corde 
Am  qui  se  terminera  au  point  de  depart  de  la  premiere  Alf  de  sorte  que  les  m  cordes 
formeront  un  poly  gone  etoile,  inscrit  dans  C  et  circonscrit  a  c. 

H  s'agirait  d'abord  de  prouver  que  ces  circonstances  ne  dependent  aucunement  de 
la  situation  de  la  premiere  corde  A-^  ,  mais  uniquement  des  rayons  .R,  r  des  deux  cercles 
et  cle  la  distance  d  entre  leurs  centres.  II  s'agirait  en  outre  d'assigner  dans  le  der- 
nier cas  le  rapport  qui  doit  exister  -entre  les  grandeurs  wz,  «,  R,  r,  d. 

II  a  deja  ete  etabli  (Annales,  torn.  I,  pag.  149,  torn.  Ill,  pag.  346  et  torn.  XIV, 
pag.  54)  que,  dans  le  cas  de  m  =  3  et  n  =  1,  cette  relation  est 

R*  +  2rR  =  d*. 

On  pent  aussi  se  proposer  le  meme  theoreme  pour  deux  cercles  traces  sur  la  surface 
d'une  sphere,  et  il  a  ete  demontre  (Annales,  torn.  XIV,  pag.  59)  que,  dans  le  cas  de 
m  =  3  et  n  =  1,  on  doit  avoir 


J.  D.  Gergonne. 
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II  s'agirait  de  prouver,  en  outre,  qu'on  aura,  dans  le  dernier  cas, 


n 


les   signes  inferieurs   repondant  au  cas  ou  les  spheres  donnees  S,   s  sont 
exterieures  Tune  a  1'autre. 


Probleme  de  situation, 

Le  nombre  des  faces  d'un  polyedre  etant  donne,  on  peut  demander, 
de  quelle  nature  peuvent  etre  ces  faces.  On  trouve  pour  les  cas  les  plus 
simples  les  resultats  que  voici: 

Nombre 
des  Faces. 


Corps 


Tetraedre 


Pentaedres 


Hexaedres 


Quelle  est  la  loi  generale? 
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Probleme  de  g6om6trie. 

Si  dans  un  angle  triedre  donne  quelconque  on  inscrit  une  suite  de 
spheres,  de  telle  sorte  que  chacune  d'elles  touche  celle  qui  la  precede 
immediatement,  quelle  loi  suivront  les  rayons  des  spheres  ainsi  inscrites? 


15* 
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Theor&mes  de  g6ometrie. 


Solent  sur  un  meme  plan  six 
points  dont  trois  sur  nne  droite  et 
trois  sur  une  autre.  Si  Ton  joint, 
deux  a  deux,  les  points  d'une  serie 
a  ceux  de  Pautre  serie  par  neuf 
droites,  ces  droites  se  couperont, 
deux  a  deux  en  dix-huit  nouveaux 
points,  distribues,  trois.  a  trois,  sur 
six  droites  qui  concourront  elles- 
memes,  trois  a  trois,  en  deux  nou- 
veaux points. 


Soient  sur  un  meme  plan  six 
droites  dont  trois  concourant  en  un 
point  et  trois  en  un  autre.  Les 
droites  d'une  serie  auront  avec  celles 
de  Tautre  serie  neuf  points  d'inter- 
section;  ces  points  determineront, 
deux  a  deux,  dix-huit  nouvelles 
droites,  concourant,  trois  a  trois,  en 
six  points  qui  seront  eux-memes, 
trois  a  trois,  sur  deux  nouvelles 
droites. 


Systematische  Entwickelung 

der 

Abhangigkeit 

geometrischer  Grestalten 

von   einander, 

mit  BerucksicMigxing  der  Arbeiten  alter  und  neuer  Geometer 

tiber  Porisinen,  Projections-Methoden,  Geometric  der  Lage, 

Transversalen,  Dualitat  und  Reciprocitat,  etc. 


3,En  observant  ce  que  les  resultats  particuliei 
Bavaieut  de  comiuun  entre  eux,  on  est  succei 
Bsivemont  parvenu  ^  des  resultats  fort  ^etendu 
Bet  les  sciences  matTiematiqiies  sont  a  la  fo: 
sdevenues  plus  generales  et  plus  simples." 

Laplace,  !Le<?ons  a  TEcole  normale. 


Erster    TheiL 

Hierzu  Taf.  XXVI— XXXVH  Fig.  1—57. 


Dieses  (unvollendet  gebliebene)  Werk  1st  i.  J.  1832   (zu  Berlin  bei  Fincke)  erschienen. 


Seiner  Excellent 

dem 
Herrn  Gelieiinen  Staatsministcr 

Freiherrn  von  Humboldt 

widmet  diese  Sclirift 
a  1  s    ein    Z  e  i  c  h  e  n 

seiner  innigsten 

Verekung  und  Dankbarkeit 


der  Verfasser. 


V  o  r  r  e  d  e, 

Das  vorliegende  Werk  enthalt  die  Endresultate  mehrjahriger  For- 
schungen  nach  solchen  raumlichen  Fundamentaleigenschaften,  die  den  Keim 
aller  Satze,  Porismen  und  Aufgaben  der  Geometrie,  womit  uns  die  altere 
und  neuere  Zeit  so  freigebig  beschenkt  hat,  in  sich  enthalten.  Fur  dieses 
Heer  von  auseinander  gerissenen  EigentMimliclikeiten  musste  sich  ein  lei- 
tender  Faden  und  eine  gemeinsame  Wurzel  auffmden  lassen,  yon  wo  aus 
eine  umfassende  und  klare  Uebersicht  der  Satze  gewonnen,  ein  freierer 
Blick  in  das  Besonclere  eines  jeden  und  seiner  Stellung  zu  den  fibrigen 
geworfen  werden  kann.  Wenn  Jemand  alle  bis  jetzt  bekannt  gewordenen 
Satze  und  Aufgaben  nach.  den  bisher  ublichen  Vorscliriften  zu  beweisen 
und  zu  losen  sich  vornehmen  wollte,  so  ware  dazu  viel  Zeit  und  Muhe 
erforderlich,  und  am  Ende  hatte  man  doch  nur  eine  Sammlung  von  aus- 
einander liegenden,  wenn  auch  sehr  scharfsinnigen,  Kunststticken,  aber  kein 
organisch  zusammenliangendes  Ganze  zu  Stande  gebracht  Gegenwartige 
Schrift  hat  es  versucht,  den  Organismus  aufzudecken,  durch  welchen  die 
verschiedenartigsten  Erscheinungen  in  der  Raumwelt  mit  einander  ver- 
bunden  sind.  Es  giebt  eine  geringe  Zahl  von  ganz  einfachen  Funda- 
mentalbeziehungen,  worin  sich  der  Schematismus  ausspricht,  nach  welchena 
sich  die  iibrige  Masse  von  Satzen  folgerecht  und  "ohne  alle  Schwierigkeit 
entwickelt.  Durch  gehorige  Aneignung  der  wenigen  Grundbeziehungen 
macht  man  sich  zum  Herrn  des  ganzen  Gegenstandes ;  es  tritt  Ordnung 
in  das  Chaos  ein,  und  man  sieht,  wie  alle  Theile  naturgemass  in  einander 
greifen,  in  schonster  Ordnung  sich  in  Reihen  stellen,  und  verwandte  zu 
wohlbegrenzten  Gruppen  sich  vereinigen.  Man  gelangt  auf  diese  Weise 
gleichsam  in  den  Besitz  der  Elemente,  von  welchen  die  Natur  ausgeht, 
um  mit  moglichster  Sparsamkeit  und  auf  die  einfachste  Weise  den  Figuren 
unzahlig  viele  Eigenschaften  verleihen  zu  konnen.  Hierbei  macht  weder 
die  synthetische  noch  die  analytische  Methode  den  Kern  der  Sache  aus, 
der  darin  besteht,  dass  die  Abhangigkeit  der  Gestalten  von  einander  und 
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die  Art  und  Weise  aufgedeckt  wird,  wie  ihre  Eigenschaften  von  den  ein- 
facheren  Figuren  zu  den  zusammengesetzteren  sich  fortpflanzen.  Dieser 
Zusammenhang  und  TIebergang  ist  die  eigentliche  Quelle  aller  (ibrigen 
vereinzelten  Aussagen  der  Geometrie.  Eigenschaften  der  Figuren  (wie  z.  B. 
die  conjugirten  Durchmesser  der  Kegelschnitte,  sechs  Puncte  oder  Strahlen, 
welche  Involution  bilden,  das  mystische  Sechseck  und  Sechsseit,  u.  s.  w.), 
von  deren  Vorhandensein  man  sich  sonst  durch  kunstliche  Beweise  uber- 
zeugen  musste,  und  die,  wenn  sie  gefunden  waren,  als  etwas  Wunderbares 
dastanden,  zeigen  sich  nun  als  nothwendige  Folgen  der  unscheinbarsten 
Eigenschaften  der  aufgefundenen  Grundelemente ,  und  jene  sind  a  priori 
durch  diese  gesetzt. 

Wenn  nun  wirklich  in  diesem  Werke  gleichsam  der  Gang,  den  die 
Natur  befolgt,  aufgedeckt  wird,  so  werden  alle  hier  synthetisch  entwickelten 
Resultate  sich  natiirlicher  Weise  auch  durch  analytische  Hulfsmittel  auf- 
finden  lassen,  was  meines  Erachtens  durchaus  nichts  Ueberraschendes 
in  sich  tragen  kann.  Der  Analyst,  der  dieses  ausfuhrt,  hat  nicht  mehr 
als  seine  Pflicht  gethan,  wenn  er  jeden  Fortschritt  der  Wissenschaft  benutzt 
und  sich  denselben  so  zur  Lehre  dienen  lasst,  dass  seine  Methode  darnach 
vervollstandigt  wird.  Auch  ist  es  recht  eigentlich  seine  Sache,  jene  Re- 
sultate zu  verallgemeinern,  und  ich  sollte  meinen,  dass  seine  Arbeit  nicht 
an  ihreru  Werthe  verlieren  wfirde,  wenn  er  es  unterliesse,  gegen  seinen 
Wegweiser  sich  vornehm  zu  geberden. 

Der  Streit,  welcher  sich  vor  nicht  langer  Zeit  zwischen  den  zwei,  in 
Riicksicht  auf  die  Geometrie  verdienstvollsten,  franzosischen  Mathematikern 
iiber  den  Yorzug  des  Princips  der  Dualitat  und  der  Theorie  des  po- 
laires  reciprogues  entspann*),  wird,  wie  ich  glaube,  durch  die  vorliegende 
Entwickelung  unzweideutig  entschieden,  so  dass  ich  es  nicht  fur  nothig 
halte,  hier  darauf  weiter  einzugehen.  Die  Dualitat  tritt  mit  den  Grund- 
gebilden  zugleich  hervor,  jene  Theorie  hingegen  kommt  erst  spater  als 
Resultat  bestimmter  Yerbindungen  der  Grundgebilde  zum  Vorschein.  Wenn 
aber  auch  das  GrergonndsQlis  Princip  sich  in  dieser  Hinsicht  als  das  pri- 
rnitivere,  der  Quelle  naher  liegende,  bewahrt,  so  hat  doch  Poncelet  ein 
gleich  grosses  Verdienst,  so  viel  zur  Entwickelung  und  Forderung  der  syn- 
thetischen  Geometrie  beigetragen  zu  haben,  dass  diese  fortan  nicht  mehr 
rait  jener  Geringschatzung  behandelt  werden  darf,  welche  man  ihr  in 
neuerer  Zeit  gar  zu  oft  und  gar  zu  leichtfertig  zu  Theil  werden  liess. 
Uebrigens  tritt  die  genannte  Theorie  durch  die  gegenwartige  Entwickelung 
in  vollstandigerer  und  allgemeinerer  Gestalt  hervor,  als  es  in  ihrer  friiheren 
Darstellungswcise  geschehen  konnto,  wobei  indessen  nicht  zu  iibersehen  ist, 


*)  Bulletin  universel,  aout  1827,  pag.  109?  iiad  Annales  de  Mathtfmatigues,  torn.  X.VIII, 
pag.  125. 
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dass  der  scharfsinnige  Moebius  zuerst  eine  freiere  Auffassung  dieser  Theorie 
ans  Licht  gefordert  hat  (Barycentrischer  Calciil). 

Das  ganze  "Werk  wird  seiner  ausseren  Eintheilung  nacli  aus  funf 
Theilen  und  zugleich  aus  funf  AbscMtten  bestehen,  von  denen  der  erste 
,,projectivische  Gerade,  ebene  Strahlbuschel  und  Ebenenbuschel;" 
der  zweite  ,,projectivische  Ebenen  und  Strahlbiischel  (im  Raume);" 
der  dritte  „  projectivische  Raume;*  der  vierte  „  Correlations  - 
Systeme  und  Netze  (mit  Einschluss  der  Involutions-Systeme  und 
Netze);"  und  der  funfte  ,,ausfuhrliche  und  umfassende  Behand- 
lung  der  Curven  und  Flachen  zweiten  Grades,  durch  Construc- 
tion und  gestutzt  auf  projectivische  Eigenschaften,"  enthalt 
Ausserdem  werden  noch  zwei  Theile  mit  diesem  Werke  in  Verbindung 
gebracht,  wovon  der  eine  wiiber  Puncte  und  Axen  der  mittleren 
Entfernung  (mit  Einschluss  der  mittleren  harmonischen  Entfernung),  fiber 
Transversalen,  etc."  handeln  wird,  und  worauf  vorhergegangene  pro- 
jectivische  Eigenschaften  angewandt  werden,  der  andere  Theil  Mngegen 
der  Elem^itargeometrie  gewidmet  ist,  und  der  Hauptsache  nach  weine 
systematische  Entwickelung  der  Aufgaben  und  Satze  fiber  das 
Schneiden  und  Beruhren  der  Kreise  in  der  Ebene  und  auf  der 
Kugelflache,  und  der  Kugeln"  enthalten  wird.  Dieser  letztere  Theil 
sollte  schon  frulier  im  Druck  erscheinen  und  war  bereits  im  J.  1826  bis 
auf  einen  Anliang,  welcher  verscMedene  Anwendungen  der  stereographisclien 
Projection  enthalten  sollte,  ausgearbeitet,  was  auch  sclion  anderweitig  an- 
gegeben  worden  (Journal  f.  Mathem.  Bd.  I,  S.  163)*);  allein  da  melirere 
darin  enthaltene  Betraclitungen  nur  besondere  Falle  von  solchen  sind, 
welche  in  den  erstgenannten  funf  Theilen  vorkommen,  und  wiederum  einige 
iiber  Kreise  und  Kugeln  selbststandig  entwickelte  Satze  sich  unmittelbar 
auf  bestimmte  Systeme  von  Curven  und  Flachen  zweiten  Grades  iiber- 
tragen  lassen,  wie  solch.es  in  jenen  fiinf  Theilen  nachgewiesen  wird,  so  ist 
es-  zweckmassiger,  ihn  erst  nach  diesen  folgen  zu  lassen. 

Die  Hauptresultate,  welche  in  diesem  Werk  entwickelt  werden,  habe 
ich  schon  vor  mehreren  Jahren  gefunden  (und  zwar  die  letzten  vor  der 
Mitte  des  Jahres  1828),  in  einer  Epoche,  wo  mir  als  Privatlehrer  mehr 
Zeit  und  Musse  zu  Gebote  stand  als  seither,  wo  nicht  selten  driickende 
Amtsgeschafte  die  Ausarbeitung  verzogerten.  Dass  mittlerweile  Einiges 
davon  ins  Publicum  gekommen  ist  (wie  z.  B.  namentlich  ein  Theil  der 
Resultate  in  §  59  dieses  Bandes),  ist  leicht  erklarlich,  da  ich  kein  Ge- 
heimniss  daraus  machte.  Diese  Theilnahme  war  mir  ein  Beweis,  dass 
meine  Untersuchungen  Beifall  finden,  sie  erregt  jetzt  in  mir  die  Hoffnung, 
dass  nun  auch  die  vollstandige  Mittheilung  derselben  nicht  unberiicksichtigt 


*)  S.  21  dieser  Ausgabe. 
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bleiben  werde,  denn  es  1st  niclit  unwahrscheinlich,  dass  durch  gehorige 
Verschmelzung  von  Resultaten  und  Ideen  cles  Einen  mit  Methoden  des 
Anderen  noch  mehr  als  eine  neue  Entdeckung  sicli  machen  lassen 
werde. 

Da  friihere  Arbeiten  von  mir,  welche  ich  in  einzelnen  Abhandlungen 
im  Journal  fur  Mathematik  und  in  den  Annales  de  Maihematigues 
bekannt  gemacht  liabe,  den  Beifall  von  unparteiischen  Sachkennern  sich 
erworben  haben  *),  so  glaubc  ich  wohl  mit  einiger  Zuversicht  die  Hoffnung 
liegen  zu  diirfen,  dass  nun  auch  der  gegenwartigen  Arbeit,  welche  nach 
clerselben  Methode,  aber  in  einer  allgemeineren,  umfassenderen  Anlage 
begonnen  ist,  eine  nicht  minder  gunstige  Aufnahme  zu  Theil  werden  wird. 
Hierza  fiige  ich  den  "Wunsch,  dass  der  geneigte  Beurtheiler  die  von  mir 
unterlassene  Auseinandersetzung  des  Verhaltnisses  meiner  Arbeit  zu  den 
iilteren  und  neueren  Arbeiten  Anderer  iiber  denselben  Gegenstand  erganzen 
nioge.  Alle  wichtigeren,  schon  von  Anderen  aufgestellten  Satze  habe  ich, 
so  weit  mem  Wissen  reichte,  ihren  Urhebern  einzeln  zugeschrieben. 

Berlin,  im  September  1832.  * 

Steiner. 


*)  Siehe  Annales  de  MatJi&m.  torn.  XVII,  (No.  7,  10),  XVIII  u.  XIX;  Bulletin  des 
sciences  mathematiques,  torn.  VII,  VIII,  IX,  X  u.  XI,  1827—1829;  AUgemeine  Literatur- 
Zeitung,  1831;  —  Mathemat.  Worterb.  TM.  5  u.  6;  u.  s.  w.  Auch  sind  viele 
Resultate  daraus  schon  in  LehrMcher  und  andere  Werke  aufgenommen  worden,  so  wie 
auch  eine  Abhandlung  und  mehrere  einzelne  meiner  Siitze  von  Gergonne,  dem  Heraus- 
geber  der  genannten  Annalen,  ins  Franzosische  ubersetzt  worden  sind. 


Einleitende  Begriffe, 

1.  Die  in  dor  Geometrie  erforderlichen  Grundvorstellungen  sind:  der 
Raum,  die  Ebene,  die  Gerade  (gerade  Linie)  und  der  Punct.  Zum 
Behufe  der  in  dem  vorliegenden  Werke  durchzufiihrenden  Betrachtungen 
ist  es  erforderlich,  einerseits  diese  Elemente  in  Ansehung  der  Art  und 
Weise,  wie  sie  einander  untergeordnet  sind,  d.  h.,  wie  die  einen  die 
anderen  in  sich  enthalten,  und  andererseits  bestimmte  Zusammenstellungen 
derselben  auf  folgende  Weise  scharf  aufzufassen  und  als  Grundgebilde 
festzuhalten: 

I.  Die   Gerade.     In  der  Geraden  ist   eine  unzahlige  Menge  un- 
mittelbar  auf  einander  folgender  Puncte  denkbar,  die  sich,  von  irgend  einem 
derselben  ausgehend,  nach  zwei  entgegengesetzten  Seiten  Mn  ins  Unend- 
liche  erstrecken. 

II.  Der  ebene  Strahlbuschel.   Durch  jeden  Punct  in  einer  Ebene 
sind  unzahlige   Gerade  moglicli;    die  Gesammtheit  aller   solcher  Geraden 
soil   3,ebener  Strahlbuschel",  oder  wStralilbuscliel  in  der  Ebene" 
heissen,  namlicli  die  Geraden  sollen,  in  Ansehung  dieser  Zusammenstellung, 
>5Stralilen"  heissen,  und  der  Punct,  in  welchem  sicli  die  Stralilen  scbaei- 
den,  soil  ,,Mittelpunct"  des  StraMbuschels  genannt  werden. 

HI.  Der  Ebenenbuschel.  Durch  jede  Gerade  sind  unendlich  viele 
Ebenen  denkbar;  alle  solche  Ebenen  zusammengefasst  sollen  3)Ebenen- 
biiscliel",  und  die  Gerade,  in  welcher  sich  die  Ebenen  schneiden,  soil 
MAxe"  des  Ebenenbuschels  heissen. 

IV.  Die  Ebene.     In  der  Ebene  sind  zaKUose  Gerade  und  Puncte, 
oder  ebene  Strailbuschel  enthalten.    (Jeder  Punct   der  Ebene  ist  Mittel- 
punct  eines  in  ihr  liegenden  Strahlbuscliels.) 

V.  Der  Strahlbuschel  im  Raume.  Durch  jeden  Punct  im  Raume 
sind  nach.   alien  moglichen  Richtungen  unzahlige   Gerade  oder  Strahlen 
denkbar;    alle   solche  Strahlen  insgesammt  sollen  „ Strahlbuschel  im 
Raume",  oder  schlechthin  „ Strahlbuschel",  und  der  Punct,  in  welchem 
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sich  die  Strahlen  schneiden,  soil  ^Mittelpunct"  des  Strahlbuschels 
heissen.  Ein  solcher  Strahlbuschel  enthalt  nicht  nur  unendlich  viele 
Strahlen,  sondern  er  umfasst  auch  zaHlose  ebene  Strahlbuschel  (II.)  und 
Ebenenbuschel  (III.)  als  untergeordnete  Gebilde  oder  Elemente;  denn  es 
giebt  endlos  viele  Ebenen,  die  dutch  dessen  Mittelpunct  gehen,  und  alle 
Strahlen,  die  in  eine  solche  Ebene  fallen,  bilden  einen  ebenen  Strahl- 
buschel, und  alle  solche  Ebenen,  die  durch  einen  und  denselben  Strahl 
gehen,  bilden  einen  Ebenenbiischel;  von  solchen  ebenen  Strahlbiischeln 
und  Ebenenbuscheln  soil  aber  gesagt  werden,  sie  liegen  im  StraHbiischel 
im  Raume. 

Die  Betrachtung  der  yorstehenden  funf  Eaumgebilde,  namlich  das 
Beziehen  derselben  aufeinander  bei  verschiedenartigen  Verbindungen  und 
Zusammenstellungen,  macht  den  Gegenstand  der  ersten  funf  Theile  des 
vorliegenden  Werkes  aus.  Das  Ergebniss  wird  zeigen,  dass  diese  Ge- 
bilde in  der  That  die  eigentliche  Grundlage  der  synthetischen 
Geometrie  sind. 

Die  Fundamentalbeziehungen,  auf  welchen  alle  Untersuchungen  be- 
ruhen,  sind  folgende. ' 

Es  werden  aufeinander  bezogen: 

a)  Gerade  und  ebene  Strahl buschel.     Zuerst  werden  eine  Ge- 
rade  und  ein  ebener  Strahlbtischel  so  aufeinander  bezogen,    dass 
ihre  Elemente  gepaart  sind,  d.  h.?  dass  jedem  Punct  der  Geraden 
ein    bestimmter    Strahl    des    Strahlbiischels    entspricht.      Sodann 
werden  sowohl  Gerade  unter  sich,   als  ebene  Strahlbuschel  unter 
sich  ahnlicherweise  aufeinander  bezogen. 

b)  Ebenenbiischel  und  sowohl  Gerade  als  ebene  Strahlbuschel. 
Ein  Ebenenbuschel  und  eine  Gerade  oder  ein  ebener  Strahlbuschel 
werden  so  aufeinander  bezogen,  -dass  ihre  Elemente  gepaart  sind, 
d.  k,  dass  jeder  Ebene  des  Ebenenbuschels  ein  bestimmter  Punct 
der  Geraden,  oder  ein  bestimmter  Strahl  des  Strahlbiischels  ent- 
spricht.    Aehnlicherweise  werden  Ebenenbuschel  unter  sich   auf- 
einander bezogen. 

c)  Ebenen  und  Strahlbuschel  (im  Raume).    Zuerst  werden  eine 
Ebene  und  ein  Strahlbtischel  so  aufeinander  bezogen,    dass  ihre 
Elemente  sich  wie,  folgt,  entsprechen: 

jedem  Punct  in  der  Ebene   ...  ein  Strahl  im  Strahlbuschel, 
jeder  Geraden  in  der  Ebene  . . .  eine  Ebene  im  Strahlbuschel. 
Sodann  geschieht  die  Beziehung  auch  so,  dass  ihre  Elemente  einander 
in  anderer  Ordnung  entsprechen.     Aehnlicherweise  werden  sowohl 
Ebenen  unter  sich,  als  Strahlbuschel  unter  sich  aufeinander  bezogen- 
d)  Riiume  unter  sich.    Zuerst  werden  zwei  Raume  (d.  h.  der  ganze 
oder  absolute  Raum  doppelt  gedacht,    so  dass  beide  Raume  ein- 
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ander  durclidringen)  so  auf  einander  bezogen,  dass  jedem  Element 
des  einen  Raumes  ein  bestimmtes,  gleichartiges  Element  des  anderen 
Raumes  entspricht;  und  welter  werden  sie  so  auf  einander  bezogen, 
dass  auch  ungleichartige  Elemente  einander  entsprechen. 
So  wie  die  Grundgebilde  ihrer  Natur  nach  einander  entgegengesetzt 
sind,  namlich: 

a)  die  Gerade dem  ebenen  Strahlbiiscliel, 

p)  die  Gerade  .   .  v dem  Ebenenbuschel, 

Y)  der  ebene  Strahlbiischel  .  .  .  dem  Ebenen'biischel, 

8)  die  Ebene dem  Strahlbuschel 

und  sich  solchergestalt  auf  einander  beziehen  lassen,  dass  ihre  Elemente 
einander  paarweise  entsprechen,  ebenso  stehen  auch  im  Allgemeinen  ihre 
Eigenschaften,  ihre  Verbindungen  (zu  Figuren)  und  die  aus  diesen  hervor- 
gehenden  Satze  einander  auf  bestimmte  Weise  entgegen,  d.  h.,  kommen 
der  einen  Art  von  Gebilden  gewisse  Eigenschaften  oder  Satze  zu,  so  finden 
bei  der  jedesmaligen  entgegengesetzten  Art  von  Gebilden  ebenfalls  be- 
stimmte, jenen  entsprechende,  aber  ihnen  entgegengesetzte  Eigenschaften 
und  Satze  statt.  Das  Wesen  dieser  Dualitat  von  Eigenschaften  und  Satzen 
ist  also  durch  die  Grundgebilde  selbst,  d.  h.  durch  die  umfassende  Yor- 
stellung  der  Raumelemente,  nothwendig  bedingt.  Damit  die  Begriindung 
dieser  Dualitat  auf  naturgemasse,  klare  Weise  hervortrete  und  sich  als 
wahr  bewahren  moge,  soil  die  Betrachtung,  so  viel  es  sich  thun  lasst,  so 
gefiihrt  werden,  dass  die  einander  entgegenstehenden  Gebilde  immer  zu- 
gleich  untersucht,  ihre  entsprechenden  Eigenschaften  und  Satze  zugleich 
entwickelt  und  neben  einander  gestellt  werden. 

Der  Hauptinhalt,  oder  das  Wesentliche  der  gesammten  Resultate,  die 
durch  dieses  Werk  erzielt  und  erreicht  werden,  besteht,  wie  es  sich  schon 
aus  der  vorstehenden  Uebersicht  bhngefahr.  entnehmen  lasst:  ,,In  Unter- 
suchungen  fiber  die  Abhangigkeit  der  Gestalten  (Figuren)  von 
einander." 
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Erster  Abschnitt 

Betrachtung  der  Geraden,  der  ebenen  Strahlbiischel  und  der  Ebenen- 
biisehel  in  ffinsieht  ihrer  projeetMschen  Beziehungen  unter  einander. 


Erstes  Kapitel. 

Von  projectivischen  Geraden  und  ebenen  Strahlbuscheln  in 

der  Ebene. 


Eine  Gerade  und  ein  ebener  Strahlbiischel. 

2.  Befinden  sich  ein  ebener  Strahlbiischel  23  (Fig.  1)  und  irgend 
eine  Gerade  A,  die  nicht  durch  dessen  Mittelpunct  geht,  in  einer  Ebene, 
so  haben  sie  folgende  Beziehung  zu  einander: 

Durch  jeden  Punct  a,  6,  c,  •  b,  ...  der  Geraden  geht  ein  Strahl  a,  b, 
c,  d,  ...  des  Strahlbiischels,  und  umgekelirt,  jeder  Strahl  des  letzteren 
begegnet  der  Geraden  in  irgend  einem  Puncte.  Um  die  Aufeinanderfolge 
der  Strahlen  sowobl  als  der  Puncte  richtig  aufzufassen,  lasse  man  in  der 
Vorstellung  einen  Strahl  sich  bewegen,  so  dass  er  nacli  und  nach  in  die  Lage 
eines  jeden  der  ubrigen  gelangt,  so  wird  der  ihm  zugeliorige  Punct  gleich- 
zeitig  die  Gerade  durchlaufen  und  nach  und  nach  dife  Stelle  eines  jeden  der 
ubrigen  Puncte  einnehmen.  Man  lasse  z.  B.  den  Strahl  p,  vom  Mittelpuncte 
25  aus  betrachtet,  sich  rechts  herum  bewegen,  so  dass  er  nach  einander  in  die 
Lage  von  d,  a,  f,  q,  h,  c,  b  kommt,  so  wird  der  Punct  p  die  Gerade  so 
durchlaufen,  dass  er  nacheinander  in  die  Stellen  b,  a,  f ,  Cf,  !§,  c,  16  gelangt 
und  folglich  sich  stets  nach  einer  und  derselben  Bichtung  hin  bewegt. 
Nur  in  der  einzigen  besonderen  Lage  des  Strahles,  wo  er  namlich  mit  der 
Geraden  A  parallel  1st,  welches  etwa  bei  q  der  Fall  sein  mag,  findet  kein 
wirkliches  Schneiden  desselben  mit  der  Geraden  statt;  da  aber  sowohl 
vor  als  nach  dieserLage  stets  ein  wirkliches  Schneiden  stattfindet,  und 
zwar,  da  der  unmittelbar  vorhergehende  Durchschnitt  in  der  grosstmog- 
lichen  Feme  auf  der  Seite  iiber  1§  hinaus,  und  der  unmittelbar  nachfolgende 
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Durchschnitt  in  der  grosstmoglichen  Feme  auf  der  anderen  Seite  liber  f 
hinaus  liegt,  so  soil  in  der  Folge  der  Uebereinstimninng  wegen  gesagt 
werden,  der  Strahl  q  sei  nach  dem  unendlich  entfernten  Puncte  der 
Oeraden  A  gerichtet,  und  es  soil  dieser  unendlich  entfernte  Punct,  wemi- 
gleich  derselbe  in  der  Figur  nicht  wirklich  anzutreffen  ist,  durch  q  be- 
zeichnet  werden.  Demnach  hatte  die  Gerade  A  nur  ein  en,  unendlich  ent- 
fernten Punct  q,  und  man  kann  sich  denselben  sowohl  nach  der  einen 
Seite  (iiber  {)  hinaus)  als  nach  der  anderen  (fiber  f  hinaus)  hin  liegend 
vorstellen  *).  Auch  folgt  hiernach,  dass  urngekehrt  ein  Strahl,  der  nach 
dem  unendlich  entfernten  Puncte  der  Geraden  A  gerichtet  ist,  nothwendiger 
Weise  mit  ihr  parallel  sein  muss. 

Yon  den  Puncten  in  der  Geraden  A  zeichnet  sich  demnach  einer  vor 
alien  ubrigen  auf  eine  eigenthiirnliche  und  bestimmte  Weise  aus,  namlich 
der  unendlich  entfernte  Punct  q.  Die  besondere  Eigenschaft  dieses  Punctes 
gewahrt  in  der  Folge  ofter  grosse  Yortheile,  wenn  man  ihn  anstatt  irgend 
eines  der  iibrigen  Puncte  zu  Hiilfe  nimmt*  Der  ihm  zugehorige  Strahl  q, 
der  namlich  mit  der  Geraden  A  parallel  ist,  soil  von  nun  an  ,,Parallel- 
s trahl"  heissen.  Dieser  Strahl  gewahrt  ahnliche  Yortheile,  wie  jener 
Punct,  nach  welchem  er  gerichtet  ist. 

Hat  man  auf  obige  Weise  einen  ebenen  Strahlbuschel  35  und  eine 
Gerade  A  dergestalt  auf  einander  bezogen,  dass  ihre  Elemente  paarweise 
zusammengehoren,  namlich  dass  die  Puncte  a,  B,  c,  b,  . . .  in  der  Geraden 
A  den  Strahlen  a,  b,  c,  d,  . . .  im  Strahlbuschel  S3  entsprechen ,  so  kann 
man  diese  Beziehung  festhalten,  wahrend  man  die  Gebilde  (A,  35)  selbst  auf 
irgend  eine  Weise  ihre  urspningliche  Lage  andern  lasst,  d.  h. ,  man  kann 
dieselben  in  eine  solche  Lage  gebracht  denken,  wie  etwa  in  (Fig.  2),  wo  zwar 
nicht  mehr  die  Strahlen  des  Strahlbuschels  durch  die  ihnen  entsprechenden 
Puncte  der  Geraden  gehen,  aber  wo  sowohl  jene  Strahlen  fur  sich,  als 
diese  Puncte  fur  sich  ihre  gegenseitige  Lage  nicht  geandert  haben.  Jede 
solche  veranderte  Lage  der  Gebilde,  wo  namlich  die  Strahlen  des  Strahl- 
biischels  33  nicht  mehr  durch  die  ihnen  urspriinglich  zugehorigen  Puncte 
der  Geraden  A  gehen,  soil  fortan  ,,schiefe  Lage"  heissen,  wogegen  die 
urspriingliche  Lage  ,,perspectivisch"  genannt  werden  soil.  Ferner  sollen 


*)  Dass  in  einer  Geraden  rnir  ein  einziger  nnendlich  entfernter  Punct  gedacht 
werden  darf,  wird  in  der  Folge  durch  viele  unbestreitbare  Thatsachen  bestiitiget  werden. 
Dahin  gehoren  z.  B.  die  Asymptoten  der  Hyperbel.  Eine  Gerade  tann  bekanntlich  die 
Hyperbel  nur  in  ein  em  Puncte  beruhren.  Nun  wird  aber  allgemein  die  Asymptote  als 
Tangente  angesehen,  deren  Beruhrungspunct  unendlich  entfernt  ist;  da  aber  zwei  Anne 
der  Hyperbel  nach  entgegengesetzten  Seiten  bin.  sich  der  Asymptote  in's  Unendliche 
fort  gleichmassig  nahern ,  so  muss  folglich  ihr  Beruhrungspunct  sowohl  nach  der  einen 
als  nach  der  anderen  Seite  -bin  unendlich  entfernt  liegen,  und  folglich  ist  in  der  Asymptote 
nur  ein  einziger  unendlich  entfernter  Punct  anzunehmen. 

Steiuer's  Werke.    I.  16 
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die  Gebilde  A,  23,  wenn  sie  auf  die  angegebene  Weise  aufeinander  bezogen 
sind,  dass  namlich  ihre  Elemente  (Puncte  und  Strahlen)  nach  der  Ordnung, 
in  der  sie  einander  paarweise  entsprechen,  bestimmt  und  festgehalten  sind, 
aprojectivisch"  heissen.  Wenn  iibrigcns  in  derFolge  gesagt  wird,  zwei 
Gebilde  A,  S3  seien  perspectivisch,  so  will  dies  so  viel  sagen,  als  die 
Gebilde  seien  projectivisch  und  befinden  sicli  in  perspectivischer  Lage. 

Die  soeben  festgestollten  Benennungen,  die  leicht  unpassend  scheinen 
diirften,  werden  durch  ihre  Uebereinstimmung  mit  anderen  Benennungen, 
welche  ganz  sachgemass  sincl,  und  weiter  unten  festgesetzt  werden,  gerecht- 
fertigt. 

3.  Befinden  sich  ein  ebener  Strahlbiischel  25  und  eine  Gerade  A,  die 
projectivisch  sind,  in  perspectivischer  Lage,  so  ist  rait  jedem  StraM  des 
Strahlbtischels  der  ihm  entsprechende  Punct  in  der  Geraden,  und  umge- 
kehrt  mit  dem  letzteren  der  erstere  unmittelbar  gegeben.  Anders  verhalt 
es  sich,  "wenn  sich  die  Gebilde  in  schiefer  Lage  befinden.  Hier  wird  man 
nur,  wenn  mehrere  entsprechen€e  Elementenpaare  gegeben  sind,  clurch  die- 
selben  mittelst  bestimniter  Gesetze  (Relationen)  zu  jedem  anderen  Element 
des  einen  Gebildes  das  entsprechende  Element  des  anderen  Gebildes  (inden, 
oder  die  Gebilde  in  ihre  urspriingliche  perspectivische  Lage  zuruckbringen 
konnen.  Diese  Gesetze  sollen  nun  zunachst  gesucht  werden. 

Die  Puncte  in  der  Geraden  A  sind  unter  sich  durch  ihre  Abstande 
von  einander,  und  die  Strahlen  des  Strahlbiischels  IB  sind  unter  sich  durch 
die  zwischen  ihnen  liegenden  Winkel  bestimmt.  Daher  miissen  sich  die 
genannten  Gesetze  auf  diese  Abstande  und  Winkel  beziehen.  Die  einfachste 
Bestimmung  eines  Winkels  besteht  aber  darin,  dass  man  zwischen  seinen 
Schenkeln  ein  rechtwinkliges  Dreieck  annimmt  und  das  Verhaltniss  zweier 
Seiten  desselben  festhalt.  Dieses  fiihrt  daher  zu  folgenden  Betrachtungen: 
Es  sei  p  (Pig.  1)  derjenige  Strahl,  der  auf  der  Geraden  A  senkrecht 
ist.  Aus  einem  beliebigen  Puncte  ot  des  Strahles  a  und  aus  a  seien  auf 
den  Strahl  d  die  Lothe  a8,  abj  herabgelassen,  dann  sind  einerseits  die 
rechtwinkligan  Dreiecke  SSpb  und  &b&  und  andererseits  die  rechtwinkligen 
Dreiecke  Sabj  und  SB  a  8  ahnlich,  so  dass 


woraus  clurch  Verbindung  folgt: 

(1)  '  25}3.ab  =  Sa.Sb—^ 

iba 

Durch  das  Verhaltniss  aS:25a  wird  der  Winkel  zwischen  den  Strahlen 
a,  d  bestimmt  oder  gemessen,  und  zwar  ist  dieses  Terhaltniss  von  der 
Lage  des  angenommenen  Punctes  a  unabhangig,  d.  h.,  es'bleibt  unver- 
andert,  wo  man  auch  diesen  Punct  in  dem  Strahle  a  annehmen  mag.  Ein 
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solches  winkelmessendes  Verhaltniss  nennt  man  gewohnlich  Sinus,  so  dass, 
wenn  man  den  genannten  Winkel  durch  (ad)  bezeichnet,  das  in  Rede 
stehende  Verhaltniss  durch  sin  (ad)  vorgestellt  wird.  Diese  Bezeichnung 
kann  hier  beibelialten  werden,  ohne  dass  dadurch  die  Art  cler  Betrachtung 
(die  Methode)  aufhort  synthetisch  zu  sein,  weil  durcli  dieselbe  nur  ein 
gewisses,  durch  zwei  Gerade  (a  8,  a  S3)  darstellbares,  den  gedachten  Winkel 
bestimmendes  Verhaltniss  angedeutet  wird.  Die  Gleichung  (1)  yerwandelt 
sich  dadurch  in  folgende: 

(2)  35£.ab  =  33a.3Bb.sin(ad), 

oder 

xqx  ab      _  33a.33b 

(  }  sin(ad)  ""       35^ 

,,Dieser  Ausdruck  (3)  zeigt  die  Beziehung,  die  zwischen 
einem  Winkel  (ad)  des  Strahlbiischels  35  und  dem  ihin  ent- 
sprechenden  Abschnitt  ab  der  Geraclen  A  stattfindet." 

Dieselbe  Beziehung  lasst  sich,  wie  es  der  Gegensatz  erfordert,  anderer- 
seits  auf  entsprechende  Weise  durch 


_ 
sin(ad)          sin(Aa).sin(Ad) 

ausdriicken,  wovon  man  sich  leicht  iiberzeugen  wird*). 

4.  Da  man  auf  gleiche  Wreise  zwischen  jedem  Winkel  des  Strahl- 
biischels 33  und  dem  ihm  entsprechenden  Abschnitte  der  Geraden  A  einen 
ahnlichen  Ausdruck  findet  wie  der  eben  gefundene  (§  3,  3),  so  hat  man 
fur  vier  beliebige  Elementenpaare,  etwa  fur  a,  b,  c,  d  und  a,  t),  c,  b 
nachstehende  sechs  Ausdriicke: 


sin(ad)    ~       SS^)      '  w       sin(bc) 

ac  33a.33c  6b 


c)   ~       S3j>     '  w       sin(bd) 

3Sa.33b  ,  cb 


w       sin(ab)    ""       33p      '  w       sin(cd)  33^3 

Vier  von  diesen  Ausdriicken,  namlich  (1),  (2),  (4),  (5),  lassen  sich, 
wie  leicht  zu  sehen,  so  verbinden,  dass  man  hat: 

ab  fib  ac  fie 


(7) 


sin(ad)  *  sin(bd)  sin(ac)  "  sin(bc)  ' 


*)  Diese  Beziehung  (3,  4)  wird  sich  in  der  Folge  noch  ofter  als  sehr  fruchtbar  be- 
wahren. 

16* 
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Oder 

m  ob_  jU  sin(ad)      sin(ac) 

()  bF:  be  ~  "sk(bd)":  sin(bc)  * 

Dieser  Ausdruck  ist,  wie  man  sieht,  nicht  mehr  von  der  Lage  cler 
Gebilde  23,  A  abhangig,  da  in  ihm  nicht  mehr  die  begrenzten  Theile  25  a, 
35 b?  ...  der  Strahlen  vorkommen,  er  gilt  demnach  sowohl  fur  die  schiefe 
als  perspectivische  Lage  der  Gebilde,  und  folglich  enthalt  er  das  oben 
(§  3)  verlangte  Gesetz.  Namlich  er  zeigt: 

,,Dass    bei   irgend   vier    entsprechenden   Elementenpaaren 

[t         —i 
;       I 

geMldet  aus  vier  Abschnitten  der  Geraden  A,    gleich   ist   dem 

TA          i       T  ..-.^   -      fsin(ad)     sin(ac)]         ,  ,  „  IT 

Doppelverhaltniss    -r~~- :~r-~77~~  h  welches  aui  entsprechende 
^x  Lsm(bd)    sin  (be)  J'  * 

Weise  aus  den  Sinus  derjenigen  Winkel  des  Strahlbiischels  23, 
die  jenen  Abschnitten  entsprechen,  gebildet  ist." 

Die  Art,  wie  die  Doppelverhaltnisse  zusammengesetzt  sind,  ist  leicht 
zu  sehen.  Namlich  das  Doppelverhaltniss  links  ist  aus  den  vier  Abstanden 
zweier  Puncte  (a,  b)  von  den  beiden  iibrigen  (c,  b)  gebildet,  und  zwar  so, 

dass   das  Verhaltniss  (TT-)  der  Abstande  der  zwei  ersteren  Puncte  von 


eineua  der  letzteren  (b)  durch.  das  Verhaltniss     ^     ^irer  Abstande   von 

dem  anderen  (c),   in  gleicher  Ordnung  genommen,    gemessen  wird.    Das 
Doppelverhaltniss  rechts  ist  auf  entsprechende  Weise  zusammengesetzt. 

Es  ist  gleichgiiltig,  welches  cler  beiden  Punctepaare  oder  Strahlenpaare 
man  als  das  erste  annimmt,  denn  die  Glieder  des  obigen  Ausdrucks  (I) 
lassen  sich,  ohne  dass  dadurch  die  Gleichung  gestort  wird,  wie  folgt,  um- 
stellen: 

£^^^  sin(ad) _  sin(bd) 

ac  *  6c  sin(ac)   *  sin(bc)  ' 

wo  nun,  mi  Tergleich  mit  vorhin,  c  und  b  das  erste  und  a  und  b  das 

zweite  Punctepaar  ist,  und  wo  Aehnliches  von  den  beiden  Strahlenpaaren  gilt. 

Die  vier  Puncte,   so  wie  die  vier  Strahlen  aber  lassen  sich  auf  clrei 

wesentlich  verschieclene  Arten  einander  paarweise  entgegenstellen,  namlich: 

a)  die  Puncte  a,  b  den  Puncten  c,  b;    a)  die  Strahlen  a,  b  den  Strahlen  c,  d; 
P)    -       -      a,c    -         -       65b;    p)    -  a,e    -         -       b,d; 

T)    -       -      a,  b    -        -      b,  c;    Y)    -        -       a> d   -         -       b,  c. 
Da  man  fur  jecle   dieser  drei  Zusammenstellungen  auf  gleiche  Weise 
emeu  ahnlichen  Ausdruck  finclet  wie  den  obigen  (I),  so  hat  man  statt  des 
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atzteren  zugleich  folgende  drei  Ausdrucke: 
(8) 


(U) 


(9) 
(10) 


ac 

ab 

sin(ac) 

sin  (ad) 

be 
ab 

*  bb 
ab 

sin  (be) 
sin  (a  b) 

sin(bd) 
sin  (ad) 

cb 
ab 

'  cb 
ac 
*  be 

sin(cb) 
sin(ab) 

sin(cd) 
sin(ac) 

bb 

sin(db) 

sin(dc) 

Je  zwei  Puncte  oder  Strahlen,  die  bei  einer  von  diesen  drei  Zusammen- 
stellungen  als  ein  Paar  zusammengefasst  warden,  sollen  fortan  ,,zugeord- 
nete"  Puncte  oder  Strahlen  heissen. 

In  Hinsicht  der  gegenseitigen  Lage  der  zwei  zugeordneten  Punctepaare 
oder  Strahlenpaare  sind  zwei  merklich  verschiedene  Falle  zu  unterscheiden, 
namlich  : 

a)  entweder  folgen  die  Puncte  oder  Strahlen  jedes  Paares  unnaittelbar 
nach  einander,   wie  z.  B.  in  den  beiden  Zusainmenordnungen  (J3) 
und  (7);  oder 

b)  die  Puncte  oder  Strahlen  der  beiden  Paare   folgen  abwechselnd 
aufeinander,  wie  z.  B.  in  der  Zusammenordmmg  (a). 

Diese  Falle  sind  immer  fur  die  vier  Puncte  und  fur  die  ihnen  ent- 
sprechenden  vier  Strahlen  ubereinstimmend,  d.  h.,  befinden  sich  erstere 
im  Falle  (a),  so  sind  es  auch  letztere,  und  befinden  sich  erstere  ini  Falle  (b), 
so  sind  es  auch  die  letzteren;  und  auch  umgekehrt. 

5.  Aus  dem  allgemeinen  Gesetze  (§  4)  uber  vier  beliebige  Eleinenten- 
paare  der  projectivischen  Gebilde  A,  35  lassen  sich  unmittelbar  nachstehende 
Folgerungen  ziehen: 

Halt  man  bei  der  perspectivischen  Lage  der  Gebilde  (Fig.  1)  die  vier 
Puncte  a,  b,  b,  c  in  der  Geraden  A  fest,  wahrend  man  den  Mittelpunct  SB 
des  Strahlbtischels  23  sich  beliebig  in  der  Ebene  herum  bewegen  lasst, 
sowohl  auf  der  einen  als  auf  der  anderen  Seite  der  Geraden  A,  so  andern 
sich  zwar  die  Winkel,  welche  die  vier  Strahlen  a,  d,  b:  c  mit  einancler 
einschliessen,  in  jedem  Augenblicke,  aber  die  aus  den  Sinus  dieser  Winkel 
zusammengesetzten  Doppelverhaltnisse  in  den  obigen  Ausdriicken  (§  4,  II) 
behalten  unveranderliche  Werthe,  namlich  diese  Werthe  sind  stets  den 
Werthen  der  entsprechenden  Doppelverhaltnisse  (links)  gleich,  welche  aus 
clen  Abstanden  der  vier  festen  Puncte  a7  b,  b,  c  von  einancler  zusammen- 
gesetzt  sind.  —  Werclen  umgekehrt  die  vier  Strahlen  a,  d,  b,  c  des  Strahl- 
biischels  S3  in  bestimmter  Lage  festgehalten,  wahrend  die  Gerade  A  ihre 
Lage  auf  alle  mogliche  Weise  andert,  so  andern  sich  zwar  mit  der  Lage 
der  Geraden  auch  zugleich  ihre  Abschnitte  zwischen  den  jedesmaligen  vier 
Durchschnittspuncten  a,  b,  b,  c,  aber  die  aus  diesen  Abschnitten  zusammen- 
gesetzten Doppelverhaltnisse  (§  4,  II)  behalten  stets  dieselben  Werthe,  weil 
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sie  namlich  stets  den  Werthen  der  entsprechenden  Doppelverhaltnisse  rechts 
gleich  sincl.    Es  folgt  daraus  der  nachstehende  Doppelsatz: 

,5Bei   alien  Strahlbiischeln,  ,,Bei  alien  Geraden,  welche 

von  welchen  vier  Strahlen  durch.  die  namlichen  vier  bestimmten 

die  namlichen  vier  bestimmten  Strahlen  (a,  d,  b,  c)  eines  Strahl- 

Puncte  (a,  b,  b,  c)  einer  Geraden  biischels  S3   schneiden,   haben 

A  gehen,  liabendie  dreiDoppel-  die    drei  Doppelverhaltnisse, 

verhaltnisse,   die  sich  aus  den  die    sich    aus    den    Abstanden 

Sinus  der  von  den  jedesmaligen  der  jedesmaligen  vier  Durch- 

vier  Strahlen  eingeschlossenen  schnittspuncte    (a,  b,  b,  c)    von 

Winkel    zusammensetzen    las-  einander  zusammensetzen  las- 

sen,  einerlei  Werthe;"   namlich  sen,   einerlei  Werthe;"  -namlich 

diese    Werthe    sind   jedesmal   den  diese    Werthe    sind  jedesmal    den 

Werthen    der    drei   Doppelverhalt-  Werthen  der  drei  Doppelverhaltnisse 

nisse  gleich,    welche  aus  den  Ab-  gleich,  welche  aus  den  Sinus  der  von 

standen  der  vier  festen  Puncte  von  den  vier  festen  Strahlen  eingeschlosse- 

einander  zusamraengesetzt  sind.  nen  Winkel  zusammengesetzt  sind. 

Den  Satz  rechts  hat  ein  franzosischer  Mathematiker,  Brianchon.,  zuerst 
bekannt  gemacht,  in  einer  schatzbaren  Abhandlung  iiber  die  Linien  der 
zweiten  Ordnung  (Memoire  sur  les  lignes  du  second  ordre,  p.  7,  Paris  1817). 
6.  Ferner  folgt  aus  dem  obigen  Gesetz  (§  4)  unmittelbar: 
a)  ,,Dass  das  ganze  System  der  einander  entsprechenden 
Elementenpaare  zweier  projectivischen  Gebilde  A,  25  bestimmt 
3ei,  sobald  irgend  drei  Paare  gegeben  sind,  d.  h.,  wenn  irgend 
Irei  Elementenpaare  gegeben  sind,  so  kann  mittelst  derselben 
zu  jedem  gegebenen  vierten  Element  des  einen  Gebildes  das 
entsprechende  Element  des  anderen  Gebildes  gefunden  werden, 
und  die  Gebilde  lassen  sich  dadurch,  wenn  sie  sich  in  schiefer 
Lage  befinden,  in  die  ursprxingliche  oder  perspectivische  Lage 
zurtickbringen." 

Diese  Behauptung  mag,  wie  folgt,  noch  naher  erortert  werden. 
I.  Es  seien  z.  B.  die  drei  Elementenpaare  a,  6,  c  und  a,  b,  c  (Fig.  2) 
gegeben,  so  kann  daraus  zu  jedem  beliebig  gegebenen  vierten  Strahl  d 
des  Strahlbiischels  35  der  entsprechende  Punct  b  in  der  Geraden  A,  oder 
urngekehrt,  zu  diesem,  wenn  er  gegeben  ist,  kann  jener  gefunden  werden. 
Denn  vermoge  eines  jeden  der  drei  Ausdriicke  (§  4,  II),  z,  B.  vermoge  des 
Ausdruckes 

_    sin(ac) 

~~ 


_.       _  _ 
be  '  bb    ~~    sin(bc)  :  sin(b  dj~ 

ist  im   ersten  Falle  der  Werth  des  Verhaltnisses  -^-,  und  im  anderen 

bb 
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Falle  der  Werth  des  Verbal tnisses  — .   }.  ^  -  durch  die  iedesmaliffen  ubri- 

sm(bd)  J  & 

gen  drei  Verhaltnisse  gegeben. 

Nun  kann,  wenn  das  Verhaltniss  ab:bb  gegeben  1st  und  die  Puncte 
a,  b  fest  sind,  der  gesuchte  Punct  b  offenbar  nur  an  zwei  Stellen  dieser 
Bedingung  geniigen,  und  zwar  sind  diese  in  Bezug  auf  die  zwei  festen 
Puncte  a,  b  dadurch  unterschieden,  dass  der  Punct  b  das  erne  Mai 
zwischen  denselben  und  das  andere  Mai  jenseits  derselben  liegt.  Von 
diesen  zwei  Lagen  kann  aber  dem  Puncte  b  jedesmal  nur  eine  zukoinmen, 
und  zwar  wird  durch  die  gegenseitige  Lage  der  vier  gegebenen  Stralilen 
entschieden,  welclie  von  beiden  es  sei,  denn  je  nachdem  die  einander  zu- 
geordneten  Stra,hlenpaare  a  und  b,  c  und  d  nacheinander  oder  abwech- 
selnd  sich  folgen,  findet  aucli  bei  den  Punctepaaren  a  und  b,  c  und  b 
Folge  oder  Abwechslung  statt(§4)?  wodurch  dann  jedesmal  entschiedeu 
werden  kann,  welclie  der  zwei  genannten  Lagen  dem  Puncte  b  zukomme. 

Ebenso  kann,  wenn  der  Punct  b  gegeben  und  dagegen  der  Strahl  cl 
gesucht  wird,  der  letztere  dem  gegebenen  Verhaltnisse  sin(ad):sin(bd) 
nur  in  zwei  verschiedenen  Lagen  geniigen,  und  durch  die  gegenseitige  Lage 
der  vier  gegebenen  Puncte  a,  b,  c,  b  wird  entschieden,  in  welcher  von  beiden 
Lagen  allein  er  clem  gegebenen  Puncte  b  entsprechen  kann. 

Spaterhin  werden  sich  sehr  bequerne  Mittel  darbieten  (§  24,  IV),  um 
das  jedesmalige  gesuchte  Element  schnell  und  sicher  zu  fmden*). 

II.  Ferner  wird  die  obige  Behauptung  (a)  durch  folgende  Betrachtung 
erwiesen,  die  zugleich  Anleitung  giebt,  die  G-ebilde  A,  23  aus  der  schiefen 
(Fig.  2)  in  die  perspectivische  Lage  (Fig.  1)  zuruckzubringen. 

Sind  namlich  a,  b,  c  (Fig.  5)  die  drei  gegebenen  Puncte  in  der  Geraden 
A,  und  betrachtet  man  von  den  drei  gegebenen  Strahlen  a,  b,  c  vorerst 
nur  zwei,  etwa  a,  b,  so  ist,  wenn  diese  durch  die  festen  Puncte  a,  b 
gehen  und  einen  bestimmten  Winkel  (ab)  einschliessen  sollen,  der  Ort  des 
Scheitels  25  dieses  Winkels  auf  zwei  bestimmte  gleiche  Kreislinien  aS5b, 
a^b  "beschrankt,  die  beide  durch  die  zwei  festen  Puncte  a,  b  gehen. 
Eben  so  ist,  wenn  man  die  zwei  Strahlen  a,  c  allein  unter  der  Bedingung 
betrachtet,  dass  sie  durch  die  festen  Puncte  a,  c  gehen  und  einen  gegebenen 
Winkel  (a c). einschliessen  sollen,  der  Ort  des  Scheitels  SB  dieses  Winkels 


*)  Sollte  uber  die  zwiefache  Lage  des  jedesmaligen  gesuchten  Elementes  bloss  aus 

Q  b      sin  (a  d) 

den  in  Zahlen  gegebenen  Werthen  der  Verhiiltnisse  -r—  ,     .   ),    '    entschieden  werden, 

o  o      sin^D  (i) 


ohne  Ansicht  der  Figur,  so  miisste  man  bei  der  Zusammensetzung  der  Verhaltnisse  in 
dem  obigen  Ausdrucke  die  Yerschiedenheit  der  Lage  der  Elemente  gegen  einander  durcb 
die  Zeichen  +  und  —  bemerklich  machenj  so  wiirde  alsdann  das  Vorzeichen  der  Verhalt- 

JL_    s^)a  I  ^ber  das  Zweifelhafte  der  Lage  des  gesuchten  Elementes  entscheiden. 
bb  '   sm(bd)  ° 
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auf  zwei  bestimmte  gleiche  Kreislinien  aSSc,  aSSjC  beschrankt,  die  durch 
die  Puncte  a,  c  gehen.  Daher  lassen  sich  die  Scheitel  der  beiden  gege- 
benen  Winkel  (ab),  (ac),  wejm  ilire  Sclienkel  a,  b,  c  durch  die  festen 
Piincte  a,  fi,  c  gehen  sollen,  nur  in  denjenigen  beiden  Puncten  23,  2^  ver- 
einigen,  in  welchen  sich  die  auf  einerlei  Seite  der  Geraden  A  liegenden 
Ortskreise  einander  (ausser  in  a)  zum  zweiten  Male  schneiden. 

Dadurch  ist  offenbar  die  Richtigkeit  der  obigen  Behauptung  (a)  dar- 
gethan.  Denn  befanden  sich  die  beiden  Gebilde  S3,  A  in  beliebiger  schiefer 
Lage,  wie  etwa  in  (Fig.  2),  so  folgt  aus  dieser  Betrachtung,  dass  sie,  sobald 
drei  entsprechende  Elementepaare  a,  b,  c  und  a,  b,  c  gegeben  sind,  nicht 
auf  wesentlich  verschiedene  Alien  in  perspectivische  Lage  gebracht  werden 
konnen,  d.  h.  in  solche  Lage  gebracht  werden  konuen,  wo  die  drei  gege- 
benen  Strahlen  durch  die  ihnen  entsprechenden  drei  Puncte  gehen.  Nam- 
lich  wird  z.  B.  die  Lage  der  Geraden  A  als  fest  angenommen ,  etwa  in 
(Fig.  5),  so  kann  wohl  der  Strahlbiischel  auf  beiden  Seiten  derselben  ent- 
weder  in  die  Lage  von  23  oder  in  die  Lage  von  2^  gebracht  werden,  aber 
offenbar  wird  in  beiden  Fallen  jeder  beliebige  vierte  Strahl  d  des  Strahl- 
biischels  mit  clem  namlichen  Puncte  b  der  Geraden  A  zusammentreffen. 
Oder  wird  der  Strahlbiischel  S3  in  irgend  eiaer  Lage  als  fest  angenommen, 
etwa  in  (Fig.  6),  so  kann  wohl  die  Gerade  entweder  in  die  Lage  von  A 
oder  in  die  Lage  von  Aj  gebracht  werden,  imd  zwar  so,  dass  A  und  A1 
parallel  sind,  und  wo  der  Mittelpunct  S3  des  Strahlbiischels  in  der  Mitte 
zwischen  ihnen  liegt,  aber  offenbar  wird  in  beiden  Fallen  jeder  beliebige 
vierte  Punct  b  der  Geraden  mit  dern  namlichen  Strahl  d  des  Strahl- 
biischels 33  zusammentreffen. 

Aus  der  vorstehenden  Betrachtung,  so  wie  aaich  aus  der  obigen  (I), 
folgt  ferner  zugleich: 

p)  ,3Dass  man  bei  zwei  beliebig  liegenden  Gebilden  33,  A 
ganz  nach  Willkur  drei  Paar  Elemente  a  und  a,  b  und  B,  c  und  c 
auswahlen  und  soclann  festsetzen  konne,  die  Gebilde  sollen  pro- 
jectivisch  und  diese  Elementenpaare  sollen  entsprechende  Ele- 
mentenpaare  sein." 

Endlich  folgt  noch  durch  Umkehrung  der  nachstehencle  Satz: 

-y)  ,,Sind  die  Elemente  a,  b,  c,  d,  .  .  .  und  a,  6,  c,  b,  . . .  zweier 
Gebilde  S3  und  A  der  Reihe  nach  solchergestalt  gepaart,  dass 
je  vier  Elementenpaare  clem  obigen  Gesetze  (§4,11)  geniigen, 
wobei  nothwencliger  Weise  die  jedesinaligen  vier  Elemente  cles 
einen  Gebildes  mit  denen  des  anderen  Gebildes  ubereinstimmende 
gegenseitige  Lage  haben  miissen,  so  sind  die  Gebilde  in  Bezie- 
hung  auf  alle  jene  Elementenpaare  projectivisch." 

7.  In  Ansehung  der  obigen  Ausdriicke  (§  4,  II),  die  das  Gesetz  dar- 
stellen,  welchem  bei  zwei  projectivischen  Gebilden  A,  23  im  Allgemcinen 
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je  vier  entsprechende  Elementenpaare  a,  b,  c,  b  ;und  a,  b,  c,  d  unterworfen 
sind,  konnen  verschiedene  besondere  Falle  eintreten,  die  namlich  von  eigen- 
thumlicher  Lage  der  jedesmaligen  vier  Elernente  herriihren,  von  denen 
einige  interessant  genug  sind,  um  Mer  naher  erortert  zu  werden. 

Es  konnen  namlich  erst  ens  solche  Falle  eintreten,  wo  die  in  den 
genannten  Ausdriicken  enthaltenen  Doppelverhaltnisse  vereinfacht  werden, 
und  zwar  dadurch,  dass  in  einem  solchen  Doppelverhaltniss  zwei  Glieder 
gleich  werden  und  gegen  einander  gehoben  werden  konnen,  oder  dass  das 
Doppelverhaltniss  (wenn  es  sich  auf  die  vier  Strahlen  a,  b,  c,  d  bezieht), 
auf  sonstige  Art  auf  ein  einfaches  Verhaltniss  gebracht  wird.  Dahin  ge- 
horen  z.  B.  folgende  Falle: 

Wenn  von  den  vier  Puncten  in  Wenn  von  den  vier  Strahlen  des 

der  Geradcn  A  entweder   a)  einer  Strahlbuschels  25  entweder  a)  einer 

in   der  Mitte    zwischen    zwei    an-  mit  zwei   anderen  gleiche  Winkel 

deren  liegt,  oder  b)  wenn  einer  der  einschliesst,  oder  (3)  wenn  zwei  Strah- 

unendlich  entfernte  Punct  der  Gera-  len  zu  einander  rechtwinklig  sind. 
den  ist. 

I.  Denn  wenn  a)  etwa  der  Punct  b  (Fig.  1)  in  der  Mitte  zwischen 
a  und  b  liegt,  so  ist  das  Verhaltniss  -?-r-  =  1,  und  daher  vereinfacht 

sich  in  diesem  Falle  in  dein  obigen  Ausdrucke  (§  4,  II,  8)  das  Doppelver- 
haltniss  links  wie  folgt: 


(1) 
^  y 


. 
sm(bc)    sm(bd) 

Wenn  ferner  b)  unter  den  vier  Puncten  sich  der  unendlich  entfernte 
Punct  q  (§  2)  der  Geraden  A  befindet,  wenn  etwa  die  vier  Puncte  a,  B,  c,  q 
gegeben  sind,  dann  sind  oifenbar  die  Abstancle  des  letzteren  von  den 
drei  iibrigen,  namlich  aq,  fyq,  cq,  als  einander  gleich  zu  achten,  da  sie 
samrntlich  unendlich  gross,  und  nur  durch  die  Abschnitte  dfi,  ac,  be  von 
einander  unterschieden  sind,  so  dass  also  jedes  der  drei  Verhaltuisse 

1    -Ml    ll  schlechthin  =  1  ist,   und  dass  folglich  in  diesem  Falle 

' 


bq  '    cq  '    cq 

die  genannten  Doppelverhaltnisse  (§  4,  II),  wenn  man  darin  q  an  die  Stelle 
von  b  setzt,  sich,  wie,  folgt  vereinfachen: 

sin(ac)     sin(aq) 

sin(bc)  *  sin(bq)  ' 
,      ,  _  sin(ab)  f  sin(aq) 


(2) 


— ; — > ; x  •  .      ;     7       ^~, 

sm(cb)     sin(cq) 
*m       sin(ab)  f  sin(ac) 

Cl  v  '•  ClC    '.     7    7T~  »  — .     ,    ~ r~* 

sin(qb)    sm(qc) 
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Durch  jeden  dieser  letzteren  drei  Ausdriicke  wird,  wie  man  sieht, 
der  ParallelstraH  q  bestimmt,  sobald  irgend  drei  entsprechende  Elementen- 
paare  a,  6%  c  und  a,  b,  c  gegeben  sind. 

Wenn  andererseits  a)  etwa  der  Strahl  d  in  der  Mitte  zwischen  a  und 

b  liefft,  so  ist  das  Verhaltniss  S?;f\v====  1,  und  daher  hat  man  fur  den 
&  '  sin(bd) 

Fall,  wo  c  und  d  zugeordnete  Strahlen  sind  (§  4,  8), 
(3)  -|i:^.  =  ain(ao):8in(bo5. 

Wenn  ferner  (j3)  zwei  Strahlen,  etwa  a  und  b,  zu  einander  senkrecht 
sind,  so  ist 

sin(bc)  =  cos(ac),    und    sin(bd)  =  cos(ad), 
oder 

sin(ac)  =  cos(b  c),    und     sin  (ad)  =  cos(b  d), 

und  daher  hat  man,  wenn  a  und  b  als  zugeordnet  angenoniinen  werden  (§4, 8): 

ac      ab    =  tg(ac):tg(ad), 


Be  '  bb 
(4)  (  oder 


II.  Die  vorstehenden  Falle  geben,  wie  man  bemerken  wird,  ein  be- 
quemes  Mittel  an  die  Hand,  urn  den  Werth  eines  gegebenen  Doppelver- 
haltnisses,  sei  dasselbe  von  vier  Puncten  a.  b,  c,  b,  oder  von  vier  Strahlen 
a,  b,  c,  d  abliangig,  durch  ein  einfaches  Verhaltniss  darzustellen;  oder 
auch  umgekehrt,  um  beliebige  Systeme  von  vier  Puncten  oder  von  vier 
Strahlen  zu  finden,  denen  ein  Doppelverhaltniss  zukommt,  dessert  Werth 
dui^ch  ein  einfaches  Yerhaltniss  gegeben  1st- 

'  Denn  soil  z.  B.  der  Werth  eines  von  den  vier  Puncten  a,  6,  c,  i,  oder 
von  den  vier  Strahlen  a,  b,  c,  d  (Fig.  8)  abhangigen  Doppelverhaltnisses 
durch  ein  einfaches  Verhaltniss  dargestellt  werden,  so  kann  dies,  zufolge 
cles  Doppelsatzes  in  (§  5),  wie  folgt,  geschehen.  Da  namlich  einerseits 
die.  genannten  vier  Strahlen  alle  G-eraden  unter  eincrlei  Doppelverhaltniss 
schneiden,  so  ist  also  nur  nothig  eine  Grerade  Aa  so  zu  ziehen,  dass  sie 
entweder 

a)  die  vier  Strahlen  so  schneidet,   dass  von  den  vier  Durchschnitts- 
puncten  irgend  einer  in  der  Mitte  zwischen  zwei  anderen  liegt  (I,  a);  dieser 
Bedingung  kann  die  Gerade  A1  offenbar  in  12  verschiedenen  Richtungen 
genugen?  weil  namlich  der  Durchschnitt  jedes  Strahls  in  der  Mitte  zwischen 
je  zwei  der  drei  iibrigen  Durchschnitte  liegen  kann,    mithin  giebt  es  12 
Systeme  von  parallelen  Geraden,  welche  alle  jene  Bedingung  erfiillen;  oder 

b)  mit  irgend  einem  der  vier  Strahlen  parallel  ist  (I,  b);    dieser  Be- 
dingung kann  also  die  Gerade  Aa  in  vier  verschiedenen  Richtungen  ge- 
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niigen,    oder  es  giebt  vier  Systerae  von  parallelen  Geraden,  welche  alle 

diese  Bedingung  erfiillen;  z.  B.  es  sei  die  Gerade  A1  etwa  mit  dem  StraHe 
c  parallel,  so  werden  also  die  Verhaltnisse 


nach  der  Reihe  mit  den  Doppelverhaltnissen  in  den  obigen  Ausdriicken 
(§  4,  II)  gleiche  Werthe  haben. 

Dnd  da  andererseits  jeden  vier  Strahlen  eines  Strahlbiischels,  welche 
durch  die  vier  festen  Puncte  a,  b,  c,  b  gehen,  Doppelverhaltnisse  von  einer- 
lei  Werthe  zugehoren,  so  ist,  tun  der  obigen  Forderung  zu  geniigen,  nur 
noting,  den  Mittelpunct  eines  Strahlbuschels  2$1  so  anzunehmen,  dass  ent- 
weder 

a)  von  den  vier  Strahlen  an  b15  c1?  d1?  welche  durch  jene  festen  Puncte 
gehen,  irgend  einer  in  der  Mitte  zwischen  zwei  anderen  liegt  (I,  a);  unter 
dieser  Bedingung  ist  der  Ort  des  Mittelpuncts  SSj  im  Ganzen  auf  12  be- 
stimmte  Kreise  beschrankt,  deren  Mittelpuncte  sammtlich  in  der  festen 
Geraden  A  liegen,  was  nachhcr  (§  8,  III)  bewiesen  wir,d;  oder 

(3)  dass  von  den  vier  Strahlen  a19  b19  c1?  d}  irgend  zwei  zu  einander 
senkrecht  sincl  (I,  p);  vermoge  dieser  Bedingung  ist  cler  Ort  des  Mittel- 
puncts SSj  offenbar  auf  diejenigen  6  Kreise  beschrankt,  welche  die  Abstande 
cler  vier  festen  Puncte  a,  fc,  c,  b  von  einander,  also  die  Strecken  ab,  ac, 
ab,  be,  16  b  und  cb,  zu  Durchniessern  haben. 

Harmonische  Elemente. 

8.  Es  kann  zweitens  der  besondere  Fall  eintreten,  wo  in  den  vor- 
hin  erwahnten  Ausdrucken  (§  7)  der  Werth  eines  Doppelverhaltnisses 
=  1  wird. 

I.  «^Von  den  drei  Ausdriicken  (§  4,  II)  gestattet  jedesmal  nur  einer 
die  Annahme,  class  der  Werth  der  clarin  enthaltenen  Doppelverhaltnisse 
=  1  werden  konne,  z.  B.  wenn  sie  sich  auf  (Fig.  1)  beziehen,  so  gestattet 
nur  der  Ausdruck  (§  4,  8),  in  welchem  die  abwechselnden  Puncte,  so  wie 
die  abwechselnden  Strahlen  einander  zugeordnet  sincl  (§  4,  b),  dicse  An- 
nahme ;  class  die  beiden  iibrigen  Ausclrucke  diese  Annahme  nicht  erlauben, 
fallt  beim  blossen  Anblick  der  Figur  in  die  Augen.  Wird  in  der  That 
bei  jenem  ersteren  Ausdrucke  eines  der  beiden  Doppelverhaltnisse  =  1 
angenommen,  so  ist  nothwendiger  Weise  auch  das  andere  =1,  so  dass 
man  hat  ;  • 

,  ai^    ab^  _  sin(ac)    sin(ad)  _ 

W  be  :  W~~  sin(bc)  :sin(bd)  ~"   ' 

und  daher  zugleich 

ft>\       ac  —  a^  /o\        sin(ac)    _   sin(ad) 

()      T^~TF'  (;        sin(bc)    ~~   sin(bd)   '    * 
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oder 
/ON       ca  _  ci)  /^        sin(ca)    _   sin(cb) 


_ 
To~~"TF7  sin(da)    ~   sin(db)  ' 

woraus  man  sieht,   wie  die  gegenseitige  Lage  der  beiderseitigen  vier  Ele- 

mente  in  diesem  Falle  beschaffen  ist,  namlich: 

,,In  diesem  Falle  liegen  die  vier  ,,In  diesem  Falle  liegen  die  vier 

Puncte  a,  b,  6,  c  so,  dass  die  Ab-  Strahlen  a,  d,  b,  c  so,  dass  die  Si- 

stande  zweier  zugeordneten  (a,  b,  nus   der  Winkel,    welche   zwei  zu- 

oder  b  ,   c)  von   den  zwei  anderen  geordnete  (a,  b,  oder  d,  c)  mit  den 

gleiches    Verhaltniss    zu    einander  zwei  anderen  einschliessen,  gleiclies 

haben    (proportional   sind),    d.   L,  Verhaltniss  zu  einander  haben,  d.  h., 

dass  das  Verlialtniss  der  Abstande  dass  das  Verhaltniss  der  Sinus  der 

eines   Punctes    von   zwei   zugeord-  Winkel,  welche  ein  Strahl  mit  zwei 

neten  Puncten   gleich   ist   dem  in  zugeordneten  Stralilen   einschliesst, 

ahnlicher    Beziehung    genommenen  gleich  ist  dem  in  ahnlicher  Bezie- 

Verhaltniss  der  Abstande  des  ihm  hung  genommenen  Verhaltniss  der 

zugeordneten  (vierten)  Punctes  von  Sinus  der  Winkel,  welche  der  vierte 

jenen  zwei  Puncten."  Strahl  mit  jenenzweien  einschliesst.  " 

Unter  diesen  Bedingungen  heissen  die  vier  Puncte  a,  b,  B,  c  »vier 
harmonische  Puncte",  und  die  vier  Strahlen  a,  d,  b,  c  ,,vier  har- 
inonische  Strahlen".  *)  Ferner  sollen  in  diesem  Falle  je  zwei  zuge- 
ordnete  Puncte  (a  und  b,  c  und  b)  oder  Strahlen  (a  und  b,  c  und  d)  fort- 
an  wzugeordnete  harmonische  Puncte  oder  Strahlen"  genannt  werden. 

Dass  die  neben  einander  stehenden  Gleichungen  (2)  zugleich  statt 
finden,  kann  hiernach  mit  Worten,  wie  folgt,  ausgesprochen  werden: 

a)  3,Wenn  beizwei  projectivischen  Gebilden  A,  S3  irgend  vier 
Elemente  des  einen  Gebildes  harmonisch  sind,  so  sind  auch  die 
ihnen  entsprechenden  vier  Elemente  des  anderen  Gebildes  har- 
monisch." 

Dieser  Satz  lasst  nicht  nur  eine  einfache  Umkehrung  zu,  sondern  es 
findet  in  dieser  Hinsicht  Folgendes  statt: 

Da  namlich  die  Lage  von  vier  harmonischen  Elementen  so  beschaffen 
ist,  dass  durch  je  drei  derselben,  wofern  angegeben  ist,  welche  zwei  davon 
einander  zugeordnet  sein  sollen,  offenbar  das  vierte  unzweideutig  bestinimt 
ist,  z.  B.  wenn  a,  b,  c  oder  a,  b,  c  gegeben,  und  zwar  a  und  b,  oder  a 
und  b  einander  zugeordnet  sind,  so  ist  b  oder  d  genau  bestimmt  (§  6,  I); 
und  da  ferner  die  projectivische  Beziehung  zweier  Gebilde  A,  S3  durch 
irgend  drei  entsprechende  Elementenpaare,  die  nach  Willkiir  angenommen 

*)  Lahire  nennt  *  in  seinem  Traite  des  sections  coniques  vier  solche  Sti'ahlen  ^har- 
monitialesP,  und  Brianchon  nennt  sie  in  seiner  oben  erwahnten  Schrift  ^faisceau  har- 
jnonique". 
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werden  diirfen,  bestimmt  1st  (§6,  p),  so  werden  also  die  Gebilde  A,  23 
in  Ansehung  der  beiderseitigen  harmonischen  Elemente  a,  b,  b,  c  "and  a, 
d,  b,  c  nicht  nur  auf  eine  Art,  wenn  etwa  die  gleichnamigen  Elemente 
einander  entsprechen,  projectiviscli  sein  konnen,  sondern  vielmehr  in  alien 
Fallen,  -wo  irgend  zwei  zugeordnete  harmonische  Elemente  des  einen  Ge- 
bildes  irgend  zwei  zugeordneten  harmonischen  Elementen  des  anderen  Ge- 
bildes  entsprechend  angenomrnen  werden,  also  in  8  Fallen,  well  namlich 
unter  dieser  Bedingung  die  vier  Strahlen  den  vier  Puncten  a,  b,  b,  c  in 
folgenden  8  verschiedenen  Rangordnungen  entsprechen  konnen: 

adbc        bdac        dacb        cadb 

acbd        bead        dbca        cbda. 
Demnach  hat  man  den  nachstehenden  Satz: 

P)  ,,Sind  in  jedem  von  zwei  Gebilden  A,  35  irgend  vier  liar- 
monische  Elemente  gegeben,  und  man  lasst  diese  •  Elemente, 
nach  irgend  einer  Ordnung  genommen,  einander  paarweise  ent- 
spreclien,  jedoch  so,  dass  irgend  zwei  zugeordneten  harmo- 
nischen Elementen  des  einen  Gebildes  auch  zwei  zugeordnete 
harmonische  Elemente  des  anderen  Gebildes  entsprechen,  wel- 
ches auf  acht  verschiedene  Artcn  stattfinden  kann,  so  sind  die 
Gebilde  in  Ansehung  der  jedfesmaligen  vier  Elementenpaare 
projecti  visch." 

II.  Statt  der  obigen  allgerneinen  Satze  in  (§  5)  hat  man  im  gegen- 
wartigen  Falle,  wo  die  jedesmaligen  vier  Elemente  harmonisch  sind,  fol- 
gencle  Satze  (I,  a): 

?,Jede  vier  Strahlen,  die  von  ,,Jede  vier  Puncte,   in  wel- 

irgend  einem  Mittelpunct  aus  chen  irgend  eineGeradevonvier 

durch  vier  feste   harmonische  festen  harmonischen   Strahlen 

Puncte  a,   b,  b,  c  gehen,    sind  a,  d,  b,  c  geschnitten  wird,  sind 

harmonisch."     Oder:  harmonisch."     Oder: 

5,Vier    harmonische   Puncte  ,,Vier  harmonische  Strahlen 

bestimmen  mit  jedem  anderen  schneiden  jede  Gerade  in  vier 

Puncte  vier  harmonische  Strah-  harmonischen  Puncten"*). 
len«*). 

III.  In  Betracht  der  gegenseitigen  Lage,    welche  vier  harmonische 
Elemente  unter  sich  haben  konnen,  finden  folgende  Umstande  statt: 

Wenn  vier  harmonische  Puncte  a,  b,  b,  c,  von  denen  a  und  b,  c  und 
b  einander  zugeordnet  sind,  nach  der  Ordnung,  wie  (Fig.  3)  sie  vorstellt, 
auf  einander  folgen,  muss  nothwendig  b  naher  bei  b  als  bei  a  liegen  (I,  2), 


*)  Das  Wesentliche  der  obigen.  Satze  hat  Carnal  in  seinem  Essai  sur  la  thtforie 
des  transversales  zuerst  gegeben.  Einen  Theil  davon  iiaben  schon  die  Griechen .  gekannt 
(Pappus,  Collect.  Mathem.  libr.  YIL  Propos.  CXLV). 
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well  dies  offenbar  fur  c  der  Fall  ist;  und  umgekehrt,  wenn  b  naher  bei  6 
als  bei  a  ist,  so  muss  c  nothwendig  allemal  jenseits  b  liegen;  oder  ware 
b  naher  bei  a  als  bei  ft,  so  miisste  nothwendiger  Weise  c  diesseits  a  liegen. 
Ebcnso  ist  fur  die  gegenwartige  Aufeinanderfolge  der  Puncte  erforderlich, 
dass  16  naher  bei  b  als  bei  c  licgt.  Da  das  Verhaltniss 

qc    _    db-Hbc 
17  ~         be 


V  V 

so  sieht  man,  dass,  wenn  man  die  zugeordneten  harmonischen  Puncte  a, 
b  festhalt,  wihrend  man  in  Gedanken  c  von  b  fortriicken  lasst,  der  Werth 
dieses  Verhaltnisses  alsdann  imrner  mehr  der  1  sich  nahert,  je  weiter  c 
sich  von  b  entfernt,  und  dass  daher  b  sich  gleichzeitig  immermehr  der 

Mitte  m  des  festen  Abstandes  ab  nahert,  weil  das  Verhaltniss  -^-  stets 

jenem  Verhaltniss  gleich  sein  muss.  Lasst  man  endlich  den  unendlich  ent- 
fernten  Punct  q  der  Geraden  A  an  die  Stelle  von  c  treten,  so  wird  das 

genannte  Verhaltniss  l-f--~— ,  da  bq  unendlich  gross  ist,  schlechthin  =1, 

und  dann  muss  nothwendiger  Weise  b  sich  in  der  genannten  Mitte  m 
befmden.  Denkt  man  sich  ferner  die  Puncte  a,  b  fest  und  lasst  jetzt  c 
mehr  und  mehr  dem  Puncte  b  sich  nahern,  so  nahert  sich  offenbar  auch  b 
dein  Puncte  b,  und  wenn  endlich  c  sich  mit  b  vereinigt,  so  vereinigt  sich 
zuo-leich  b  mit  ihnen  beiden.  Gleicherweise  konnen  sich  c  mid  b  immer 
mehr  dem  anderen  festen  Puncte  a  nahern,  bis  sie  sich  endlich  gleichzeitig 
mit  ihm  vereinigen. 

Andererseits  folgt,  dass,  wenn  der  Strahl  d  mit  den  zugeordneten  harmo- 
nischen Strahlen  a,  b  gleiche  Winkel  einschliesst,  so  dass  das  Verhaltniss 

M  sin(ad)     . 

sin(bd)  ' 

dann  auch 

sin(ac) 


^:._  •* 


sin  (be) 

ist,  (I,  #),  und  daher  auch  c  mit  a  und  b  gleiche  Winkel  einschliessen 
muss,  und  dass  dann  folglich  d  und  c  in  diesem  Falle  zu  einander  recht- 
winklig  sind  (weil  sie  die  Winkel  zwischen  a  und  b  halften).  Ferner  folgt 
hier  ahnlioherweise  wie  vorhin  bei  den  vier  harmonischen  Puncten,  dass, 
wenn  a  und  b  fest  sind,  wahrend  c  sich  dem  Strahl  b  nahert,  bis  er  endlich 
mit  ihm  zusammenfallt,  dann  gleichzeitig  auch  d  sich  mit  ihnen  beiden 
vereinigt ,  und  dass  ebenso  c  und  d  sich  gleichzeitig  mit  dem  anderen 
festen  Strahle  a  vereinigen  konnen. 

Lus  dieser  Betrachtung  fliessen  iolgende  Satze: 


Harmonische  Eleinente. 
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a)  ,?Zu  irgend  zwei  festen 
Puncten  a,  b  einer  Geraden  A 
giebt  es  unzahlige  Paare  zuge- 
ordneter  harmonischer  Puncte 
b,  c,  und  namentlich  bilden  der 
in  der  Mitte  zwischen  a  und  b 
liegende  Punct  m  und  der  un- 
endlich  entfernte  Punct  q  der 
Geraden  A  ein  solches  Paar; 
und  ferner  1st  in  jedem  der  bei- 
den, Puncte  a,  b  selbst  ein  sol- 
c'hes  Paar  vereinigt." 

p)  ,,Zu  irgend  einem  festen 
Punct  m  einer  Geraden  A  und 
zu  dem  unendlich  entfernten 
Puncte  q  derselben  giebt  es 
unzahlige  zugeordnete  harmo- 
nische  Punctepaare,  wie  etwa 
a,  b,  und  zwar  sind  je  zwei 
solche  Puncte  gleich  weit  von 
jenem  festen  Puncte  m  ent- 
fernt,  und  umgekehrt,  je  zwei 
Puncte,  welche  gleich  weit  von 
jenem  festen  Puncte  entfernt 
sind,  sind  ein  solches  Paar." 

y)  5, Liegt  von  vier  harmo- 
nischen  Puncten  einer  in  der 
Mitte  zwischen  zwei  einander 
zugeordneten,  so  ist  sein  zu- 
geordneter  unendlich  entfernt, 
und  umgekehrt,  ist  von  den 
vier  Puncten  einer  unendlich 
entfernt,  so  liegt  sein  zuge- 
ordneterin  der  Mi-tte  zwischen 
den  zwei  ubrigen  Puncten." 


a)  ,,Zu  irgend  zwei  festen 
Strahlen  a,  b  eines  Strahlbii- 
schels  35  giebt  es  unzahlige 
Paare  zugeordneter  harmoni- 
scher  Strahlen  d,  c,  und  na- 
mentlich sind  die  zwei  Strah- 
len, welche  die  von  jenen  Stra- 
len  eingeschlossenen  Winkel 
halften,  mithin  zu  einander 
senkrecht  sind,  ein  solches 
Paar;  und  ferner  ist  mit  jedem 
der  Strahlen  a,  b  ein  solches 
Paar  vereinigt. " 

P)  wZu  irgend  zwei  zu  ein- 
ander senkrechten  und  festen 
Strahlen,  etwa  c,  d,  eines  ebe- 
nen  Strahlbiischels  S3  giebt  es 
unzahlige  zugeordnete  harmo- 
nische  Strahlenpaare,  wie  et- 
wa a,  b,  und  zwar  sind  je  zwei 
solche  Strahlen  gleich  weit  von 
jedem  der  zwei  festen  Strahlen 
entfernt,  und  umgekehrt,  je 
zwei  Strahlen,  deren  Winkel 
von  jenen  zwei  festen  Strahlen 
gehalftet  werden,  sind  ein  sol- 
ches Paar." 

Y)  ,,Schliesst  von vierharmo- 
nischenStrahlen  einer  miifzwei 
einander  zugeordneten  gleiche 
Winkel  ein,  so  thut  sein  zuge- 
ordneter ein  Gleiches,  und  um- 
gekehrt, sind  zwei  zugeord- 
nete Strahlen  zu  einander  senk- 
recht, so  halften  sie  die  von 
den  beiden  anderen  Strahlen 
eingeschlossenen  Winkel." 


Die  letzten  Satze  (y),  welche  eigentlich  schon  in  (a)  und  (p)  enthalten 
sind,  sind  deshalb  nochmajs  deutlicher  ausgesprochen  worden,  weil  sie  sich 
auf  die  einfachsten  Falle  von  vier  harmonischen  Elementen  beziehen;  Falle, 
die  ofter  vorkommen  und  unter  gewissen  Umstanden,  wie  leicht  zu  er- 
achten,  Bequemlichkeit  und  Vortheile  gewahren.  Solche  einfache  Falle 
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lassea  sich,  wenn  beliebige  vier  harmonische  Elemente  gegeben  sind,  zu- 
folge  der  obigen  Satze  (II),  wie  folgt,  darstellen  (vergl.  §  7,  II). 

Sind  irgend  vier  feste  harmonische  Puncte  a,  b,  B,  c  gegeben,  und 
soil  en  vier  Strahlen  a15  d13  b1?  ca  eines  Strahlbiischels  3^  durch  dieselben 
gelegt  werclen,  welche  sich  in  dem  genannten  einfachen'  Falle  befindcn, 
d.  h.,  von  welchen  zwei  zugeordnete  zu  einander  senkrecht  sind,  oder  was 
auf  dasselbe  hinauslauft  (7),  von  denen  einer  mit  zwei  zugeordneten  gleiche 
"Winkel  einscliliesst,  so  ist  unter  diesen  Bedingungen  offenbar  der  Ort  des 
Mittelpuncts  35j  des  Strahlbiischels  auf  zwei  bestimmte  Kreise  beschrankt, 
deren  Durchmesser  die  Abstande  ab,  cb  der  zugeordneten  festen  harmo- 
nischen  Puncte  sind,  und  zwar  ist  der  Mittelpunct  SSj  auf  den  ersten  oder 
auf  den  letzten  Kreis  beschrankt,  je  nachdem  die  Strahlen  ax  und  bl9  oder 
Cj  und  dj  zu  einander  senkrecht  sind,  oder  mit  den  jedesmaligen  anderen 
Strahlen  gleiche  Winkel  einschliessen.  — 

Sind  andererseits  irgend  vier  feste  harmonische  Strahlen  a,  d,  b,  c 
gegeben,  und  soil  man  sie  durch  eine  Gerade  Al  in  vier  Puncten  schneiden, 
welche  den  genannten  einfachen  Fall  darstollen,  so  kann  die  Gerade  A1 
dieser  Bedingung  offenbar  in  vier  verschiedenen  Richtungen  genugen;  denn 
ist  sie  mit  einern  der  vier  festen  Strahlen  parallel,  also  einer  ihrer  Durch- 
sclinitte  unendlich  entfernt,  so  liegt  clessen  zugeordneter  in  der  Mitte 
zwisclien  den  zwei  ubrigen;  und  umgekehrt,  liegt  ein  Durchschnitt  in  der 
Mitte  zwischen  zwei  einander  zugeordneten,  so  ist  sem  zugeordneter  un- 
endlich entfernt  (y)  und  mitliin  die  Gerade  A1  dem  entsprechenden  Strahle 
parallel.  Aus  dieser  Betrachtung  zieht  man  folgende  Satze: 

o)  ,,Wenn    durch   beliebige  o)  ,,Wenn  von  beliebigen  vier 

vier  feste  harmonische  Puncte  festen  harmonischen  Strahlen 

a,  b,  b,  c  vier  solche  Strahlen  a,  d,  b,  c,  eine  Gerade  Aj  in  vier 

eineg  Strahlbiischels  2^  gehen  solchen    Puncten    geschnitten 

sollen,  von  denen  das  eine  Paar  werden  soil,  dass  von  zwei  zu- 

zugeordneter  die  von  dem  an-  geordneten   Puncten   der   eine 

deren    Paar    eingeschlossenen  unendlich  entfernt  und  der  an- 

Winkel  halften  (7),    so  ist  der  dere  in  der  Mitte  zwischen  den 

Ort    des  Mittelpunctes  2^  des  zwei  ubrigen  Puncten  liegt,  so 

Strahlbiischels    auf    zwei    be-  muss  die  Gerade  A1  mit  irgend 

stimmte     Kreise     beschrankt,  einem  der  vier  festen  Strahlen 

welche  die  Abstande  a!),  cb  der  parallel  sein,  und  umgekehrt, 

sich       zugeordneten       festen  ist  sie  mit  einem  der  letzteren 

Puncte  von  einander  zu  Durch-  parallel,  so  finden  allemal  jene 

messern  haben"*).  Bedingungen  statt.u 


*)  Aus   diesem  Satze   lassen  sich   unmittelbar  nocla  eine  Reihe  anderer  Satze  her- 
leiten,  als  z.  B.'nachfolgende: 
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Durch  den  letzteren  Satz  links  1st  die  Richtigkeit  der  obigen  Behaup- 
tung  (§7,  II,  a)  dargethan. 

Wenn  man  also  durch  die  Spitze  eines  beliebigen  Dreiecks  zwei 
Strahlen  zieht,  wo  von  der  eine  durch  die  Mitte  der  Grundlinie  geht,  und 
der  andere  mit  der  Grundlinie  parallel  ist,  so  sind  dieselben  zugeorclnete 
harmonische  Strahlen  zu  den  zwei  (anderen)  Seiten  des  Dreiecks.  ' 

IY.  Das  gemeinschaftliche  Gesetz,  dem  alle  Punctepaare  (b,  c)  oder 
Stralilenpaare  (d,  c)  unterworfen  sind,  welche  in  Bezug  auf  zwei  feste  Puncte 


,3Wenn  die  Endpuncte  a,  b  der  Grundlinie  eines  Dreiecks  aSSb  (Fig.  4) 
fest  sind,  nnd  wenn  die  Gerade  d  oder  c,  welche  den  Winkel  an  der  Spitze 
oder  dessen  Nebenwinkel  halftet,  stets  durch  einen  dritten  festen  Punct 
b  oder  c  der  Grundlinie  geht,  so  ist  der  Ort  der  Spitze  S3  des  Dreiecks  ein 
bestimmter  Kreis,  welcher  den  Abstand  be  des  dritten  festen  Punctes  b 
oder  c  von  demjenigen  Puncte  c  oder  b,  der  in  Bezug  auf  die  zwei  ge- 
•nannten  Endpuncte  a,  6  sein  zugeordneter  harmonischer  Punct  ist,  zum 
Durchmesser  hat." 

In  diesem  Falle,  wo  die  Strahlen  d,  c  die  von  den  Strahlen  a,  b  eingeschlossenen 
Winkel  halften,  hat  man  bekanntlich 

93ct  _    ab          ac 


und  umgekehrt,  wenn  diese  Verhaltnisse  gleich  sind,  so  findet  jene  Voraussetzung  statt. 
Daher  folgt  ferner  der  nachstehende  bekannte  Satz: 

j,Wenn  die  Endpuncte  a,  6  der  Grundlinje  eines  Dreiecks  aSBB  fest 
sind,  und  wenn  das  Verhaltniss  23ci:936  der  beiden  ubrigen  Seiten  gege- 
ben  ist,  so  ist  der  Ort  der  Spitze  33  des  Dreiecks  ein  Kreis,  dessen  Mittel- 
punct  in  der  genannten  Grundlinie  liegt,  und  zwar  sind  die  Endpuncte 
dieser  Grundlinie  zu  den  Endpuncten  (b,  c)  des  in  ihr  liegenden  Durch- 
messers  des  Kreises  zugeordnete  harinonische  Puncte;  und  ferner:  die 
zwei  Geraden  (d,  c)7  welche  die  Winkel  an  der  Spitze  des  Dreiecks  halften, 
gehen  stets  durch  zwei  feste  Puncte,  namlich  durch  die  Endpuncte  (b,  c) 
des  genannten  Durchmessers."  Und  umgekehrt: 

,,Nimmt  man  in  einein  Diirchmesser  cb  eines  Kreises  irgend  zwei 
Puncte  a,  6  an,  die  in  Bezug  auf  dessen  Endpuncte  c,  b  zugeordnete  harino- 
nische Puncte  sind,  so  haben  je  zwei  Gerade  a93,  B93,  welche  dieselben 
mit  irgend  einem  Puncte  93  des  Kreises  verbinden,  einerlei  Verhaltniss, 
und  zwar  verhalten  sie  sich  allemal  wie  dieAb'stande  der  angenommenen 
Puncte  von  dem  einen  oder  dem  anderen  Endpuncte  des  Durchmessers, 
also  wie  cib:Bb,  oder  wie  ac:  6c;  und  ferner:  die  zwei  Geraden  IB  b,  33  c,  welche 
den  jedesmaligen  Punct  93  im  Kreise  mit  den  Endpuncten  des  genannten 
Durchmessers  verbinden,  halften  die  von  jenen  ersten  zwei  Geraden  ein- 
geschlossenen Winkel." 

Es  liessen  sich  hier  leicht  noch  mancherlei  Folgerungen  uber  harmonische  Puncte 
und  harmonische  Gerade  in  Beziehung  auf  den  Ki-eis  anschliessen,  allein  da  sich  die- 
selben Eigenachaften  in  der  Folge  fur  alle  Kegelschnitte  zugleich  beweisen  lassen,  so 
ist  es  zweckmassig,  sie  bis  dahin  zu  verschieben. 

Stein  er's  Werke.    I.  17 
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a,    b   oder  Strahlen   a,   b  (Fig.  1)  zugeordnete  harmonische  Puncte   oder 
Strahlen  sind,  lasst  sich  folgendermassen  genauor  bestimmen: 
Aus  den  obigen  Ausdriicken  (I,  2) 

ab         ac         sin(ad)    _    sin(ac) 


sin(bc)    ' 

durch  welche  die  harnionische  Lage  der  jedesmaligen  vier  Elemente  be- 
dingt  wird,  folgt  umnittelbar,  wenn  namlicli  der  Punct  m  in  der  Mitte 
zwischen  a  und  b,  und  der  Stralil  h  in  der  Mitte  zwischen  a  und  b  liegt: 

am+mb_  _   am+mc 

bm  —  mb          me  —  bm  ' 


_  _ 

i—  hd)    ~     sin(cli—bh)   ' 
und  daraus  folgt  femer  durch  bekannte  Verandemngen  : 

mb.mc  =  ma2  =  mb2, 

tg(hd)  .tg(hc)  =  tg3(ah)  =  tg3(bli)? 


das  heisst: 

,,Bei  irgend  vier  harmoni- 
schen  Puncten  a,  b,  b,  c  ist  das 
Rechteck  (mb.mc)  unter  den 
Abstiinden  zweier  zugeordne- 
ten  Puncte  (b,  c)  von  demjeni- 
gen  Puncte  (m),  welcher  in  der 
Mitte  zwischen  den  zwei  iibri- 
gen  Puncten  (a,  b)  liegt,  gleich 
clem  Quadrat  des  halben  Ab- 
standes  (ma,  mb)  der  letzteren 
Puncte  von  einander." 


,,  Bei  vier  harmonischen 
Strahlen  a,  d,  b,  c  ist  das  Pro- 
duct tg(hd).tg(hc)  der  Tangen- 
ten  der  Winkel,  welche  zwei 
zugeordnete  Strahlen  (d,  c)  mit 
clem  Strahle  (h)  einschliessen, 
der  in  der  Mitte  zwischen  den 
zwei  ubrigen  Strahlen  (a,  b) 
liegt,  gleich  der  zweiten 
Potenz  der  Tangente  des  hal- 
ben Winkels  ((ha),  (hb)),  wel» 
chen  die  letzten  Strahlen  ein- 
schliessen." 


Oder: 


,,Fiir  alle  Punctepaare,  die 
in  Bezug  auf  zwei  feste  Puncte 
(a,  b)  zugeordnete  harmonische 
Puncte  sind,  ist  1)  das  Recht- 
eck unter  ihren  Abstiinden  von 
demjenigen  Puncte  m,  welcher 
in  der  Mitte  zwischen  denfesten 
Puncten  liegt,  von  bestiindiger 
Grosse,  und  zwar  gleich  dem 
Quadrat  des  halben  Abstandes 


,,Fiir  alle  Strahlenpaare,  die 
in  Bezug  auf  zwei  feste  Strah- 
len'(a,  b)  zugeordnete  harmoni- 
sche Strahlen  sind,  ist  1)  das 
Product  der  Tangenten  der 
Winkel,  die  sie  mit  dem  Strahle 
h  einschliessen,  der  in  der  Mitte 
zwischen  den  festen  Strahlen 
liegt,  von  bestandiger  Grosse, 
und  zwar  gleich  der  zweiten 


9. 


Mehrere  Gerade  und  mehrere  Strahlbiischel. 


259 


derfestenPuncte  von  einander*, 
und  2)  je  zwei  solche  Puncte 
liegen  jedesmal  auf  einerlei 
Seite  des  genannten  Punctes 
m;  und  unigekehrt:  jede  zwei 
Puncte,  welche  diesen  beiden 
Bedingungen  zugleich  genii- 
gen,  sind  zugeordnete  harmo- 
nische  Puncte  in  Bezug  auf  die 
genannten  zwei  festen  Puncte." 


Potenz  der  Tangente  des  hal- 
ben  Winkels,  welchen  die 
festen  Strahlen  einschliessen; 
und  2)  beide  Strahlen  liegen  je- 
desmalauf  einerleiSeite  des  ge- 
nannten Strahles  li;  und  umge- 
kehrt:  jede  zwei  Strahlen,  wel- 
che diesen  beiden  Bedingungen 
zugleichgeniigen,  sind  zugeord- 
nete Jiarnionische  Strahlen  in 
Bezug  auf  die  genannten  zwei 
festen  Strahlen." 


Zwei    und   mehrere    Gerade,   und    zwei   und    rnehrere    ebene 

Strahlbuschel. 

9.  Der  Gegenstand  der  bisherigen  Betrachtung  betraf  bloss  die  zwei 
Gebilde  35,  A,  narnlich  einen  ebenen  Strahlbiischel  35  und  eine  Gerade  A, 
die  sich  in  solcher  Beziehung  entgegengesetzt  waren,  dass  ihre  Elemente 
einander  auf  bestimmte  Weise  entsprachen  und  dadurch  einern  bestimmten 
Gesetze  unterworfen  waren,  wobei  die  Gebilde  projectivisch  genannt 
wurden.  Die  weitere  Betrachtung  wird  sich  nun  auf  die  TJntersuchung 
der  gegenseitigen  Beziehung  ausdehnen,  welche  einerseits  zwischen  zwei 
Geraden,  die  mit  deinselben  Strahlbiischel  projectivisch  sind,  und  anderer- 
seits  zwischen  zwei  Strahlbiischeln,  die  niit  derselben  Geraden  projectivisch 
sind,  und  welche  ferner  zwischen  mehreren  Gebilden,  Geraden  und  Strahl- 
biischeln, die  unter  einander  projectivisch  sind,  stattfinden. 

I.  Sind  zwei  Gerade  A,  A1  (.Fig.  8)  mit  einem  und  dernselben  Strahl- 
biischel 33  projectivisch,  so  dass  also  bestinunte  Puncte  a,  6,  c,  b,  ... 
in  der  Geraden  A  und  bestimmte  Puncte  a1?  B1?  C19  bn  . . .  in  der  Geraden 
AJ  auf  bestimmte  Weise  (§  2)  unter  einem  bestimmten  Gesetze  (§  4)  den 
Strahlen  a,  b,  c,  d,  ...  des  Strahlbiischels  S3  entsprechen,  so  sollen  je 
zwei  Puncte  a  und  a15  6  und  fy,  c  und  C3  u,  s.  w.  der  Geraden,  welche 
dernselbm  Strahl  des  Strahlbuschels  entsprechen,  ebenfalls  wentsprechende 
Puncte"  heissen,  und  die  Geraden  sollen  in  Bezug  auf  das  gauze  System 
ihrer  entsprechenden  Punctepaare  fortan  ,,projectivisch"  genannt  werden. 
Und  wenn  die  projectivischen  Geraden  A,  Ax  solche  besondere  Lage  haben, 
dass  beide  zugleich  mit  dem  Strahlbiischel  33  perspectivisch  sind  (§  2), 
dass  namlich  jeder  Strahl  des  Strahlbuschels  durch  die  ihm  entsprechenden 
Puncte  beider  Geraden  geht,  (wie  etwa  in  Fig.  7),  dann  sollen  die  Geraden 
ebenfalls  ?,perspectivisch"  genannt  werden,  und  dann  heisst  der  Punct 
23  ,,Projectionspunct".  Jede  andere  Lage  der  Geraden,  die  nicht  per- 

17* 
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spectivisch  1st,  soil  3Jscliiefe  Lage"  heissen.  Ferner  solleu  sowolil  bei 
der  schiefen,  als  bei  der  per&pectivischen  Lage  der  Geraden  A,  Aj 
die  Strahlen  a,  b,  c,  ...  oder  diejenigen  Geraden  aot1}  16 fcj,  ccp  ..  .,  die 
durch  entsprechende  Puncte  gehen,  wProjectionsstrahlena  genannt  werden. 
Bei  der  perspectivischen  Lage  der  Geraden  A,  AA  (Fig.  7)  gehen  also  alle 
Projectionsstrahlen  durcli  einen  bestimmten  Punct,  durch  den  Projections- 
punct  33,  mid  bilden  den  genannten  StraUbuschel  35,  bei  der  scliiefen  Lage 
clagegen  (Fig.  9)  treffen  sie  nicht  in  einein  Puncte  zusammen,  sondern  sie 
sincl  "einem  anderen  selir  merkwurcligen  Gesetze  unterworfen,  welches  im 
dritten  Kapitel  naher  untersucht  werden  wird. 

Bei  zwei  projectivischen  Geraden  A,  Aj  1st  ferner  die  Eigenthiimlich- 
keit  der  Parallelstrahlen  in  Erwahnung  zu  bringen.  Befinden  sich  z.  B. 
die  Geraden  mit  clem  Stralilbiischel  35,  und  also  auch  unter  sich,  in  per- 
spectivischer  Lage  (Fig.  7),  uncl  sind  q,  r  diejenigen  Strahlen,  die  mit  den 
Geraden  parallel  sincl,  also  die  Parallelstrahlen  (§  2),  so  entspricht 
mithin  der  Punct  q,  in  der  Geraden  A^  dem  nnendlich  entfernten  Puncte 
q  der  Geraden  A,  uncl  es  entspricht  der  Punct  r  in  der  Geraden  A  dem 
nnendlich  entfernten  Puncte  T1  der  Geraden  Ar  Die  zwei  Puncte  q15  r 
sollen  fortan  wdie  Durchschnitte  der  Parallelstrahlen"  genannt 
werden.  Es  ist  klar,  dass,  wenn  auch  die  Geraden  A,  At  in  schiefe  Lage 
gebracht  Averden  (Fig.  9),  dann  die  Projectionsstrahlen  q,  r  oder  q,q,  rtj 
immerhin  mit  ilinen  parallel  bleiben  (§  2),  weshalb  letztere  alsdann  immer 
noch  Parallelstrahlen  heissen  sollen. 

Endlich  ist  noch  zu  bemerten,  class,- wenn  die  Geraden  A,  Aj 
perspectivisch  sind  (Fig.  7),  dann  in  ihrem  Durchschnittspuncte  (eej 
zwei  entsprechende  Puncte  e,  £{  vereinigt  sind,  indem  namlich  der 
Projectionsstrahl  e  offenbar  beide  Geraden  zugleich  in  jenem  Puncte 
schneidet. 

II.  Sind  zwei  Strahlbuschel  S3,  33!  (Fig.  11)  mit  einer  und  derselben 
Geraden  A  projectivisch,  so  dass  also  bestiminte  Strahlen  a,  b,  c,  d,  . . . 
des  Strahlbtischels  35,  und  bestimmte  Strahlen  a1?  b1?  ct,  d15  ...  des  Strahl- 
biischek  SSj  der  Reihe  nach  bestimmten  Puncten  a,  B,  c,  b,  ...  der  Ge- 
raden A  auf  die  oben  (§  2)  festgesetzte  Weise  entsprechen,  so  sollen  die 
Strahlenpaare  a  und  a15  b  und  b19  c  uncl  cj?  u.  s.  w.  der  Strahlbiischei, 
welche  demselben  Puncte  der  Geraden  A  entsprechen ,  ebenfalls  7? ent- 
sprechende Strahlen"  heissen,  und  die  Stralilbiischel  selbst  sollen  in 
Beziehung  auf  clas  ganze  System  ihrer  entsprechenclen  Strahlenpaare  fortan 
,,projectivisch"  genannt  werden.  Und  wenn  zwei  projectivisch^  Strahl- 
buschel 35,  35j  solche  besondere  Lage  haben,  dass-  beide  zugleich  mit  der 
Geraden  A  perspectivisch  sind,  class  namlich  in  jedem  Punct  der  Ge- 
raden die  zwei  ihm  entsprechenden  Strahlen  einander  schneiden,  (wie 
etwa  in  Fig.  10  oder  auch  in  Fig.  5),  dann  sollen  die  Strahlbiischei  eben- 
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falls  ,,perspectivisch"  heissen,  und  clann  soil  die  Gerade  A  ilir  ,,per- 
spectivi scher  Durchschnitt"  genamit  werden.  Jede  andere  Lage  der 
Strahlbuschel  S3,  S519  in  der  diese  nicht  perspectivisch  sind,  soil  ,,schiefe 
Lage"  lieissen. 

Bei  zwei  projectivischen  Stralilbtischeln  35,  23,  giebt  es  im  Allge- 
meinen  unter  der  unzahligen  Menge  entsprecliender  Strahlenpaare  zwei 
bestimmte  Paare,  die  sich  vor  alien  tibrigen  auf  eigenthiimliche  Weise  aus- 
zeiclinen,  namlich  dadurch,  dass  sowolil  die  zwei  Strahlen  des  einen  als 
die  des  anderen  Strahlbiiscliels  zu  einander  rechtwinklig  sind.  Befinden 
sich  z.  B.  die  Strahlbuschel  in  perspectivischer  Lage  (Fig.  10),  so  ist  irn 
Allgemeinen  nur  ein  einziger  Kreis  unter  den  Bedingungen  moglich,  dass 
er  durcli  die  Mittelpuncte  25,  18 1  beider  Strahlbiischel  gelie,  und  dass  sein 
Mittelpunct  m  in  dem  perspectivischen  Durchsclinitt  A  liege.  Sind  3,  t 
die  Durchschnitte  dieses  Kreises  m  und  der  Geraden  A,  so  besitzen  offen- 
bar  die  zwei  Stralilenpaare  s  und  s] ,  t  und  t2 ,  die  jenen  zwei  Puncten 
entsprechen,  die  vorerwaljnte  Eigenthumlichkeit,  da  namlich  sowolil  s  und 
t,  als  Sj  und  t1  rechte  Winkel  (§25 1,  SS^i,  Winkel  im  Halbkreise)  ein- 
scliliessen,  mid  es  folgt  ferner,  dass  diesen  zwei  Strahlenpaaren  nur  a  11  ein 
die  genannte  Eigenthiiinlichkeit  zukonime.  Da  diese  Eigenscliaft  nicht  von 
der  Lage  der  Strahlbiischel  abhangig  ist,  so  findet  clas  Nainliche  statt,  wenn 
sich  die  letzteren  in  schiefer  Lage  befmden  (Fig.  11).  Die  zwei  Stralilen- 
paare s,  t  und  si:  tl5  sollen  fortan  ,,die  Schenkel  der  entsprechenden 
rechten  Winkel"  lieissen. 

Noch  mag  bemerkt  warden,  dass,  wenn  zwei  Strahlbiischel  25,  3^  per- 
spectivisch sind  (Fig.  10),  dann  allernal  zwei  entsprechende  Strahlen  e,  et 
aufeinander  fallen,  namlich  clieser  vereinigte  oder  gemeinschaftliche  Strahl 
(eej  ist  derjenige,  welcher  durch  die  Mittelpuncte  S3,  ?d1  der  Strahl- 
buschel geht. 

10.  Bei  projectivischen  Geraden  und  bei  projectivischen  Strahlbiischeln 
kann  zunachst  nach  den  Gesetzen  gefragt  werden,  welchen  ihre  entsprechen- 
den Elementenpaare  unterworfen  sind. 

Da  zwei  projectivische  Gerade  A,  Au  zufolge  der  obigen  Erklarung 
(§  9,  I),  xnit  einem  und  demselben  Strahlbiischel  S  projectivisch  sind,  so 
folgt  (verrnoge  §  4  oder  §  6)  sogleich,  dass  zwischen  irgend  vier  ent- 
sprechenden Punctepaaren  beider  Geraden  ein  bestimmtes  Gesetz  statt- 
finden  musse.  Denn  sind  a,  b,  c,  d  irgend  vier  Strahleji  des  Strahlbiiscliels 
25,  und  sind  a,  B,  c,  b  und  a1?  61?  q,  bx  die  ihnen  entsprechenden  Puncte 
in  den  Geraden  A  und  An  so  sind  gewisse,  von  jenen  Strahlen  abhangige 
Doppelverhaltnisse  sowohl  gleich  bestimniten  Doppelverhaltnissen,  die  von 
den  vier  ersteren  Puncten,  als  auch  gleich  bestimmten  Doppelverhaltnissen, 
die  von  den  vier  letzteren  Puncten  abhangen,  folglich  niiissen  auch  die 
letzteren  Doppelverhaltnisse  gleich  jenen  sein,  die  sich  auf  die  vier  ersteren 
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Puncte  bezielien,  uncl  folglich  hat  man  (§  4,  II): 


(I) 


_oc_. jb_  _ 

w    be  '  bb  ~ 


(2) 


_£b_._o&_  _  ftA  .  a  A 
cb  "  cb    ~   c,b,  "  c,b, 


(S)    A.^L- 
w     bb  -  be  "~ 


Da  andererseits  zwei  projectivische  Strahlbuschel  S3,  33,  mit  einer  und 
derselben  Geraden  A  projectivisch  sind,  so  folgt  ahnlicher  Weise  wie  vor- 
hin,  dass  zwischen  je  vier  entsprechenden  Strahlenpaaren  a,  b,  c,  d  und 
an  b13  GJ,  dj  beider  Strahlbuschel  ein  bestimmtes  Gesetz  statt  finden  mtisse, 
nainlich  class  folgende  von  diesen  Strahlen  abhangige  Doppelverhaltnisse 
gleich  sind  (§  4,  II): 

sin(ac)  _  sin  (ad)  ^_    sin(a1cj  ^  sinCa^J 
sin(bc)  *  sin(bd)          sin^cj  '  sin^dj' 

sin(ab)  a  sin(ad)  sin(a1b1)     sin(a1d1) 

sin(cb)  "  sin(cd) 


(4) 

(5) 


(6) 


sin(ab)  ^  sin(ac) 
sin(db)  "  sin(dc) 


sin^bj 
sin(a1b1) 


Diese  Gesetze  (I,  II)  lassen  sich,  wie  folgt,  mit  Worten  aussprechen: 


a)  ,,Bei  zwei  projectivischen 
Geraden  A,  A1  haben  jedo  vier 
entsprechende  Punctepaare  a 
und  Oj,  B  und  B1?  c  uncl  q,  b  und 
bj  solcLe  gemeinschaftliche 
Beziehung  zu  einander,  dass 
die  drei  Doppelverhaltnisse, 
die  aus  den  gegenseitigen  Ab- 
standen  der  vier  Puncte  in  der 
einen  Geraden  zusamnaenge- 
setzt  sind,  gleich  sind  den  drei 
Doppelverhaltnissen,  die  sich 
aus  den  gegenseitigen  Abstan- 
den  der  vier  Puncte  in  der 
anderen  Geraden  zusammen- 
setzen  lassen." 


a)  ,,Bei  zwei  projectivisclien 
Strahlbtischeln  25,  ^  haben 
jede  vier  entsprechende  Strah- 
lenpaare  a  und  a15  b  und  b13  c 
und  c^  d  und  dx  solche  gemein- 
schaftliche Beziehung  zu  ein- 
ander, dass  die  drei  Doppel- 
verhaltnisse, die  aus  den  Si- 
nussen  der  Winkel  zwischen 
'  den  vier  Strahlen  des  einen 
Strahlbiischels  zusammenge- 
setztsind,  gleich  sind  den  drei 
Doppelverhaltnissen,  die  sich 
aus  den  Sinussen  der  Winkel 
zwischen  den  vier  Strahlen  des 
anderen  Strahlbiischels  zusam- 


mensetzen  lassen." 

Es  ist  wesentlich,  zu  bemerken,  dass  bei  den  drei  Ausdrucken  (I)  die 
vier  Puncte  in  der  einen  Geraden  auf  entsprechende  Weise  einander  zu- 
georclnet  sind  (§  4)  wie  die  vier  Puncte  in  der  anderen  Geraden,  und  dass 
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ferner  die  gegenseitige  Lage  der  einander  zugeordneten  Punctepaare  eben- 
falls  in  beiden  Geraden  iibereinstimmend  1st,  naralicli  in  clem  Ausdrucke  (1) 
(bezogen  auf  Fig.  7  oder  8)  folgen  die  zugeordneten  Punctepaare  (a  und  B, 
c  und  b;  ax  und  B15  q  und  ba)  sowolil  in  der  einen  als  in  der  anderen 
Geraden  abwechselnd  auf  einander  (§  4,  6),  und  in  den  Ausdrucken 
(2,  3)  folgen  die  zugeordneten  Punctepaare  (a  und  c,  B  und  b;  ax  und  c15 
Bj  und  bj*,  oder  a  und  b,  B  und  c;  a2  und  b15  62  und  cj  sowolil  in  der 
einen  als  in  der  anderen  Geraden  nach  einander  (§  4,  a).  Dass  diese 
TJebereinstimmung  der  gegenseitigen  Lage  der  zugeordneten  Punctepaare 
in  beiden  Geraden  immer  stattfinde,  folgt  claraus,  class  zwisclien  jeder 
Geraden  und  clem  Strahlbuschel  35,  mit  welchem  beicle  projectivisch  sind, 
eine  ahnliche  TJebereinstimmung  obwaltet  (Encle  §  4).,  wodurch  denn  jene 
notliwendiger  Weise  bedingt  wird. 

Ganz  ebenso  wird  man  andererseits  in  den  Ausdrucken  (II),  in  Hin- 
sicht  der  Zusammenordnung  und  der  gegenseitigen  Lage  der  zugeordneten 
Strahlenpaare  in  den  zwei  Strahlbiischeln  35,  3515  eine  gleiche  Ueberein- 
stimmung  wahrnehmen. 

Vermoge  dieser  Uebereinstimniung  und  vermoge  der  obigen  Ausdrticke 
(I,  II)  selbst  folgt  also,  dass,  wenn  von  den  8  Elementen,  auf  die  sich 
einer  dieser  Ausdrucke  bezieht,  irgend  7  gegeben  sincl,  dann  das  aclite 
Element  dadurcli  ganz  unzweideutig  bestimmt  sei.  Denn  sind  z.  B.  die 
7  Puncte  a,  B,  C,  b;  a1?  B15  q  gegeben,  so  ist  der  Werth  des  Verhaltnisses 
ai^i  :^i^i  duxch-  ^e  drei  ubrigen  Verhaltuisse  -eines  der  drei  Ausdrucke  (I) 
gegeben,  nun  konnte  aber  der  gesuchte  Punct  ba  diesem  Wertlie  in  zwei 
verschiedenen  Lagen  geniigen,  und  zwar  so,  dass  er  das  eine  Mai  zwisclien 
und  das  andere  Mai  jenseits  der  festen  Puncte  a,,  Bj  lage,  allein  da  die 
gegenseitige  Lage  der  vier  Puncte  a19  B15  C15  bx  mit  der  der  vier  Puncte 
a,  B,  c,  b  iibereinstimmend  sein  muss,  so  wird  dadurcli  entscliieden,  welclie 
von  den  z\yei  Lagen  dem  Puncte  bj  nur  allein  zukommen  konne.  Auf 
ganz  ahnliche  Weise  folgt,  dass  wenn  andererseits  von  den  8  Strahlen,  auf 
welche  sich  die  Ausdrucke  (II)  beziehen,  irgend  7  gegeben  sind,  dann  der 
achte  genau  bestimmt  sei  (vergl.  §  6).  Also  folgen  nachstehende  Siitze: 

P)    jjDas  ganze  System  der  p)    ,,Das    ganze  System  der 

entsprechenden  Punctepaare  entsprechenden  Strahlenpaare 
in  zwei  projectivischen  Gera-  in  zwei  projectivischen  Strahl- 
den  A,  Al  ist  bestimmt,  wenn  btischeln  39,  S3X  ist  bestimmt, 
irgend  drei  Paare  gegeben  sind,  wenn  irgend  drei  Paare  gegeben 
d.  h.,  sobald  drei  solche  Paare  siml,  d.  IL,  sobald  drei  solche 
gegeben  sind,  etwa  a,  B,  c  und  Paare  gegeben  sind,  etwa  a,  b,  c 
ai:  B19  C15  so  ist  zu  jedem  be-  und  a1?  b19  c15  so  ist  zu  jedem 
liebigen  vierten  Punct  (b)  in  beliebigen  vierten  Strahl  (d) 
der  einen  Geraden  (A)  der  ihm  -des  eiuen  Strahlbiischels  (SB) 
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entsprechende  Punct  (bx)  in  der 
anderen  Geraden  vermoge  der 
Ausclriicke  (I)  genau  be- 
stimmt." 


der  ihm  entsprechende  Strah.1 
(dj  des  anderen  Strahlbiischels 
vermoge  der  Ausdriicke  (II)  ge- 
nau bestimmt." 


Und  zwar  folgt  (vergl.  §  6,  fi)  : 


Y)  ,,Dass  man  in  zwei  Gera- 
den A,  Aj  ganz  nacli  Willkiir 
drei  Punctepaare,  etwa  a  und 
aa,  ft  und  fij,  c  und  q  auswahlen 
und  soclann  festsetzen  konne, 
die  Geraden  sollen  projecti- 
visch  und  diese  drei  Puncte- 
paare  sollen  entsprechende 
Punctepaare  sein." 


7)  ,,Dass  man  in  zwei  Strahl- 
biischeln  23,  2^  ganz  nach 
Willkiir  drei  Strahlenpaare, 
etwa  a  und  a1?  b  und  b17  c  und  c15 
auswahlen  und  soclann  fest- 
setzen konne,  die  Strahlbtischel 
sollen  projectivisch  und  diese 
drei  Strahlenpaare  sollen  ent- 
sprechende Strahlenpaare 
sein." 


Und  ferner  folgt  durch  Umkehrung: 


3)  ,,Sind  die  Puncte  a,  b,  c, 
b,  ...  und  a1?  b1?  c,,  b,,  ...  in 
zwei  Geraden  A  und  Aa  der 
Reihe  nach  dergestalt  gepaart, 
class  zwischen  je  vier  Puncte- 
paaren  die  obigen  Bedingungen 
stattfinden,  namlich  dass  sie 
clem  Gesetze  (I)  geniigen,  und 
dass  die  gegenseitige  Lage  der 
vier  Puncte  in  der  einen  Gera- 
den rnit  der  der  vier  Puncte  in 
der  anderen  Geraden  iiberein- 
stinimend  1st,  so  sind  die  Gera- 
den inBeziehung  auf  alle  jene 
Punctepaare  projectivisch." 


8)  3, Sind  die  Strahlen  a,  b, 
c,  d,  ...  und  a17  b, ,  c1?  d19  ... 
zweier  Strahlbiischel  25  und  S5j 
der  Eeihe  nach  dergestalt  ge- 
paart, dass  zwischen  je  vier 
Strahlenpaaren  die  obigen  Be- 
dingungen statt  finden,  nam- 
lich dass  sie  dem  Gesetze  (II) 
geniigen,  und  dass  die  gegen- 
seitige Lage  der  vier  Strahlen 
des  einen  Strahlbiischels  mit 
cler  der  vier  Strahlen  des  an- 
deren Strahlbiischels  iiberein- 
stimmend  ist,  so  sind  die  Gera- 
den in  Beziehung  auf  alle  jene 
Strahlenpaare  projectivisch." 


11.  Bevor  die  besonderen  Falle  der  so  eben  aufgestellten  Satze  (§  10) 
untersucht  werden,  sollen  diese  nebst  einigen  friiheren  Satzen  erst  kurz 
\viecl erholt,  und  noch  einige  erweiternde  Folgerungen  daraus  gezogen  wer- 
den, die  sodann  zusainmen  die  Fundamentalsatze  iiber  projectivische  Gerade 
und  ebene  Strahlbiischel  ausmachen  und  cleshalb  bei  spateren  Betrach- 
tungen  haufig  Anwendung  finclen. 

I.  Die  Satze  (§  4  und  §  6)  und  die  vorhin  aus  ihnen  gefolgerten 
Satze  (§  10)  lassen  sich,  wie  folgt,  kurz  zusanimenfassen; 
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a)  ,,Bei  zwei  projectivischen  Gebilden  —  seien  es  eine 
Gerade  und  ein  ebener  Strahlbuschel,  oder  zwei  Gerade,  oder 
zwei  ebene  Strahlbiischel — sind  die  Doppelverhaltnisse,  welclie 
durch  irgend  vier  Elemente  des  eiuen  Gebildes  bestimmt  wer- 
den,  gleich  den  Doppelverhaltnissen,  welche  durch  die  vier  ent- 
sprechenden  Elemente  des  anderen  Gebildes  bestirnmt  werclen; 
ferner  ist  die  gegenseitige  Lage  der  vier  Elemente  des  einen  Ge- 
bildes iibereinstiinniend  rnit  der  der  vier  Elemente  des  anderen 
Gebildes." 

(3)  ,,Daher  ist  das  ganze  System  der  entsprechenden  Ele- 
mentenpaare  zweier  projectivischen  Gebilcle  bestimmt,  wenn 
irgend  drei  solcher  Paare  gegeben  sind." 

7)  ,,Und  zwar  konnen  solche  drei  Paare  ganz  nach  Willkiir 
angenommen  werden."     Und  urngekehrt  (a): 

8)  ?,Sind   die  Elemente   zweier  Gebilde   dergestalt  gepaart, 
dass    die    durch   irgend    vier  Elemente    des    einen  Gebildes   be- 
stimniten   Doppelverhaltnisse   gleich   sind    den   durch    die    vier 
entsprechenden    Elemente    des    anderen   Gebildes    bestirnmten 
Doppelvorhaltnissen,  wobeinothwendiger  Weise  die  jedesmaligen 
beiderseitigen    vier    Elemente    iibereinstimmende    gegenseitige 
Lage  haben  miissen,    so   sind  die  Gebilcle   in  Beziehung  auf  alle 
jene  Elementenpaare  projectivisch." 

II.  Aus  den  vorstehenden  Satzen  folgt  unmittelbar  der  nachstehende 
umfassende  Satz: 

a)    ;,,Sind  zwei  Gebilcle  —  Gerade  oder  ebene  Strahlbuschel  — 

mit  eiuem  dritten  projectivisch,  so  sind  sie  es  auch  unter  sich." 

Dieser  Satz  umfasst  niirnlich  nachstehende    sechs  Falle,    wo  von    die 

zwei   ersten   schon   oben  (§  9)  als  Erklarung  projectivischer  Geraden  und 

project! vischer  Strahlbuschel  gegeben  wurden: 

(3)    ,,Sincl    zwei     Gerade   A,  p)  ,,Sind  zwei  Strahlbuschel 

Aj  mit  einem  und  demselben  58,  ^  mit  oiner  und  dersolben 
Strahlbiischel  3S  projectivisch,  Geraden  A  projectivisch,  so 
so  sind  sie  es  auch  unter  sich."  sind  sie  es  auch  unter  sieh." 

7)  ,,Sincl  eine  Gerade  A  und  7)    7,Sind  ein  Strahlbuschel 

ein  Strahlbiischel  23  mit  einer  25  und  eine  Gerade  A  mit  einem 
und  derselben  Geraden  A1  pro-  und  demselben  Strahlbuschel 
jectivisch,  so  sincl  sie  es  auch  35X  projectivisch,  so  sind  sie 
unter  sich."  es  auch  unter  sich." 

S)  ,,Sind  zwei  Gerade  A,  Al  8)  ,,Sind  zwei  Strahlbuschel 

mit  einer  dritten  Geraden  A3  23,  35t  mit  einem  dritten  Strahl- 
projectivisch,  so  sind  sie  es  biischel  333  projectivisch,  so 
auch  unter  sich,"  sind  sie  es  auch  unter  sich." 
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III.  Durch  Wiederholung  uud  Zusammensetzung  der  vorstehenden 
Satze  (II)  gelangt  man  unmittelbar  zu  dem  nachfolgenden  ausgedehnteren 
Satze: 

5,1st  bei  irgend  einer  Anzahl  von  n  Gebilden  —  Gerade  und 
ebene  Strahlbiischel  —  in  irgend  einer  bestimmten  Ordnung  ge~ 
nommen,  der  Reihe  nach  jedes  Gebilde  mit  dem  darauf  folgen- 
den  projectivisch,  so  ist  jedes  mit  jedem,  also  namentlich  auch 
das  erste  mit  dem  letzten,  projectivisch." 

12.  Was  nun  die  voiiiin  erwahnten  besonderen  Falle  anbetrifft  (§  11), 
so  sincl  davon  zwei  Arten  zu  unterscheiden,  namlich  entweder  sind  bei 
beliebigen  Gebilden  solche  Elementenpaare  zu  betrachten,  fur  welche 
die  Ausclrucke  (§  10,  I,  II)  wesentlich  vereinfacht  werden,  oder  es  sind 
solohe  Gebilde  zu  betrachten,  bei  denen  fSr  je  vier  entsprechende  Ele- 
mentenpaare jene  Ausdrucke  vere5nfaclit  werden. 

Die  besonderen  Falle  der  ersten  Art  entstehen  dadurch,  class  durch 
die  Eigenthiunlichkeit  der  Elementenpaare  entweder  einzelne  Verlialtnisse 
in  den  genannten  Ausdrucken  gleich  1,  oder  dass  der  Werth  eines  Doppelver- 
Imltnisses  gleich  1  wird.  Die  wicMigsten  Falle  der  Art  sind  folgende: 

I.  Nimmt  man  bei  zwei  projectivischen  Geraden  A,  A1  anstatt  der  Puncte- 
paare  c  und  C17  b  und  bt  die  zwei  Punctepaare  q  und  q17  t  und  r15  die 
den  Parallelstrahlen  zugehoren,  wo  namlich  q,  r1  die  unendlich  entfernten 
Puncte  der  Geraden  A,  A1?  und  wo  q13  r  die  sogenannten  Durchschnitte 
der  Parallelstrahlen  sincl  (§  9,  I),  so  werden  die  Ausdrucke  (§  10,  I) 
(zufolge  §  7,  I),  wie  folgt,  vereinfacht: 

f  D  1  •  —  =   a^1  •  1 

w  *  br         b1q1  ' 

(2)  fl*  =  «-"sl 


(3)  :1  =  0,6,:  Mi- 

Aus  dem  ersteren  Ausdrucke  (1)5  der  bei  spateren  Betrachtungen  durch 
zweckmassige  Auwendung  zu  merkwurdigen  Folgerungen  ftihii,  folgt: 

(«)  Bt:ar  =  a.q^b.q,, 

oder 

(P)  ar.a^  =  Br.B^. 

Nimmt  man  andererseits  bei  zwei  projectivischen  Strahlbiischeln  23, 
35,  anstatt  der  Strahlenpaare  c  und  c13  d  und  dl  die  zwei  rechtwinkligen 
entsprechenden  Strahlenpaare  s  und  s1  ,  t  und  \  ,  d.  h.  die  Schenkel  der 
entsprechenden  rechten  Winkel,  wo  namlich  sowohl  s  und  t,  als  Sj  und  iL 
zu  einancler  rechtwinklig  sind  (§  9,  II),  so  werden  die  Ausdrucke  (§  10,  II) 
ebenfalls  vereinfacht,  und  namentlich  wird  aus  dem  ersteren  derselben 
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(welcher  wichtiger  1st,  als  die  beiclen  ubrigen),  wenn  man  bemerkt,  dass 
sin(90°±x)  =  cosx,  also  z.  B.  sin  (a  t)  =  cos  (as) 

sin  (as)  >  cos  (as)   _    cos(a1t1)  ^   sin(alt1) 

^  sin(bs)  *  cos(bs)          cos^tj  "  sm^tj  ' 

oder 

(T)  -     '        tg(as):tg(bs)  =  tg(b1t1):tg(a1t1) 

und 

(B)  tg(as).tg(a1t1)  =  tg(bs).tg(b1t1). 

Eben  so  hat  man 

(Tl)  tg(at)  :  tg(bt)  =  tg(blSl)  :  tg(alSJ, 

und 

(3,)  tg(at).tg(alSl)  =  tg(bt).tg(blSl). 

Die  Ausdriicke  (p,  8,  8J  enthalten,  niit  Worten  ausgesproclien,  nach- 
folgende  inerkwiirdigen  Satze: 


,,Bei    zwei    projectivischen  J5Bei    zwei    projectivischen 

Geraden  A,  A1    ist   das  Recht-  Strahlbiischeln  23,  23a    ist   das 

eck  (at.ajCfj)  unter  denAbstan-  Product  aus  den  Tangenten  der 

den  irgend  zweier  entsprechen-  Winkel,    welclie    irgend   zwei 

den  Puncte  (a,  aa;  oder  b,  619...)  entsprecliende    Strahlen   mit 

von  den  Durchschnitten  (r,  qa)  den    ungleichnamigen    Schen- 

der  Parallelstrahlen  unveran-  keln   (s,t17  oders^,  t)   der   ent- 

derlich,   d.  h.,  fur  alle  Puncte-  sprechenden    rechten    JVinkel 

paare    hat    dieses    Rechteck  einschliessen,  von  unverander- 

einerlei  Inhalt."  lichem  Werthe." 

Wenn  also  bei-zwei  projectivischen  Geraden  A,  A:  die  Durchschnitte 
(r,  qj  der  Parallelstrahlen  und  ausserdem  irgend  ein  Paar  entsprechender 
Poncte  a,  ^  gegeben  sind,  so  sind  die  Ausdriicke  (a,  (3),  durch  welche  zu 
irgend  einem  Puncte  der  einen  Geraden,  etwa  zu  dem  Puncte  B  in  der 
Geraden  A,  der  entsprecliende  Punct  1^  in  der  anderen  Geraden  Aj  be- 
stimmt  wird,  sehr  einfach  und  bequem.  Nebstdein  niimlich,  dass  durch 
die  genannten  Ausdriicke  iiber  die  Grosse  des  Abstandes  (B^J  des  Punctes 
B1  von  dem  Durchschnitte  qa  des  Parallelstrahles  entschieden  wird,  wird 
durch  die  Uebereinstimmung  der  gegenseitigen  Lage  der  Puncte  in  beiden 
Geraden  die  Lage  des  Punctes  Bj  genau  bestimmt,  denn  je  nachdem  die 
Puncte  a,  B  auf  einerlei  oder  auf  verschiedenen  Seiten  des  Punctes  i 
liegen,  befinden  sich  iibereinstimmend  die  Puncte  a1?  \  auf  einerlei  oder 
auf  entgegengesetzten  Seiten  des  Punctes  qz  (§  10).  Wie  leicht  zu 
sehen,  flndet  andererseits  bei  den  zwei  Strahlbiischeln  S3,  ^  in  Rucksicht 
der  Ausdriicke  (y^  S)  Aehnliches  statt. 
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Es  1st  ferner  leicht  zu  sehen,  dass  umgekehrt,  wenn  in  zwei  projecti- 
visclien  Geraden  A,  Ax  irgend  drei  entsprocliende  Punctepaare  a,  6,  c  und 
a1?  bj}  cx  gegeben  sind,  danu  clurch  clieselben  die  Durchschnitte  r,  Cfj  der 
Parallelstrahlen  bestimmt  uncl  mittelst  der  Ausclriicke  (1,  2,  3)  oder  (§  10,  I) 
zu  finden  sind;  uncl  dass  eben  so,  wenn  in  zwei  projectivischen  Strahl- 
biischeln  35,  SSj  irgend  drei  entsprechende  StraMonpaare  a,  b,  c  und  an 
bj,  GI  gegeben  sind,  dann  die  Schenkel  (s,  t,  s1?  t,)  der  entsprechenden 
rechten  Winkel  (st),  (s^)  vermoge  der  Ausdriicke  (§  10,  II)  bestimmt  und 
zu  finden  sind. 

II.  Von  den  Ausdriieken  (I,  II,  §  10),  (auf  Fig.  7,  8  und  10,  11  be- 
zogen),  gestatten  vernioge  der  gegenseitigen  Lage  der  Eleniente  nur  zwei, 
niiralich  nur  die  Ausdriicke  (1,  4,  §  10)  den  besonderen  Fall,  dass  der 
Werth  der  darin  enthaltenen  Doppelverhaltnisse  gleicli  1  wird,  und  da  alsdann 
die  beiderseitigen  vier  Elemente,  auf  die  sich  der  jedesmalige  Ausdruck 
bezieht,  zugleich  harmonisch  sind  (§  8,  I,  a),  so  folgt  also  (was  zum  Theil 
schon  in  §  8,  II  ausgesprochen): 


,,Dass  bei  zwei  projectivi- 
schen Ger-aden  A,  A1  irgend 
vier  liarmonischen  Puncten  in 
der  einen  Geraclen  auch  vier 
harm onis die  Puncte  in  der  an- 
deren  Geraclen  entsprechen." 


,,Dass  bei  zwei  projectivi- 
schen Strahlbiischeln  S3,  35j  ir- 
gend vier  liarmonischen  Strah- 
len  in  clem  einen  Btischel  auch 
vier  harmonische  Strahlen  in 
clem  ancleren  Buschel  ent- 
sprechen." 


Uncl  unigekehrt  (§  8,  I, 


„  Sind  in  jeder  von  zwei 
Geraden  A,  A1  irgend  vier  har- 
monische Puncte  a,  b,  B,  c  uncl 
Oj,  bJ7  B17  q  gegeben,  so  kann 
man  auf  acht  verschiedene 
Arten  festsetzen,  die  Geraclen 
sollen  projectivisch  und  jene 
Puncte  sollen  entsprechende 
Punctepaare  sein,  und  zwar 
ist  clazu  nur  erforderlich,  dass 
in  jeclemFalle  irgend  zwei  zu- 
geordnete  harmonische  Puncte 
der  einen  Geraclen  auch  zwei 
zugeorclneten  harmonischen 
Puncten  cler  ancleren  Geraden 
entsprechen." 


,,Sind  in  jeclem  von  zwei 
Strahlbuscheln  39,  SSj  irgend 
vier  harmonische  Strahlen  a,  d, 
b,  c  uncl  a17  d15  b17  cx  gegeben, 
so  kann  man  auf  acht  verschie- 
dene Arten  festsetzen,  die 
Strahlbiischel  sollen  projecti- 
visch und  jene  Strahlen  sollen 
entsprechende  Strahlenpaare 
sein,  und  zwar  ist  dazu  nur  er- 
forderlich, dass  in  jedem  Falle 
irgend  zwei  zugeordiiete  har- 
monische Strahlen  des  einen 
Strahlbiischels  auch  zwei 
zugeorclneten  harmonischen 
Strahlen  des  anderen  Strahl- 
biischels entsprechen." 
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13.  Die  besonderen  Falle  der  zweiten  Art  (§  12)  bestehen  darin, 
dass  bei  den  project! vischen  Geraden  A,  Aj  entwoder  je  zwei  entsprechende 
Absclmitte  gleiches  Verhaltniss  zu  einander  haben,  oder  einander  gleich 
sind,  und  dass  bei  den  projectivischen  Strahlbtischeln  33,  3Sj  je  zwei 
entsprechende  Winkel  einander  gleich  sind.  Von  der  Moglichkeit  dieser 
Falle  kann  man  sich  leicht  iiberzeugen,  wenn  man  die  Gebilde  in  per- 
spectivischer  Lage  betrachtet,  namlich  wie  folgt. 

I.  a)  Bei  zwei  perspectivischen  Geraden  A,  Aj  konnen  die  beson- 
deren Umstande  eintreten,  dass  entweder  a)  der  Projectionspunct  S3  (§  9) 
unendlich  entfernt  liegt,  so  dass  die  Projectionsstrahlen  a,  b,  c,  . . .  sarnmt- 
lich  parallel  "sind  (wie  z.  B.  in  Fig.  12),  oder  p)  die  Geraden  A,  Ax  konnen 
parallel  sein,  und  der  Projectionspunct  25  entweder  1)  zwischen  denselben 
(wie  in  Fig.  6),  oder  2)  jenseits  derselben  liegen  (wie  in  Fig.  13).  In 
jedem  dieser  Falle  findet  offenbar  die  besondere  Eigenschaft  statt:  ,,Dass 
je  zwei  entsprechende  Abschnitte  der  Geraden  A,  Al  einerlei 
Verhaltniss  haben,"  so  c\ass  man  also,  statt  des  obigen  Gesetzes 
(§  10, 1)  in  diesem  Falle  z.  B.  hat: 

/HN  ab         ac         ab         fie 

(1)  — —  = =  — tr~  =  -7 =  u-  s-  w- 

v  '  a&       a.q       a.b,       b^ 

Zwei  Gerade,  denen  diese  besondere  Eigenschaft  zukommt,  sollen  fortan 
projectivisch  ,,ahnlich"  heissen. 

Aus  dem  Vorstehenden  folgt  unniittelbar: 

,,Dass  das  ganze  System  der  entsprechenden  Punctepaare 
zweier  projectivisch  ahnlicher  Geraden  A,  A1  bestimmt  sei,  wenn 
irgend  zwei  solche  Paare  gegeben  sind."  Und 

,,Dass  man  nach  Willkiir  zwei  solche  Paare  annehinen  und 
soclann  festsetzen  konne,  die  Geraden  sollen  projectivisch  ahn- 
lich  und  jene  Paare  sollen  entsprechende  Punctepaare  sein." 

Ferner  folgt  nait  Riicksicht  auf  das  Gesetz  (§  10, 1): 

,,Dass  zwei  projectivische  Geracle  A,  A1  allemal  ahnlich  s-ind, 
sobald  irgend  drei  Paar  entsprechende  Abschnitte,  welche  durch 
drei  Paar  entsprechende  Puncte,  etwa  a,  b,  c  und  a17  B1?  C1?  be- 
stirnnit  werden,  gleiches  Verhaltniss  haben,  d.  h.,  wenn 

» ab :  a^j  =  ac :  a^  =  be :  bxc, 
ist."     Und: 

yj Dass  zwei  projectivische  Gerade  ahnlich  sind  uncl  per- 
spectivisch  liegen,  sobald  irgend  drei  Projectionsstrahlen,  etwa 
a,  b,  c  parallel  sind." 

Noch  bleibt  ein  Umstand  zu  bemerken,  der  bei  spateren  Betrachtungen 
interessante  Folgen  nach  sich  zieht,  namlich  dass  bei  projectivisch  ahn- 
1  ich en  Geraden  A,  Al  jedem  endlich  entfernten  Puncte  der  einen  Geraden 
ein  eben  *solcher  Punct  in  der  anderen  Geraden  entspricht.  Demi  in  Fig.  12 
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findet  offenbar  gar  kein  Parallelstrahl  q  statt  (§  9, 1),  und  in  Fig.  6  und 
13  haben  beide  Geraden  einen  gemeinschaftlichen  Parallelstrahl  q.  Daher 
folgt  also  nothwendiger  Weise: 

,,Dass  bei  zwei  projeetivisch  Ehnlichen  Geraden  ihre  zwei 
unendlicli  entfernten  Puncte  (q,  q,)  entsprechende  Puncte  sind." 
Und  unagekelirt: 

„  Wenn  bei  zwei  projectivischen  Geraden  ihre  unendlicli  ent- 
fernten Puncte  entsprechende  Puncte  sind,  so  sind  die  Geraden 
ahnlich." 

b)  Wenn  ferner  bei  zwei  projectivischen  Geraden  A,  Al  entweder 
a)  die  Projectionsstrahlen  a,  b,  c  . . .  parallel  (Fig.  12)  und  beide  Gerade 
mit  ihnen  gleiclie  Winkel  einschliessen  (so  dass  baa1  =  &1a1a),  oder 
p)  wenn  die  Geraden  parallel  und  der  Projectionspunct  35  in  der  Mitte 
zwischen  ihnen  liegt  (Fig.  6),  oder  endlich  -y)  wenn  sowohl  die  Geraden 
als  die  Projectionsstrahlen  unter  sich  parallel  sind  (Fig.  14),  dann  findet 
offenbar  die  besondere  Eigenschaffc  statt:  ?3Dass  je  zwei  entsprechende 
Abschnitte  der  Geraden  A,  Aj  einander  gleich  sind,"  so  dass  man 
statt  des  vorigen  Gesetzes  (a,  1)  in  diesein  Falle  hat: 
(2)  ab  =  a1b1,  ac  =  a1c1,  160  =  16^  u.  s.  w. 

In  dem  gegenwartigen  Falle  sollen  deshalb  die  Geraden  A,  Aj  pro- 
ject! visch  „  gleich"  (congruent)  heissen. 

Dieser  Betrachtung  zufolge  ist  also  wbei  zwei  projectivisch  glei- 
chen  Geraden  das  ganze  System  der  entsprechenden  Puncte- 
paare  bestimmt,  sobald  ein  einziges  Paar  gegeben  ist." 

Auch  folgt,  wie  leicht  zu  sehen,  ,,dass  zwei  projectivische  Gerade 
A,  Aj  allemal  gleich  sind,  sobald  irgend  drei  Paar  entsprechende 
Abschnitte  derselben,  welche  durch  drei  entsprechende  Puncte- 
paare,  etwa  a,  b,  c  und  an  B15  Cj  bestimmt  werden,  einander 
gleich  sind,  d.  h.,  wenn 

aB==a1b1,    ac  =  a1c1,    und    60  =  6^! 
ist."  .  ... 

Endlich  folgt  (a):  ,,Dass  bei  zwei  projectivisch  gleichen  Gera- 
den ihre  unendlich  entfernten  Puncte  entsprechende  Puncte  sind." 

II.  Zwei  perspectivische  Strahlbiischel  25, 2^  konnen  insbesondere 
so  sein,  dass  entweder  a)  ihr  perspectivischer  Durchschnitt  A  (§  9,  II)  zu 
ihrem  gemeinschaftlichen  Strahle  (ee:)  rechtwinklig  und  von  den  Mittel- 
puncten  5B,  Sj  der  Strahlbiischel  gleich  weit  entfernt  ist  (wie  etwa  Fig.  5), 
so  dass  je  zwei  entsprechende  Strahlen  gleiche  Stiicke  von  einander  ab- 
schneiden,  namlich  35 a  —  S^a,  336  =  33^;  u.  s.  w.,  oder  (3)  dass  je  zwei 
entsprechende  Strahlen  parallel  sind,  welches  namlich  dann  eintreten  wiirde, 
wenn  man  in  Gedanken  die  Figur  10  sich  so  verandern  Hesse,  dass,  wah- 
rend  die  Mittelpuncte  23,  3^  der  Strahlbiischel  fest  blieben,  deren  per- 
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spectivischer  Durchschnitt  A  sich  ins  Unendliche  entfernte,  wodurcli  Fig.  15 
entstande.  In  jedem  dieser  zwei  Falle  findet  offenbar  die  besondere  Eigen- 
thiimlichkeit  statt: 

,,Dass  je    zwei    entsprechende    Wihkel    der    beiden    Strahl- 
buschel 23,  SSj    einander  gleich  sind;"    so  dass  man  also  statt  des 
obigen  Gesetzes  (§  10,  II)  nur  die  einfache  Beziehung  hat: 
(3)      ^  (ab^&bj,    (ac)  =  (alCl),    (M-b^)    u.  s.  w. 

Zwei  Strahlbuschel,  denen  diese  besondere  Eigenschaft  zukonamt,  solleu 
projectivisch  „  gleich"  heissen. 

Es  folgt  aus  dieser  Eigenschaft  uranittelbar:  ,,Dass  das  ganze 
System  der  entsprechenden  Strahlenpaare  zweier  projectivisch 
gleicher  Strahlbuschel  bestimmt  sei,  sobald  ein  einziges  solches 
Paar,  etwa  a,  a19  gegeben  1st."  Jedoch  sind  dabei  in  Hinsicht  der 
Aufeinanderfolge  der  Strahlen  oder  der  Lage  der  Strahlbuschel  zwei  Falle 
zu  unterscheiden.  Namlich  man  kann  die  Strahlen  der  Reihe  nach  in1 
beiden  Strahlbuscheln  entweder  in  gleicher  oder  in  umgekehrter  Ord- 
nung  aufeinanderfolgend  annehmen;  d.  L,  man  kann  annehmen,  die  Strahlen 
a,  d,  b,  c,  ...  und  an  dt,  b15  c15  ...  folgen  sich,  von  den  Mittelpuncten 
der  Strahlbuschel  aus  betrachtet,  entweder  1)  in  beiden  Strahlbuscheln 
rechtsherum,  oder  in  beiden  linksherum  (wie  z.  B.  Fig,  15)  oder  2)  in 
dem  einen- Strahlbuschel  rechtsherum  und  in  clem  anderen  linksherum 
(wie  z.  B.  Fig.  5).  Das  Gesagte  findet  statt,  die  Strahlbiischel  mogen  sich 
in  perspectivischer  oder  schiefer  Lage  belinden.  Ina  Falle  (1)  sollen  die 
Strahlbiischel  ,,gleichliegend"  uncl  im  Falle  (2)  sollen  sie  ,,ungleich- 
liegend"  heissen.  Wird' der  eine  Strahlbuschel  in  Gedanken  umgewandt, 
und  wiederum  zu  dem  anderen  in  dieselbe  Ebene  gelegt,  so  wird  die 
Ordnungsfolge  seiner  Strahlen  offenbar  entgegengesetzt,  so  dass,  wenn  die 
Strahlbiischel  vorher  gleichliegend  waren,  sie  jetzt  ungleichliegend 
sind,  und  auch  umgekehrt.  Dieser  Unterschied  der  Lage  zweier  projecti- 
visch gleicher  Strahlbuschel  giebt  sich  weiter  unten  bei  der  Erzeugung 
der  Kegelschnitte  auf  sehr  auffallende  Weise  kund. 

JEs  folgt  ferner:  3)Dass  zwei  projectivische  Strahlbuschel  S3,  2^ 
allemal  gleich  sind,  sobald  irgend  dreiPaar  entsprechende  Win- 
kel  derselben,  welche  durch  drei  entsprechende  Strahlenpaare 
bestimmt  werden,  gleich  sind."  Und: 

3,Dass  daher  zwei  projectivische  Strahlbuschel  gleich  sind 
und  perspectivisch  liegen,  sobald  irgend  drei  entsprechende 
Strahlenpaare  parallel  sind." 

Endlich  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  es  bei  zwei  projectivisch 
gleichen  Strahlbuscheln  nicht  nur  ein  Paar  entsprechender  rechter  Winkel 
giebt  (§  9,  II),  sondern  dass  vielmehr ,  jedem  rechten  Winkel  des  einen 
Strahlbiischels  auch  ein  eben  solcher  im  anderen  entspricht. 
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Von  der  gegenseitigen  Lage  der  Gebilde  und  den  durch  sie  bedingten 

Satzen  und  Aufgaben. 

14.  NacMem  die  allgemeinen  und  besonderen  Gesetze,  die  zwischeu 
den  entspreehenden  Elementenpaaren  zweier  projectivischer  Geraden  A,  A1 
lind  zweier  projectivischer  Strahlbuschel  33,  33j  stattfinden,  untersuclit  wor- 
den,  sind  numnehr  die  EigenschafteB,  welche  von  der  gegenseitigen  Lage 
der  Gebilde  herriihren,  genau  zu  betrachten,  und  zwar  sollen  zunachst  die 
Merkmale  aufgesucht  werden,  woran  man  crkennt,  ob  zwei  solchc  Gebilde 
sicli  in  perspectivi seller  oder  in  schiefer  Lage  befinden. 

Da  bei  zwei  projectivischen  Geraden  A,  A15  wenn  sie  perspectivisch 
liegen,  zwei  entsprechende  Puncte  (e,  ej  in  ihrem  Durchschnitte  vereinigt 
sind  (§  9, I),  und  da  das  gauze  System  ihrer  entsprechenden  Punctepaare 
bestimint  1st,  sobald  irgend  drei  Paare  gegeben  sind  (§  10,  (3),  so  folgt 
nbtliwendiger  Weise,  dass  sie  sich  allemal  in  perspectivischer  Lage  befln- 
den  werden,  wenn  entweder  irgend  zwei  entsprechende  Puncte  in  ihrein 
Durchschnitte  vereinigt  sind,  oder  wenn  irgend  drei  Projectionsstrahlen  in 
einem  Puncte  zusainmentreffen, 

Sind  z.  B.  die  Geraden  A,  Aj  (Fig,  8)  in  Anseliung  der  Puncte  a,  6,  c, . .  . 
und  a1?  Bn  C17  ...  prqjectivisch,  und  man  denkt  sich  dieselben  in  solche 
Lage  gebraclit,  dass  irgend  zwei  entsprechende  Puncte,  ctwa  e  und  e19  zu- 
sammenfallen  (Fig.  7),  so  miissen  alle  Projectionsstrahlen  aa15  bb17  ccn  ... 
durch  einen  und  denselben  Punct  gehen.  Denn  fande  dieses  nicht  statt, 
so  konnte  man  den  Punct  S3,  in  welchem  irgend  zwei  Strahlen,  etwa  a  a,, 
6B19  sich  begegnen,  als  Mittelpunct  eines  Strahlbiischels  25  annehmen,  und 
clann  wiirde  letzterer  die  Geraden  A,  Ax  projectivisch  schneiden  (§  9,  I), 
und  zwar  waxen  a  und  an  6  und  6^  e  und  et  drei  entsprechende  Puncte- 
paare; da  aber  durch  drei  Paar  entsprechender  Puncte  das  ganze  System 
der  entsprechenden  Punctepaare  bestimmt  ist  (§  10,  (3),  so  muss  das  neue 
System  von  entsprechenden  Punctepaaren  mit  dem  gegebenen  vollig  uber- 
eiustiminen,  und  folglich  muss  jeder  Strahl  c,  d,  ...  des  Strahlbiischels 
23  durch  zwei  gegebene  entsprechende  Puncte  c  und  cn  b  und  b15  ... 
oder  mngekehrt,  jeder  Strahl  ccj?  bb1?  ...?  der  ein  Paar  gegebene  ent- 
sprechende Puncte  c  und  q,  b  uncl  b1?  ...  verbindet,  muss  durch  den 
Punct  S3  gehen.  Denkt  man  sich  ferner  die  gegebenen  Geraden  A,  Aa 
(Fig.  8)  in  solche  Lage  gebracht,  class  irgend  drei  Projectionsstrahlen,  etwa 
aan  6B1?  cc15  einander  in  einem  Puncte  58  treffen  (Fig.  7),  so  miissen  alle 
iibrigen  Projectionsstrahlen  bb1?  ...  durch  diesen  niimlichen  Punct  gehen. 
Denn  nimrnt  man  in  der  That  den  Panct  35  als  Mittelpunct  eines  Strahl- 
biischels an,  so  schneidet  derselbe  die  Geraden  A,  At  projectivisch,  und 
zwar  so,  class  a  und  a15  6  und  6n  c  und  ^  drei  entsprechende  Puncte- 
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paare  sind,  allein  da  diese  Punetepaare  auch  zu  dem  gegebenen  System 
von  entsprechenden  Punctepaaren  gehoren,  so  sind  die  Geraden  in  beiden 
Fallen  for  die  namlichen  Punetepaare  projectivisch,  und  folglich  geht  jeder 
Strahl  d,  .  .  .  cles  Strahlbiischels  SB  dnrch  zwei  gegebene  entsprechende 
Puncte  b  und  b15  .  .  .  der  Geraden  A,  A15  oder  nmgekehrt,  jeder  Projections- 
strahl  der  Geraden  gelit  durch  jenen  Punct  33,  und  folglich  liegen  die 
Geraden  perspectivisch. 

Da  andererseits  bei  zwei  projectivischen  Strahlbiischeln  S3,  3315  wenn 
sie  perspectivisch.  liegen,  zwei  entsprechende  Strahlen  (e,  Cj)  zusammen- 
fallen  (§  9,  II),  und  da  das  ganze  System  ihrer  entsprechenden  Strahlen- 
paare  bestimnit  ist,  sobald  irgend  drei  Paare  gegeben  sind  (§  10,  J3),  so 
ist  klar,  dass  sie  sich  allemal  in  perspectivischer  Lage  befinden  werden, 
wenn  entweder  irgend  zwei  entsprechende  Strahlen  auf  einander  fallen,  oder 
wenn  die  Durchschnitte  von  irgend  drei  entsprechenden  Strahlenpaaren  in 
einer  und  derselben  Geraden  liegen.  Sind  z.  B.  die  Strahlbuschel  33,  2^ 
(Fig.  11)  in  Ansehung  des  Systems  von  entsprechenden  Strahlen  a,  b,  c,  ... 
und  a15  b15  c1?  ...  projectivisch,  und  man  denkt  sich  dieselben  in  solche 
Lage  versetzt,  dass  irgend  zwei  entsprechende  Strahlen,  etwa  e  und  e1? 
auf  einander  fallen  (Fig.  10),  so  mussen  jede  zwei  entsprechende  Strahlen 
a  und  ai;  b  und  b1?  c  und  c15  ...  sich  auf  einer  und  derselben  Geraden 
A  schneiden.  Denn  legt  man  durch  zwei  solche  Durchschnitte,  etwa  durch 
die  Durchschnitte  a,  6  der  Strahlenpaare  a  und  a19  b  und  bx  eiue  Gerade 
A,  so  wurden,  wenn  man  fiir  einen  Augenblick  um  die  Mittelpuncte  33,  23X 
statt  der  gegebenen  Strahlbiischel  sich  andere  denken  wollte,  welche  die 
Gerade  A  zum  perspectivischen  Durchschnitt  (§  9,  II)  hatten,  dieselben 
von  den  gegebenen  nicht  verschieden  sein  konnen,  weil  sie  mit  ihnen  die 
drei  entsprechenden  Strahlenpaare  a  und  a15  b  und  b15  e  und  e1?  wodurch 
das  ganze  System  der  entsprechenden  Strahlenpaare  bestimmt  wird,  gemein 
hatten,  folglich  schneiden  sich  je  zwei  entsprechende  Strahlenpaare  c  und  c13 
d  und  d1?  .  .  .  der  gegebenen  Strahlbiischel  auf  der  namlichen  Geraden  A, 
und  folglich  liegen  die  Strahlbuschel  perspectivisch.  Wird  ferner  ange- 
nommen,  die  gegebenen  Strahlbuschel  33,  SSj  (Fig.  11)  seien  in  solche  Lage 
versetzt,  dass  irgend  drei  entsprechende  Strahlenpaare,  etwa  a  und  a1, 
b  und  b1?  c  und  c13  sich  auf  einer  Geraden  A  schneiden  (Fig.  10),  so 
Wiirden,  eben  so  wie  vorhin,  wenn  man  sich  um  die  Mittelpuncte  33,  23X 
ausser  den  gegebenen  Strahlbiischeln  noch  andere  denken  wollte,  welche 
die  Gerade  A  zum  perspectivischen  Durchschnitt  hatten,  dieselben  nicht 
von  den  gegebenen  verschieden  sein  konnen,  weil  sie  mit  ilnen  die  ge- 
nannten  drei  entsprechenden  Strahlenpaare  gemein  hatten,  folglich  mussen 
die  gegebenen  Strahlbuschel  perspectivisch  liegen  und  die  Gerade  A  zum 
perspectivischen  Durchschnitt  haben. 

Demnach  hat  man  nachstehende  Satze: 

St  einer'  s  Werke.    I.  18 
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,,Zwei  projectivische  Ge- 
rade  A,  Aj  befinden  sich  alle- 
mal  in  perspectivischer  Lage, 
wenn  entweder  a)  irgend  zwei 
entsprechende  Puncte  in  ihrem 
Durchschnitte  vereinigt  sind; 
oder  p)  wenn  irgend  drei  Pro- 
jectionsstrahlen in  einem 
Puncte  zusammentreffen."  "Dnd 
umgekehrt:  5?Wenn  von  diesen 
zwei  Umstanden  (a  oder  p)  der 
eine  oder  der  andere  entschie- 
dennicht  stattfindet,  so  befin- 
den sich  die  Geraden  allemal 
in  schiefer  Lage." 


,,Zwei  projectivische  Strahl- 
biiscliel  35,  2^  befinden  sich 
allemal  in  perspectivischer 
Lage,  wenn  entweder  a)  irgend 
zwei  entsprechende  Strahlen 
auf  einander  fallen,  oder  p)  wenn 
irgend  drei  entsprechende 
.Strahlenpaare  sich  auf  einer 
Geraden  schneiden."  Und  umge- 
kehrt: ,,Wenn  von  diesen  zwei 
Umstanden  (gc  oder  p)  der  eine 
oder  der  andere  entschieden 
nicht  stattfindet,  so  befinden 
sich  die  Strahlbuschel  allemal 
in  schiefer  Lage." 


Demnach  konnen  zwei  projectivische  Gerade,  oder  zwei  projectivische 
StrahMschel  auf  unzahlig  viele  verschiedene  Arten  in  perspectivische  Lage 
gebracht  werden,  indem  man  jede  zwei  entsprechende  Puncte  a  und  a^ 
B  und  B19  c  und  q,  ...  oder  Strahlen  a  und  a1?  b  und  b1?  c  und  c/,  . . . 
vereinigen  kann. 

Insbesondere  ist  Member  Folgendes  zu  bemerken. 

I.  Fur  projectivisch  ahnliche  (oder  gleiche)  Gerade  folgen  aus  dem 
obigen  Satze  nachstehende  besondere  Satze: 

,,Zwei  projectivisch  ahnliche  Gerade  A,  A,  liegen  allemal 
perspectivisch,  wenn  irgend  zwei  entsprechende  Puncte  (a  und  a1? 
oder  6  und  Bt,  ...,  od'er  q  und  qt)  in  ihrem  gegenseitigen  Durch- 
schnitte  vereinigt  sind,  und  zwar:  a)  wenn  zwei  endlich  entfernte 
entsprechende  Puncte  vereinigt  sind,  wie  z.  B.  e  und  ex  (Fig.  12), 
so  sind  die  Projectionsstrahlen  a,  b,  c,  . . .  sammtlich  parallel, 
so  dass  der  Projectionspunct  3S  unendlich  entfernt  liegt;  und 
b)  wenn  die  unendlich  entfernten,  einander  entsprechenden 
(§  13, 1)  Puncte  q,  ql  der  Geraden  vereinigt  sind,.  d.  h.,  wenn  die 
Geraden  parallel  sind,  dann  treffen  alle  Projectionsstrahlen  in 
einem  endlich  entfernten  Puncte  S5  zusammen,  der  entweder 
zwischen  (Fig.  6),  oder  jenseits  (Fig.  13)  der  Geraden  liegt.  (Sind 
die  Geraden  gleich,  so  liegt  der  Projectionspunct  33  im  ersten  Falle  in 
der  Mitte  zwischen  ihnen  (Fig.  6),  und  im  anderen  Falle  liegt  er  unendlich 
entfernt  (Fig.  14»u 

Und  ferner  folgt: 

,,Findet  sich,  dass  bei  zwei  projectivischen  Geraden  irgend 
drei  Projectionsstrahlen  parallel  sind,  so  scliliesst  man  daraus, 
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dass  die  Geraden  ahnlich  (oder  glcicli)  sind,  und  dass  sie  per- 
spectivisch  liegen  (§  13, 1,  a)." 

II.     Fur  Strahlbiischel  folgt  insbesondere : 

,,Dass  zwei  projectiviscli  gleiclie  Strahlbiischel  S3,  S^  alle- 
mal  perspectivisch  liegen,  wenn  irgend  zwei  entsprechende 
Strahlen  (a  und  an  b  und  b1?  . . .)  auf  einander  fallen,  und  zwar 
dass,  a)  wenn  sie  gleichliegejud  sind  (§  13,  II),  je  zwei  ent- 
sprecliende Strahlen  unter  sicli  parallel,  mitliin  ihr  perspecti- 
vischer Durchschnitt  A  unendlicli  entfernt  1st;  oder  b)  wenn  sie 
ungleicliliegend  sind,  ihr  perspectivischer  Durchschnitt  A  auf 
ihrem  gemeinschaftlichen  Stralile  33  2^  rechtwinklig  steht  und 
ilin  halftet  (Fig.  5)." 

Und  femer: 

,,Findet  sicli,  dass  bei  zwei  projectivischen  Strahlbuscheln 
irgend  drei  Paare  entsprechender  Strahlen  parallel  sind,  so 
folgt  daraus,  dass  die  Strahlbiischel  gleich,  gleichliegend  und 
perspectiviscli  sind  (§  13,  II)." 

15.  Ueber  die  perspectivische  Lage  zweier  projectivischen  Geraden 
oder  zweier  projectivischen  Strahlbiischel  ist  noch  Folgendes  zu  beroerken: 

Da  sich  zwei  projectivische  Gerade  A,  Al  alleinal  in  perspectivischer 
Lage  befinden,  sobald  in  ihreni  Durchschnitte  irgend  zwei  entsprecliende 
Puncte  vereinigt  sind  (§  14),  so  hat  der  von  ihnen  eingeschlossene  Winkel 
auf  diese  Eigenschaft  keinen  Einfluss.  Halt  man  die  eine  Gerade,  etwa  A 
(Fig.  7),  fest,  wahrend  man  die  andere  Aj  um  ihr  en  genieinschaffcUchen 
Durclischnitt  (eej  herunibewegt,  so  jedoch,  dass  die  namlichen  zwei  ent- 
sprechenden  Puncte  e  und  ex  stets  vereinigt  bleiben,  so  werden  also  die  Gera- 
den keinen  Augenblick  aufhoren  perspectiviscli  zu  sein,  allein  ihr  Pro- 
jectionspunct  S5  wird  offenbar  gleichzeitig  mit  Ax  seinen  Ort  andern,  und 
es  entsteht  daher  die  Frage,  in  welcher  Linie  er  sich  bewegen 
werde? 

Yermoge  der  Parallelstrahlen  q,  r  ist  diese  Frage  leicht  zu  beant- 
worten.  Denn  da  dieselfcen  stets  den  Geraden  A,  A^  parallel  bleiben,  und 
da  ihre  Durchschnitte  qis  r,  der  Voraussetzung  gemass,  ihre  Abstande  von 
dem  Durchschnitte  (eej  der  Geraden  nicht  andern,  so  dass  die  Abschnitte 
q^j,  re  der  Grosse  nach  unveranderlich  sind,  so  bleiben  auch  die  beiden 
iibrigen  Seiten  rS3,  q^  des  Parallelogramnis  SBr(ee1)q1  der  Grosse  nach 
unveranderlich,  und  da  endlich  der  Punct  r,  als  in  A  liegend,  fest  bleibt, 
so  muss  sich  der  Projectionspunct  33  in  derjenigen  Ereislinie 
bewegen,  welche  r33  zum  Halbmesser  und  r  zum  Mittelpunct  hat. 

Da  zwei  projectivische  Strahlbiischel  SB,  3^  in  einer  Ebene  sich  alleinal 
in  perspectivischer  Lage  befinden,  sobald  irgend  zwei  entsprechende  Strahlen 
auf  einander  fallen  (§  14),  so  hat  der  Abstand  (SSSJ  ihrer  Mittelpuncte 
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von  einander  auf  diese  Eigenschaft  koinen  Einftuss.  Hiilt  man  den  einen 
Strahlbuschel,  etwa  23  (Fig.  10),  fest,  wahrend  man  den  ancleren  2^  ilim 
naher  oder  ferner  riicken  lasst,  so  jedocli,  dass  stets  die  namlichen  zwei 
entspreclienden  Strahlen  e  und  ea  vereinigt  bleiben,  so  werden  also  die  Strahl- 
btischel  fortwahrend  perspectivisch  sein,  allein  ihr  perspectrvischer  Durch- 
schnitt  A  muss  offenbar  gleichzeitig  mit  dem  Stralilbiiscliel  3^  semen  Ort 
andern,  und  es  entsteht  daher  die  Frage,  was  das  Eigenthumliche 
seiner  Bewegung  sei? 

Diese  Frage  ist  mittelst  der  Parallelstralilen  q,  ^  leicht  zu  beant- 
worten.  Denn  da  der  Stralilbiiscliel  S52,  der  Voraussetzung  gemass,  sich 
otne  Drehung  bewegt,  so  bewegt  sich  jeder  Strahl  desselben  sich  selbst 
parallel,  folglich  bleiben  die  entspreclienden  Stralilen  q,  qx  stets  parallel, 
sie  sind  folglich  bestandig  die  Parallelstralilen,  und  folglich  muss  sich 
auch  der  perspectivische  Durchschnitt  A  sich  selbst  parallel 
b  ewe  gen,  namlich  er  muss  stets  dem  festen  Strahle  q  parallel  sein. 

Demnach  hat  man  nachstehende  Satze: 


,,Wenn  von  zwei  perspecti- 
vischen  Greraden  A,  Aj  die  eine 
fest  bleibt,  wahrend  die  andere 
sich  urn  ihren  gemeinschaft- 
lichen  Durchschnitt  dreht,  ohne 
zu  gleiten,  so  dass  stets  die- 
selben  zwei  entsprechenden 
Puncte  vereinigt  bleiben,  so 
bewegt  sich  der  Projections- 
punct  SS  in  einer  bestimmten 
Kreislinie,  welche  einen  der 
beiden  Durchschnitte  (cf^) 
der  Parallelstrahlen,  namlich 
denjenigen  der  in  der  festen 
Greradenliegt,  zumMittelpunct 
hat." 


,,Wenn  von  zwei  perspecti- 
vischen  Strahlbiischeln  S3,  33j 
der  eine  fest  bleibt,  wahrend 
der  anclere  sich  so  bewegt, 
dass  stets  dieselben  zwei  ent- 
sprechenden Strahlen  verei- 
nigt bleiben,  also  ohne  sich  zu 
drehen,  so  bewegt  sich  der 
perspectivische  Durchschnitt, 
A  sich  selbst  parallel,  und 
zwar  durch  die  ganze  Ebene 
fort,  d.  h.  er  gelangt  nach  und 
nach  in  die  Lage  von  jeder 
Geraden,  welche  mit  der  an- 
fangiichen  Geraden  A  parallel 
ist." 


Es  ist  hierbei  noch  Folgendes  zu  bemerken: 

I.  Bringt  man,  wahrend  die  Gerade  A  immerhin  fest  bleibt,  die 
Gerade  A2  in  andere  Lage,  so  dass  nach  einander  immer  andere  ent- 
sprechende  Puncte  in  dem  Durchschnitte  der  Geraden  vereinigt  werden, 
so  erhalt  man  andere  Ortskreise,  aber  alle  diese  Ortskreise  haben  den 
Punct  t  zum  gemeinschaftlichen  Mittelpunct. 

1st  der  Projectionspunct  35  in  irgend  einer  bestimmten  Lage  gegeben, 
so  kann  die  G-erade  A1  nur  zwei  verschiedene  Lagen  haben  (§  6,  II),  wie 
z.  B.  in*  Fig,  16,  wo  A',  die  zweite  Lage  vorstelll  Die  entsprechenden 
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Puiictcpaare  e  und  e15  f  mid  f15  die  in  beiclen  Fallen  in  deni  Durchschnitte 
dor  Geraden  voreinigt  word  on,  sind  so,  dass  re  =  rf  und  (in  Aj)  Cf^  =  C^, 
weil  niinalicli  33  in  dor  Mitto  zwischen  A1  und  A',  liogt  (§  6,  II).  Dalier 
folgt  fcrner:  ,,Dass  jeder  aus  deni  Mittelpunct  r  beschriebene 
Krois  123!  als  Ortskreis  angenommen  werden  konne,  und  dass 
fiir  denselben  zwoi  verschiedene  entsprecliende  Ptmctepaare 
(e  und  e15  oder  f  und  f-J  in  deni  Durchschnitte  der  Geraden  sich 
vereinigcn  lassen,  und  zwar  sind  diese  Puncte  jedesnial  so, 
dass  die  Durchschnitte  (r,  qj  der  Parallelstrahlen  in  der  Mitte 
zwischen  denselben  liegen." 

Noch  sind  zwei  entsprecliende  Punctepaare  zu  erwahnen,  die  sich  von 
alien  ubrigen  auf  eigenthiimliche  Weise  untersclieiden.  Nach  (§  12,  I)  ist 
nanilicn  das  Reclitock  unter  den  Abstanden  irgend  zweier  entsprechenclen 
Puncte  von  den  Durclisclinitten  der  Parallelstrahlen  constant.  Nun  giebt 
es  zwei  solclie  Punctepaare,  bei  welchen  das  genannte  Rechteck  ein  Quadrat 
wird.  Denn  man  denke  sicli  ein  Quadrat,  dessen  Inlialt  dem  constanten 
Lilialte  aller  Reclitecke  gleicli  ist,  und  dessen  Seite  auf  der  Geraden  A 
clurch  joden  der  zwei  Abschnitte  rg,  i§  dargestellt  sei,  so  mussen  notli- 
wendiger  Weise  auch  CfjC^,  qfy  Seiten  desselben  Quadrates,  und  also 

*8  =  <ll  8l  =*§  =  <&$! 

sein.  Werden  die  Geradon  A,  A1  so  gelegt,  dass  eins  dieser  Punctepaare 
g  und  g1?  ^  und  \  sich  in  ihreni  Durclisclinitte  befindet,  wenn  z.  B.  die 
Puncte  e  und  ^  (Fig.  7)  eines  dieser  Paare  vertreten,  so  ist  das  Parallelo- 
graanm  SBtCeO^i  euie  Raii^,  und  der  Strahl  e  halftet  den  von  den  Gera- 
den eingesclilossenen  Winkel.  Und  aucli  unigekehrt. 

II.  Bringt  man,  wahrend  der  Stralilbiischel  S5  fest  bleibt,  den  Strahl- 
bliscliel  33-t  so  in  andere  Lage,  class  nach  einander  ininier  andere  ent- 
sprecliende Stralilen  auf  einander  fallen,  so  erhlilt  der  perspectivische 
Durchschnitt  A  offenbar  andere  Riclitung,  und  zwar  wird  er  jede  mogiiche 
Richtung  in  der  Ebene  erhalten  konnen.  Denn  wird  der  perspectivische 
Durchschnitt  A  in  irgend  einer  bestimmten  Lage  angenommen  (wie  etwa 
in  Fig.  10),  so  kann  der  Stralilbiischel  SSj  zufolge  (§  6,  II)  auf  zwei  ver- 
schiedene Arten  so  gelegt  werden,  dass  er  mit  ihni  und  mit  dem  festen 
Stralilbiischel®  perspectivisch  ist,  und  zwar  werden  das  eine  Mai  zwei 
entsprecliende  Stralilen  e?  QI  ,  wie  in  der  Figur,  und  das  andere  Mai  irgend 
zwei  andere  entsprecliende  Strahlen,  etwa  f,  f15  auf  einander  fallen.  Stellt 
23j  die  zweite  Lage  cles  Mittelpunctes  ^  dar,  so  steht  A  auf  dem  Ab- 
schnitte 33,35;  rechtwinklig  und  halftet  ihn  (§  14,  EL),  daher  Kegt  $&(  eben- 
falls  in  der  Kreislinie  t23S3^,  die  m  zum  Mittelpuncte  hat,  und  daher 
werden  die  von  den  Strahlen  e  und  f  eingesclilossenen  Winkel  clurch  die 
Stralilen  s  und  t  gehiilftet;  und  eben  so  werden  im  Strahlbuschel  2^  die 
von  den  Strahlen  QI  und  fx  eingesclilossenen  Winkel  durch  die  Strahlen  sx 
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und  tj  gehalffcot.  Dalier  folgt:  ,,Dass  es  fiir  jede  gegebene  Richtung 
cles  perspectivischen  Durchschpittes  (A)  zwei  entsprechende 
Strahlenpaare  (eunde15  oder  fundfj  gieb't,  wo  von  das  eine  oder  das 
ancle  re  auf  einander  fallen  kann;  und  2  war  liegen  diese  Strahlen 
so,  dass  die  von  ihnen  eingeschlossenen  Winkel  durch  die 
Schenkel  (s,  t?  siy  tj  der  entsprechenden  rechten  Winkel  ge- 
halftet  werden." 

Aehnlicherweise  ,  wie  vorliin  (I),  sind  Mer  nocli  zwei  entsprechende 
Strahlenpaare  zu  erwahnen,  denen  ein  eigenthiimliches  Merkmal  zukommt. 
Da  nainlich  das  Product  aus  den  Tangenten  der  Winkel,  welclie  irgend 
zwei  entsprechende  Strahlen  init  den  ungleichnaniigen  Schenkeln  der  ent- 
sprechenden rechten  Winkel  einschliessen  ,  fur  alle  Strahlenpaare  einerlei 
Werth  hat  (§  12,  1),  so  wird,  wenn  die  eine  Tangente  die  Quadratwurzel 
aus  cliesem  Werthe  ist,  nothwendiger  Weise  die  andere  Tangente  ihr  gleich 
sein,  und  alsdann  werden  auch  die  zugehorigen  Winkel  einander  gleich 
sein.  Es  sei  z.  B.  (gt)  (Fig.  17)  ein  soldier  Winkel,-  so  wird  er  dem 
Winkel  (g^sj  gleich  sein,  und  wenn  er  auf  der  anderen  Seite  an  t  liegt, 
d.  h.,  wenn  (ht)  =  (gt),  so  ist  auch  (has1)  =  (ht),  naithin 

o 

Dann  ist  auch  zugleich 


Vermoge  dieser  Eigenschaft  der  entsprechenden  Strahlenpaare  g  und  gi: 
h  und  \  folgt,  dass,  wenn  die  Strahlbiischel  58,  SSj  so  gelegt  werden,  dass 
die  zwei  Strahlen  eines  dieser  zwei  Strahlenpaare  auf  einander  fallen, 
der  perspectivische  Durchschnitt  A  mit  den  vereinigten  Strahlen  (also  mit 
S5BJ  parallel  wird.  Und  auch  umgekehrt. 

16.  Bevor  die  Eigenschaften,  die  von  der  schiefen  Lage  projectivischer 
Geraden  und  projectivischer  Strahlbiischel  herriihren,  untersucht  werden, 
sollen  erst  besondere  Falle,  wobei  weder  das  Merkmal  der  perspectivi- 
schen  noch  der  schiefen  Lage  klar  hervortritt,  betrachtet  werden,  nara- 
lich  diejenigen  Falle,  WTO  zwei  projectivische  Gerade  auf  einander  gelegt,  und 
wo  die  Mittelpuncte  zweier  projectivischen  Strahlbiischel  vereinigt  werden. 
Diese  Falle  sind  von  grosser  Wichtigkeit  und  werden  in"  einem  spateren 
Hefte  (im  vierten)  einer  Reihe  der  interessantesten  Eesultate  zur  Grund- 
lage  dienen.  In  dem  Vorhergehenden  (§  15)  ist  der  ganze  Spielraum  in 
Hinsicht  der  perspectivischen  Lage  zweier  Geraden  und  zweier  Strahl- 
biischel gezeigt  worden,  nur  die  genannten  Grenzfalle  sind  dabei  unbertick- 
sichtigt  geblieben. 

Zunachst  entsteht  die  Frage: 

3,0b  bei  zwei  beliebig  auf-  ,,0b  bei  zwei  beliebig  auf- 

einander   gelegten   projectivi-       einander    gelegten   projectivi- 
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schen  Geraden  A,  A1  ent-  schen  Strahlbuscheln  25,  25X 
sprechende  Puncte  zusammen-  entsprechende  Strahlen  zu- 
fallen,  und  wieviel  Paare  zu-  sammenfallen,  und  wieviel 
sammenfallen?"  Paare  zusammenfallen?" 

Es  lasst  sicli  zum  Voraus  behaupten,  dass  weder  bei  den  Geraden 
A,  A1?  noch  bei  den  Stralilbuscheln  25,  S3X  drei  Paar  entsprechende  Ele- 
mente  zusainmenfallen  konnen,  well  durcli  drei  solche  Paare  alle  iibrigen 
bestimmt  sind  (§  11,  p),  und  folglich  die  Gebilde  nothwendiger  Weise 
gleici.  sein  miissten  (§  13, 1,  b),  so  dass  alsdann.je  zwei  entsprechende 
Elemente  zusammenfielen.  Also  konnen  im  Allgemeinen  niclit  mehr  als 
zwei  Paar  entsprechende  Eleinente  zusaramenfallen.  Diese  Behauptung 
bestatigt  sich  auf  folgende  Weise,  wenn  man  von  der  perspectivischen  Lage 
der  Gebilde  ausgeht  und  sie  in  die  hier  zu  untersuchenden  Grenzfalle 
iibergehen  lasst. 

I.  Wird  die  Gerade  Al  (Fig.  16)  unter  den  oben  angegebenen  Be- 
dingungen  (§  15)  so  lange  tun  den  Durchschnitt  (eq)  bewegt,  bis  sie  auf 
die-  feste  Gerade  A  fallt,  welches,  wie  man  sieht,  auf  zwei  Arten  ge- 
schehen  kann,  entweder  so,  dass  e^  auf  ef,  oder  dass  ^  auf  el  fallt,  so 
werden  ausser  den  schon  vereinigten  entsprechenden  Puncten  e,  ea  in  jedem 
Falle  nur  ein  einziges  Paar  entsprechende  Puncte  zusammen  fallen,  und 
zwar,  wenn  I  und  I  die  Puncte  sind,  in  welchen  der  Ortskreis  von  25  die 
Gerade  A  schneidet,  so  werden  im  ersten  Falle  nur  die  entsprechenden 
Puncte  f,  fj  und  im  anderen  Falle  nur  die  entsprechenden  Puncte  I,  Ia 
zusammenfallen,  weil  offenbar  nur  je  einer  von  den  zwei  Strahlen  k,  1  mit 
den  Geraden  A,  At  ein  gleichschenkliges  Dreieck,  dessen  gleiche  Seiten  in 
diesen  Geraden  liegen,  bilden  kann.  Der  Projectionspunct  25  fallt  also  das 
eine  Mai  mit  I  und  f19  das  andere  Mai  mit  I  und  ^  zusanimen.  Da- 
her  folgt: 

,,Wenn  zwei  projectivische  Gerade  A,  Aj  auf  einander  liegen, 
und  zwei  Paar  entsprechende  Puncte  (e  und  e1?  !  und  1^  oder  i  und  [J 
vereinigt  sind,  so  sind  sie  als  perspectivisch  anzusehen,  und 
zwar  ist  das  eine  Punctepaar  (welches  man  will)  als  Durchschnitt 
der  Geraden  und  das  andere  als  Projection.spunct  (35)  anzu- 
sehen." 

Wird  andererseits  der  Strahlbuschel  2^  unter  den  oben  angegebenen 
Bedingungen  (§  15)  so  lange  bewegt,  bis  sein  Mittelpunct  mit  dem  Mittel- 
puncte  des  festen  Strahlbtischels  25  sich  vereinigt,  so  wird  ausser  den 
schon  anfanglich  vereinigten  entsprechenden  Strahlen  e,  QI  nur  ein  einziges 
Paar  entsprechender  Strahlen  auf  einander  fallen,  namlich,  wie  leicht  zu 
sehen,  nur  die  Parallelstrahlen  q,  q^ ,  und  zwar  vereinigt  sich  gleichzeitig 
auch  der  perspectivische  Durchschnitt  A  mit  diesem  Strahlenpaai^e.  Da- 
her  folgt: 
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,,Wenn  die  Mittelpuncte  zweier  projectivischen  Stralilbiiscliel 
35,  3^  vereinigt  sind,  und  zwei  Paar  entsprechende  Stralilen  (e 
und  e15  q  und  c^)  auf  einander  liegen,  so  sind  sie  als  perspec- 
tivisch  anzusehen,  und  zwar  1st  das  eine  Strahlenpaar  (gleichviel 
welches)  als  der  perspectivische  Durchschnitt  (A)  zu  betrachten." 

II.  Urn  die  vorgelegte  Aufgabe  nach  ilirem  ganzen  Umfange  zu  losen, 
mag  folgende  Betrachtung  dienen,  die  alle  Umstande  klar  vor  Augen  stellt. 

Bei  zwei  projectivisclien  Geraden  A,  Ax  findet  in  Hinsicht  der  Auf- 
einanderfolge  ihrer  entspreclienden  Puncte  folgende  Bezielmng  statt: 

Befinden  sicli  die  Geraden  in  perspectivischer  Lage  (wie  etwa  in 
Fig.  16),  und  lasst  man  in  der  Yorstellung  einen  Projectionsstrahl  sicli 
uni  den  Projectionspunct  35  bewegen,  fangt  man  z.  B.  mit  der  Lage  von 
h  an  und  bewegt  ilin  linksherum,  so  dass  er  nacli  einander  in  die  Lage 
von  k,  q,  1,  g,  r,  f,  h  gelangt,  so  sieht  man,  class  von  den  zugehorigen 
entspreclienden  Puncten  !§,  ^  der  eine  in  der  Geraden  A  sicli  von  1§  fiber 
I  liinaus  nach  dein  unendlich  entfernten  Puncte  q  bewegt,  von  da  auf  der 
entgegengesetzten  Seite  liber  I,  g,  e  bis  r  ruckt  und  von  da  iiber  f  end- 
licli  naah  ^  zuriickkehrt  —  wahrend  der  andere  in  der  Geraden  A^  sich 
von  \  iiber  \  bis  q1  bewegt,  von  da  iiber  l^  g1?  ^  Mnaus  nach  dem 
unendlicli  entfernten  Puncte  ^  fortruckt  und  von  da  auf  der  entgegen- 
gesetzten Seite  iiber  ft  endlich  nacli  ^  zuriickkehrt.  Sowohl  der  eine  als 
der  andere  Punct  bewegt  sich  demnach  stets  nacli  der  namlichen  Richtung 
hin;  wiirde  sich  der  erstere  nach  der  umgekehrten  Richtung  bewegen,  so 
wiirde  der  andere  ein  Gleiches  thun. 

Werden  nun  die  Geraden  beliebig  auf  einander  gelegt,  so  konnen  dabei 
nur  folgende  zwei  wesentlich  verschiedene  Falle  stattfinden,  naralich  die 
Geraden  sind  in  Hinsicht  der  Aufeinanderfolge  der  entspreclienden  Puncte, 
oder  in  Hinsicht  der  Eichtungen,  nach  welchen  sich,  wie  man  eben  ge- 
sehen  hat,  die  Puncte  bewegen,  entweder: 

a)  gleichliegend,  d.  h.  ihre  entsprechenden  Puncte  folgen  einander 
nach  einerlei  Richtung  hin,  so  dass,  wenn  ein  Punct  in  der  Ge- 
raden A  sich  von  rechts  nach  links  bewegt,  dann  sein  entsprechen- 
der  in  der  Geraden  Al  sich   ebenfalls  von  rechts  nach  links  be- 
wegt, (wie  z.  B.  in  Fig.  19),  oder : 

b)  ungleichliegend,  d.  h.  ihre  entsprechenden  Puncte  folgen  ein- 
ander nach  entgegengesetzten  Richtungen  hin,  so  dass,  wenn  ein 
Punct  in  A  sich  von  rechts  nach  links  bewegt,    dann  sein  ent- 
sprechender  in  A1  sich  von  links  nach  rechts  bewegt,  (wie  z.  B. 
in  Fig.  18). 

Da  jede  von  den  Geraden  durch  die  Puncte  r,  c^  (Durchschnitte  der 
Parallelstrahlen  (§  9, 1)),  deren  entsprechende  r1?  q  unendlich  entfernt  sind, 
in  zwei  unendliche  Theile  getheilt  wird,  welche  einander  paarweise  ent- 
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sprechen  (narolich  sowohl  die  Theile  rljf...q  und  Cf^^...^,  als  rgl...q 
und  qASi---?!  entspreclien  einander  und  entlialten  entsprechencle  Puncte, 
so  dass  jedein  Punct  in  dein  einen  Theile  ein  Punct  im  anderen  Theile 
entspricht),  so  ist  klar,  dass  im  Falle  (b)  langs  der  Strecke  tqx  keine  ent- 
sprechenden Puncte  zusammentreffen  konneii,  weil,  wcnn  die  mit  r,  Cfx 
vereinigten  Puncte  etwa  n^  ttt  heissen,  offenbar  die  den  Puncten  von  t 
bis  m  entsprechenden  Puncte  jenseits  m1  liegen,  und  eben  so  die  den 
Puncten  von  q1  bis  ttj  entsprechenden  Puncte  sammtlich  jenseits  n  liegen. 
Daher  konnen  nur  in  den  Strecken  von  r  bis  n  und  von  qt  bis  tn1  ent- 
sprecliencle Puncte  zusamnienfallen.  Dass  in  der  That  in  jeder  dieser 
Strecken  allemal  ein,  und  nur  ein  Paar  entsprechender  Puncte  sich  trifft, 
ist  leicht  zu  sehen,  denn,  wahrend  z.  B.  ein  Punct  in  A  von  r  ttber  t),  !... 
hinaus  bis  ins  Unendliche  fortriickt,  koinmt  sein  entsprechender  in  Al  von 
da  her  liber  ty13  \...  nach  q1?  so  dass  nothwendiger  Weise  beide  Puncte 
irgendwo,  etwa  in  (Ifj),  sich  begegnen  miissen.  Oder  dasselbe  ist  auch 
eine  leichte  Folge  des  obigen  Ausdruckes  (§  12,  I,  p),  wonach  das  Recht- 
eck  unter  den  Abstiinden  zweier  entsprechenden  Puncte  von  den  Puncten 
r,  q5  einen  bestandigen  Inhalt  hat.  Denn  bestinuat  man  in  beiden  Strecken 
zwei  Puncte,  etwa  e,  f,  so,  dass  die  Eechtecke  re^e  und  icl.q^  den  ge- 
nannten  constanten  Inlialt  haben,  "welches  alleraal,  aber  nur  auf  eine  Art, 
moglich  ist,  so  sind  nothwendiger  Weise  e  und  I  diejenigen  beiden  Puncte, 
welche  allein  sich  mit  ihren  entsprechenden  ^  und  ^  vereinigen. 

Im  anderen  Falle  (a)  sieht  man,  dass  weder  in  dem  Theile  r^I.-q 
noch  in  dem  Theile  q^^ ...  tj  entsprechende  Puncte  sich  vereinigen  konnen, 
weil  eben  diese  zwei  Theile  entsprechend  sind  uncl  entsprechende  Puncte 
entlialten.  Dagegen  sind  rut  und  q^  Abschnitte  entsprechender  Theile, 
so  dass  also  von  r  bis  ql  moglicher  Weiser  entsprechende  Puncte  sich  treffen 
konnen.  Diese  Moglichkeit  hangt  davon  ab,  ob  die  Strecke  r^  so  getheilt 
werden  kann,  dass  das  Eechteck  unter  den  Abschnitten  einen  bestimmten 
gegebenen  Inhalt  habe,  namlich  wenn  g  und  gn  !§  und  \  die  ilinen  oben 
(§  15,  I)  beigelegte  Eigenschaffc  haben,  wonach  tg  =  q1g1  =tl^==q1^1,  so 
ist  der  genannte  Inhalt  =tg2  =  q1g^  u.  s.  w.  Wenn  demnach  die  Strecke 
rqx  grosser  ist  alstg+q^j,  oder  t^+qj^,  so  treffen  allemal  zwei  Paar 
entsprechender  Puncte  zusammen,  wie  vorhin;  ist  die  Strecke  t^  gerade 
gleich  YQ  +  Cdga,  oder  gleich  r^  +  qj^,  so  trifffc  nur  ein  Paar  ent- 
sprechender Puncte  zusammen,  und  zwar  entweder  die  entsprechenden 
Puncte  g  uncl  gn  oder  ^  und  ^;  und  wenn  endlich  die  Strecke  xq1  kleiner 
ist  als  rgH-qjgj,  oder  2rg,  welches  z.  B.  in  Fig.  18  der  Fall  ist,  so  ist 
gar  kein  Zusammentreffen  von  entsprechenden  Puncten  moglich.  Also 
kann,  wenn  die  Gerade  A  fest  bleibt,  die  Gerade  Az  urn  eine  Strecke 
=  4rg  hin  and- her  bewegt  werden,  oline  dass  entsprechende  Puncte  zu- 
sammentreffen,  namlich  die  Grenzen  dieses  Spielraums  gestatten,  dass  sie 
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sich  nach  links  bewegen  darf,  bis  g  und  g15  und  nach  rechts,  bis  l(j  und 
^  zusammentreffen;  in  jeder  dieser  Grenzen  trifft  ein  einziges  Paar  ent- 
sprechender  Puncte  zusammen,  namlich  die  eben  genannten;  werden  aber 
diese  Grenzen  uberschritten,  so  treffen  immer  zwei  Paare  zusammen. 

Andererseits  findet  man  bei  zwei  projectivischen  Strahlbuscheln  33, 
SSj  durch  eine  ahnliche  Betrachtung  ganz  entsprechende  Resultate.  Werden 
die  Strahlbuschel  concentrisch  gelegt,  so  konnen  in  Hinsicht  der  Aufein- 
anderfolge  der  entsprechenden  Strahlen  folgende  zwei  wesentlich  verschie- 
dene  Falle  stattfinden,  namlich  die  Strahlbiischel  sind  entweder: 

a)  gleichliegend,  d.  L,  ihre  entsprechenden  Strahlen  folgen  einan- 
der  nach  einerlei  Ordnung,  so  dass,  wenn  man  einen  Strahl  h 
des  Strahlbuschels  35  sich  rechtsherum  bewegen  lasst  (vom  Mittel- 
punct  SB  aus  betrachtet),  dann  sein  entsprechender  ^  im  Strahl- 
biischel 2Sa  sich  ebenfalls  rechtsherum  bewegt  (§  13,  II),  (wie 
z.  B.  in  Fig.  20);  oder: 

P)  ungleichliegend,  d.  h.,  ihre  entsprechenden  Strahlen  folgen  in 
ungleicher  oder  verkehrter  Ordnung  auf  einander,  so  dass,  wenn 
Strahlen  in  dem  ^inen  Strahlbiischel  rechtsherum  sich  folgen, 
dann  ihre  entsprechenden  im  anderen  Strahlbiischel  linksherum 
nach  einander  folgen,  (wie  z.  B.  in  Fig.  21)*). 

Vermoge  der  entsprechenden  rechten  Winkel  (st),  fotj  (§  9,  II),  und 
durch  Hiilfe  der  obigen  Ausdrucke  (§  12,  y,  8)  und  mit  Riicksicht  auf  die 
besondere  Eigenschaft  der  Strahlen  g,  g15  h,  \  (§  15,  II)  kann  man  auf 
alinliche  Art,  wie  vorhin  bei  den  Geraden  A,  A1?  auch  fiir  die  gegen- 
wartigen  Falle  finden,  dass  im  Falle  (a)  entweder  1)  zwei,  oder  2)  ein, 
oder  3)  gar  kein  Paar  entsprechender  Strahlen  auf  einander  fallen,  und 
dass  .dagegen  im  Falle  (P)  allemal  zwei  Paar  entsprechender  Strahlen 
auf  einander  fallen.  Oder  diese  Resultate  konnen  auch  aus  den  vorigen, 
wie  folgt,  hergeleitet  werden.  Schneidet  nian  die  concentrischen  Strahl- 
biischel (Fig.  20  oder  Fig.  21)  mit  irgend  einer  Geraden,  so  kann  man 
diese  als  zwei  vereinigte  Gerade  (AAX)  ansehen,  wovon  jede  einen  der 
beiden  Strahlbiischel  schneidet,  und  die  also  in  Ansehung  der  Punctepaare, 
in  welchen  sie  von  entsprechenden  Strahlen  geschnitten  werden,  zufolge 
des  Satzes  (§  11,  III)  projectivisch  sind,  und  zwar  ist  die  Lage  der  Ge- 
raden und  der  Strahlbiischel  allemal  ubereinstimmend,  d.  h.,  die  Ge- 
raden (AAJ  sind  bei  Fig.  20  gleichliegend  und  bei  Fig.  21  un- 
gleichliegend, und  da  nun,  wenn  in  den  Geraden  entsprechende  Puncte 
zusammentreffen,  nothwendiger  Weise  auch  die  zugehorigen  Strahlen  der 

*)  Befinden  sich  die  Strahlbiischel  in  perspectivischer  Lage,  so  sind  sie  gleich- 
liegend oder  Tingleiehliegend,  je  nachdem  ihre  Mittelpimete  auf  einerlei  (Fig1. 17) 
oder  auf  entgegengesetzten  (Fig.  5)  Seiten  des  perspectivischen  Durchschnittes  A 
liegen;  imd  auch  umgekehrt. 
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Strahlbuschel  auf  einander  fallen,"  und  aucli  umgekehrt,  so  folgen  also  da- 
raus, wie  gesagt,  die  genannten  Resultate. 

Also  folgen  aus  dieser  Betrachtung  zusammengenommen  nachstehende 
Satze: 


^Warden  zwei  projectivi- 
sche  Gerade  A,  A1  beliebig 
auf  einander  gelegt,  so  vereini- 
gen  sich  im  Allgemeinen  zwei 
Paar  entsprecliender  Piuicte, 
namlich:  a)  Wenn  die  Geraden 
gleichliegend  sind,  so  giebt  es 
einen  bestimmten  Spielrauin, 
innerhalb  dessen  keine  ent- 
sprechenden  Puncte  sich  tref- 
fen^  an  beiden  Grenzen  dieses 
Raumes  vereinigt  sich  nur  ein 
Paar  (g  und  gx  oderHjund^),  und 
uber  diese  Grenzen  liinaus  ver- 
einigen  sich  allemal  zwei  Paar 
entsprecliender  Puncte;  und  b) 
wenn  die  Geraden  ungleich- 
liegend  sind,  so  treffen  alle- 
mal zwei  Paar  entsprecliender 
Puncte  zusammen." 


,,Wenn  zwei  projectivisclie 
Strahlbuschel  S3,  3^  beliebig 
concentrisch  gelegt  warden,  so 
fallen  irn  Allgemeinen  zwei 
Paar  entsprecliender  Strahlen 
auf  einander,  namlich:  a)  Wenn 
die  Strahlbiischel  gleichlie- 
gend sind,  so  giebt  es  einen 
bestimmten  Spielraum,  inner- 
halb dessen  keine  entsprechen- 
den  Strahlen  sich  treffen,  an 
beiden  Grenzen  dieses  Raumes 
vereinigt  sich  nur  ein  Paar  (g 
und  gp  oder  h  und  hj,  und 
iiber  diese  Grenzen  liinaus  ver- 
einigen  sich  allemal  zwei  Paar 
entsprechender  Strahlen;  und 
b)  wenn  die  Strahlbuschel  un- 
gleichliegend  sind,  so  fallen 
allemal  zwei  Paar  entspreclien- 
der Strahlen  auf  einander. a 

III.  Fur  ahnliche  oder  gleiche  projectivisclie  Gerade,  und  fur  gleiche 
projectivische  Strahlbuschel  werclen  die  vorstehenden  Siitze  (II)  insbeson- 
dere  wie  folgt  besclu-ankt: 

3,Werden  zwei  projectivisch  ahnliche  Gerade  A,  A1  beliebig 
auf  einander  gelegt,  gleichliegend  oder  ungleichliegend,  so  ver- 
einigen  sich  allemal  zwei  Paar  entsprechender  Puncte,  wovon 
das  eine  Paar  natlirlich  die  unendlich  entfernten  Puncte  sind 
(§  13,  I,  a).« 

,,Werden  zwei  projectivisch 
gleiche  Strahlbuschel  S3,  33j 
gleichliegend  concentrisch  ge- 
legt, so  fallen  entweder  gar 
keine  entsprechenden  Strahlen 


,,Werden  zwei  projectivisch 
gleiche  Gerade  gleichliegend 
auf  einander  gelegt,  so  trifft 
sich  entweder  nur  ein  Paar 
entsprechende  Puncte,  namlich 
die  unendlich  entfernten,  oder 
es  treffen  sich  je-  zwei  ent- 
sprechende Puncte." 


auf  einander,  oder  es  fallen  je 
zwei  entsprechende  Strahlen 
auf  einaader." 
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,,Werden  zwei  project! visch  ,,Werden  zwci  projectivisch 

gieiche    Gerade    ungleichlie-  gieiche  Strahlbiischelungleich- 

gend   auf  einander   gelegt,    so  liegend  auf  einander  gelegt,  so 

treffen  sich  allomal  zwci  Paar  fallen  allemal  zwei  Paar  ent- 

entsprechender  Puncte,  wovon  sprechender  Strahlen  auf  ein- 

clas  eiue  Paar  naturlich  die  un-  ander,    namlicli    die   Schenkel 

endlich  entfernten  Puncte  sind  zweier  entsprechenden  rechten 

(§  13,  I,  b).«  Winkel  '(§  13,  II)." 

IV,  Aus  den  obigen  Satzen  (II)  folgert  mail  leicht  den  nachstehen- 
den  Satz: 

wWenn  zwei  projectivisclie  Gebilcle  A,  35,  d.  h.  eine  Gerade 
und  ein  ebener  Strahlbiischcl,  sicli  in  schiefer  Lage  befinden 
(Fig.  2),  so  treffen  im  Allgemeinen  zwei  Paar  entsprechender  Ele- 
mento  zusammen,  cl.  h.  es  gehen  zwei  Strahlen  des  Strahlbu- 
scliels  durcli  die  ihnen  entsprechenden  Puncte  cler  Geraden; 
namlich  wenn  die  Gebilde  ungloichliegend  sind,  so  findet  dieses 
allemal  statt;  wenii  sie  dagegen  gleicliliegend  sind,  so  treffen 
entweder  1)  zwei,  oder  2)  nur  ein,  oder  3)  gar  kein  Paar  ent- 
sprechender Eleinente  zusainmen." 

17.  An  die  vorhin  gefundenen  Resultate  (§  16)  schliessen  sich  uach- 
stehcnde  Aufgaben  an,  fur  welclie  eine  zweckmassige  Losung  um  so  wiin- 
sclienswerther  ist,  da  in  der  Polge  verscluedene  andere  Aufgaben  sich  auf 
clieselben  zuruckbringen  lassen. 

3,Bei  zwei  auf  einander  lie-  ,,Bei    zwei    concentrischen 

genden  ^projectivischen   Gera-  projectivischen     Strahlbii- 

den     A,     A1     die     vereinigten  scheln  23,    Sd1  die   vereinigten 

entsprechenden    Puncte     zu  entsprechenden    Strahlen    zu 

finden."  finden." 

Auflosung.  I.  Die  bisher  entwickelten  Eigenschaften  geben  zur 
Losung  cler  Aufgaben  folgende  Mittel  an  die  Hand: 

a)  Damit  die  projectivische  Beziehung  der  Geraden  A,  Aj  bestimnit 
sei,  miissen  wenigstens  drei  entsprechende  Punctepaare  gegeben  sein 
(§  10,  p).  Es  seien  etwa  a,  B,  c  und  a15  615  q  (Fig,  22)  gegeben.  Man 
suche  zuvorderst  die  Durchschnitte  ry  ^  der  Parallelstrahlen,  und  zwar 
dadui'ch,  dass  man  die  Geraden  perspectivisch  legt,  namlich  sie  so  legt, 
dass  sie  einander  schneiden,  und  dass  eins  der  drei  entsprechenden  Puncte- 
paare, etwa  c  und  q,  in  ihrem  Durchschnitte  vereinigt  sind;  d.  h.,  man 
zieht  durch  c  eine  beliebige  dritte  Gerade  A1,  nimmt  darin,  ausser  dem 
mit  c  vereinigten  Puncte  c1,  die  Puncte  a1,  61  so,  dass  a1c1  =  o1c1, 
t)3c1  =  b1c1,  a1b1  =  a:l]61,  uud  zieht  ferner  die  Strahlen  aa1,  B161,  die  sich 
in  23  begegnen,  und  durch  diesen  Punct  23  zieht  man  endlich  die  Parallel- 
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strahlon  r,  q,  so  1st  t  der  eine,  und  wenn  q^  =q1a1,  and  zwar  gleich- 
liegend,  genommen  wird,  so  1st  q3  der  andere  gesuclvfce  Punct.  Sind  die 
Puncte  r,  Cf1  gefunden,  so  ist  zur  Losung  der  Aufgabe  nur  noch  noting, 
in  den  vereinigten  Geraden  (AAJ  zwei  Puncte  e,  !  zu  finden,  fur  welche 
die  Rechtecke  er.eqj  und  Ix.lq1  gegebenen  Inlialt,  namlich  mit  dein 
gegebenen  Rechteck  ar.^  gleichen  Inlialt  haben,  welches  eine  bekannte 
elementare  Aufgabe  ist;  denn  alsdann  sind  e,  I  diejenigen  Puncte,  die  sich 
mit  iliren  entsprechenden  e1?  \  vereinigen.  Nur  hat  man  in  Hinsicht  der 
Lage  der  Puncte  e,  I  ausserdem  die  oben  (§  16,  II)  auseinandergesetzten 
Umstande  genau  zu  beracksichtigen. 

b)  Auf  ganz  ahnliche  Weise  kann  man  bei  den  Strahlbuscheln  S3, 
S51  verfahren.  Namlieh  durch  Hiilfe  eines  Strahlbiischels  S31,  welches  SSj 
gleich  ist  und  mit  35  perspectivisch  liegt,  suclit  man  zuerst  die  entspre- 
chenden  rechten  Winkel  (st),  (s^),  u.  s,  w.  Oder  man  kann  diese  Auf- 
gabe auf  die  erste  (a)  bringen,  und  zwar  dadurcli,  dass  man  die  verei- 
nigten  Strahlbuschel  (33 SS^  dui*ch  irgend  eine  Grerade  schneidet,  und  diese 
als  zwei  vereinigte  Gerade  (AAA)  betraclxtet,  eben  so,  wie  schon  vorliin 
(§  16,  II)  geschelien  ist. 

II.  Eine  andere,  viel  einfachere  Auflosung,  deren  Richtigkeit  jedoch 
erst  spater  (§  46,  III)  bewiesen  wird,  ist  folgende: 

a)  Man  zieke  irgend  eine  Kreislinie  ax  S3  (Fig.  23)  und  ziehe  aus 
einem  beliebigen  Puncte  33  derselben  durch.  die  drei  in  den  vereinigten 
Geraden  (A AJ  gegebenen  Punctepaare  a,  I),  c  und  ax,  615  Cj  die  Geraden 
23  a,  33  B,  . . .,  welche  die  Kreislinie  zum  zweiten  Male  in  den  Puncten  a, 
p,  y  und  cq,  pn  ^  schneiden,  verbinde  von  diesen  Puncten  das  eine  Paar 
gleichnamige,  etwa  a,  a1}  wechselseitig  mit  den  beiden  anderen  Paaren, 
namlich  so:  man  ziehe  die  Geraden  a^15  a^,  die  sich  in  j33,  und  die  Ge- 
raden a-ft,  aj,  die  sich  in  y2  schneiden;  -ziehe  sofort  die  Gerade  P2y2, 
welclie  die  Kreislinie  in  den  Puncten  s,  *  schneidet,  und  durch  diese 
Puncte  ziehe  man  endlich  aus  33  die  Geraden  33 e,  33 x,  so  werden  diese 
der  Geraden  (AAJ  in  den  gesuchten  vereinigten  entsprechenden  Puncte- 
paaren  e  und  e^  I  und  \  begegnen.  Sind  die  Geraden  A,  A^  gleichlie- 
gend,  so  wird, die  Gerade  P2y2  den  Kreis  entweder  1)  schneiden,  oder 
2)  beriihren,  oder  3)  gar  nicht  treffen,  je  nachdem  1)  zwei,  oder 
2)  ein,  oder  3)  gar  kein  Paar  entsprechender  Puncte  znsammentreffen 
(§  16). 

Sobald  also  irgend  ein  Kreis  (oder  uberhaupt  ein  Kegelschnitt),  der 
mit  den  auf  einander  gelegten  Geraden  (AAj)  in  einer  Ebene  liegt,  gegeben 
1st,  so  kann  die  Aufgabe-  mittelst  des  Lineals  allein  gelost  werden. 
Diese  Auflosung  wurde  Mer  nicht  nur  deshalb  mitgetheilt,  weil  sie  an  und 
fiir  sich  sehr  bemerkenswerth  ist,  sondern  weil  sie  in  der  Folge  noch  bei 
vielen  anderen  Aufgaben  Anwendung  findet,  und  zwar  so,  dass  man  da- 
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(lurch  zu  Auflosungen  gelangt,  die  vor  den  bisher  bekannten  grossen  Vor- 
zug  verdienen. 

b)  Auch  die  andere  Aufgabe  kann  auf  ganz  entsprechende  Weise  ge- 
lost  werden,  d.  L,  statt  eines  Punctes  35  in  der  Kreislinie  wird  irgend 
eine  Tangente  an  derselben  angenommen  u.  s.  w.  Das  Ausfuhrlichere  dieser 
Auflosung  wird  hier  iibergangen.  Uebrigens  'ist  es  einfacher,  die  Aufgabe 
eben  so,  wie  vorhin  (I),  auf  die  erste  zu  bringen  und  nach  vorstehender 
Vorschrift  (a)  zu  losen.  Oder  wenn  der  Hiilfskreis  niclit  in  bestimmter 
Lage  gegeben  ist,  sondern  wenn  es  gestattet  ist,  ihn  belie  big  zu  ziehen, 
so  kann  man  ihn  so  ziehen,  dass  er  durcli  den  •  gemeinschaftliclien  Mittel- 
punct  der  Strahlbuschel  geht,  wie  etwa,  wenn  in  dem  vorerwahnten  Puncte 
35  beide  Mittelpuncte  25,  231  vereinigt  waren,  so  wurde  man  alsdann 
mittelst  der  entsprechenden  Strahlen  a,  b,  c  und  a15  bn  QI  die  vereinigten 
entsprechenden  Strahlen  e  und  e15  k  und  ^  duich  das  vorige  Verfahren 
(a)  linden  konnen,  wie  leicht  zu  sehen. 

18.  Die  wichtigsten  Eigenschaften,  welche  bei  der  schiefen  Lage  zweier 
projectivischen  Geraden  A,  Aj  und  zweier  projectivisclien  Strahlbiiscliel  25, 
S5j  statthaben,  namlich  das  Gesetz,  welchem  bei  den  Geraden  die  Pro- 
jectionsstrahlen  und  bei  den  Strahlbuscheln  die  Durchschnitte  der  ent- 
sprechenden  Strahlen  unterworfen  sind,  konnen  hier  noch  nicht  in  ihrem 
ganzen  Umfange  erforscht  werden;  sie  sind  daher  zum  Theil  dem  dritten 
Kapitel  yorbehalten. 

Vorlaufig  sollen  nur  folgende  Satze  und  Aufgaben,  die  sich  leicht 
auf  vorangegangene  Satze  und  Aufgaben  bringen  lassen,  aufgestellt  werden: 

,3Wenn  zwei  projectivische  3,Wenn  zwei  projectiyische 

Gerade  A,  A^  sich  in  schiefer  Strahlbuschel  35,  3^  sich  in 
Lage  befinden,  so  gehen  durch  schiefer  Lage  befinden,  so  lie- 
irgend  einen  Punct  35  im  All-  gen  auf  irgend  einer  Geraden 
gemeinen  und  hochstens  nur  A  im  Allgemeinen  und  hoch- 
zwei  Projectionsstrahlen;  al-  stens  nur  zwei  Durchschnitte 
so  konnen  auch  nur  hochstens  entsprechender  Strahlen;  al- 
zwei  und  zwei  Projections-  so  konnen  auch  nur  hochstens 
Strahlen  parallel  sein."  zwei  Paar  entsprechender 

"Strahlen  parallel  sein." 

Denn  denkt  man  sich  urn  den  Denn  denkt  man  sich  zwei  Ge- 

genannten  Punct  25  zwei  Strahl-  rade  A,  A15  die  in  der  genannten 
buschel  5B,  S515  die  mit  den  gege-  Geraden  A  auf  einander  liegen,  und 
benen  Geraden  perspectivisch  sind,  die  mit  den  gegebenen  Strahlbu- 
so  mussen  dieselben  unter  sich  pro-  scheln  perspectivisch  sind,  so  mtissen 
jectivisch  sein  (§  11),  und  ihre  zwei  dieselben  unter  sich  projectivisch 
Paar  vereinigte  entsprechende  Strah-  sein  (§11),  und  ihre  zwei  Paar 
len  (§  16,  II)  miissen  offenbar  die  vereinigte  entsprechende  Puncte 


19.        Satze  uiid  Porismen,  die  aus  Zusammenstelhmg  der  Grebilde  entspringeii.          287 

zwei  genannten  ProjectionsstraMen  (§  16,  II),  mussen  offenbar  Durch- 
der  Geraden  A,  A1  sein.  schnitte  entsprechender  Strahlen  der 

Strahlbuschel  25,  ^  sein. 

Werden  nun  die  Aufgaben  gestellt: 

,,Bei    zwei    schiefliegenden  wBei    zwei   schiefliegenden 

projectivischen  Geraden  A,  A1  projectivischen  Strahlbiischeln 
die  (zwei)  Projectionsstrah-  25,  581  diejenigen  Durchschnitte 
len  zu  finden,  die  durch  ir-  entsprechender  Stralilen  zu 
gend  einen  gegebenen  Punct  35  finden,  die  in  einer  gegebenen 
gehen;"  Geraden  A  liegen;" 

so  ist  zufolge  des  vorstehenden  Satzes  klar,  wie  sie  nach  (§  17)  leiclit  zu 
losen  sihd. 

Welchen  Spiebauin  der  Punct  33  hat,  wenn  die  Geraden  A,  A1  ge- 
geben  sind,  damit  entweder  zwei,  oder  ein,  oder  gar  kein  Projections- 
strahl  durch  denselben  geht,  und  welchen  Spielraum  die  Gerade  A  hat, 
wenn  die  Strahlbuschel  25,  2^  gegeben  sind,  damit  entweder  zwei,  oder 
ein,  oder  gar  kein  Durchschnitt  von  entsprechenden  Strahlen  in  ihr  liegt, 
wird,  wie  schon  erwahnt,  durch  weitere  Entwickelungen  im  dritten  Kapitel 
klar  hervortreten. 

Durch  eine  bald  folgende  Betrachtung  wird  gezeigt  werden,  wie  bei 
der  schiefen  Lage  der  beiden  Paar  Gebilde  A  und  A17  23  und  25! ,  durch 
ein  sehr  einfaches  Verfahren,  namlich  mittelst  des  Lineals  allein,  schief 
projicirt  werden  karm,  d.  h.,  wie  beliebige  entsprechende  Elemente  ge- 
funden  werden  konnen. 

Satze  und  Porismen,  die  aus  Zusammenstellung  der  Gebilde 
entspringen. 

19.  Nachdem  die  Eigenschaften  un'd  die  Fundamentalsatze  fiber  pro- 
jectivische  Gerade  und  Strahlbuschel  aufgefiinden  sind,  diirfte  es  wohl  fiir 
Viele  wtinschenswerth  sein,  an  einigen  Beispielen  zu  sehen,  wie  sehr  um- 
fassend  diese  Satze  sind,  d.  h.,  wie  sie  die  eigentliche  Grundlage  vieler 
anderen  Satze  sind,  die  unmittelbar  aus  ihnen  hervorgehen,  wie  durch  sie 
manche  anscheinend  schwere  Aufgaben  leicht  zu  losen  sind,  und  wie  end- 
lich  durch  sie  besonders  die  eigentliche  Bedeutung  verschiedener  Porismen 
verstandlich  hervortritt. 

Zu  diesem  Endzweck  sollen  zur  Erleichterung  folgende  Erklarungen 
festgestellt  werden: 

Seit  Carnot  zuerst  auf  die  Vollstandigkeit  oder  auf  das  Umfassende  der 
Figuren  aufmerksam  gemacht,  braucht  man  haufig  den  Ausdrack  „ vollstan- 
diges  Viereck"  (quadrilatere  complet).  Man  hat  aber  dabei  zwei  wesent- 
lich  verschiedene  Figuren  gar  nicht  von  einander  unterschieden,  was  doch  bei 


288          V011  project! vischen  Geraden  und  ebenen  Strahlbuscheln  in  der  Ebene.       19. 


genauer  und  vollstandiger  Betrachtung  clurchaus  nicht  ausser  Aclit  gelassen 
werden  darf  und  kann.  Naralich  man  hat  genau  zu  unterscheiden  a)  .„  voll- 
standiges  Vierseit"  und  b)  ,,vollstandiges  Viereck",  und  zwar 
unterscheiden  sie  sich  wie  folgt: 

,,Vollstandiges  Viereck" 
heissen  jede  vier  Puncte  a,  B,  c,  b 
(Fig.  25)  zusainmengefasst;  die  sechs 
Geraden,  welche  durch  die  Puncte 
bestimmt  werden,  heissen  Seiten 
desselben;  es  hat  also  drei  Paar 
einander  gegeniiberliegende  Seiten, 
namlich  db  und  cb,  ac  und  16  b,  ab 
und  Be,  und  somit  drei  Durchschnitte 
e,  f,  g  gegeniiberliegender  Seiten; 
und  endlich  umfasst  es  drei  ein- 
fache  Vierecke,  namlich  ciBcba, 
acbBa,  acbBa.  ^^">/^^ 

Bin  einf aches  Viereck  ist  auch  zugleich  ein  einf aches  Vierseit, 
so  dass  also  derselben  Figur  der  eine  oder  der  andere  von  diesen  zwei 
Namen  beigelegt  werden  kann.  Dasselbe  gilt  vom  einfachen  Funfeck  und 
Ffinfseit,  u.  s.  w.  Ein  vollstandiges  Funfeck  aber,  so  wie  ein  voll- 
standiges Fiinfseit  besteht  aus  12  einfachen  Fiinfecken  oder  Funf- 
seiten;  und  sowohl  das  vollstandige  Sechseck,  als  Sechsseit  be- 
steht, wie  ich  schon  bei  einer  anderen  Gelegenheit  (Annales  de  matkem. 
p.  M.  J.D.  G-ergonne  Tora.  XVIII)*)  angegeben  habe,  aus  60  einfachen  Sechs- 
ecken  oder  Sechsseiten.  Namlich,  wenn  man  die  obigen  Erklarungen 
weiter  ausdehnt,  so  lauten  sie  im  Allgemeinen,  und  wie  Carnot  zum  Theil 
schon  angegeben  hat,  wie  folgt: 


,,Vollstandiges  Vierseit" 
heissen  jede  vier  Gerade  A,  B,  C,  D 
(Fig.  24)  zusammengefasst;  die  sechs 
Durchsclinitte  a,  6,  c,  b,  e,  f  der 
Seiten  heissen  E  eke n  desselben;  es 
hat  also  drei  Paar  einander  gegeniiber- 
liegender Ecken,  namlich  a  und  f, 
b  und  e,  c  und  b,  und  somit  hat 
es  drei  Diagonalen  af.  Be,  cb;  und 
endlich  umfasst  es  drei  einf  ache 
Vierseite  namlich  abfea,  acfba, 
BcebB. 


,,Vollstandiges  n-Eck  heissen 

jede  n  Puncte  in  einer  Ebene  zu- 
•       -t  \ 

'—^ — -  Gera- 


,,Vollstandigesn-Seit  heissen 
jede  n  Gerade  in  einer  Ebene  zu- 

sammengefasst;  die  -±— — ^  Durch-       sammengefasst;  die 

£ 

schnitte  der  Seiten  (Geraden)  heissen 
Ecken  desselben;  es  besteht  aus 
1.2.3.4...(n--l) 

2 
einfachen  n-Seiten  oder  n-Ecken." 


den,  die  durch  die  Ecken  (Puncte) 
bestimmt  werden,   heissen  Seiten 
desselben;  es  besteht  aus 
1.2.3.4.. .(n—1) 

2 

einfachen  n -Ecken  odern-Seiten." 

Ein  einfaches  n-Eck  entsteht  namlich,  wenn  man  n  Puncte,  nach  irgend 
einer  Ordnung  genommen,   in  einem  Zuge  durch  n-maliges  Absetzen  ver- 

*)  Seite224  dieser  Ausgabe. 
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bindet,  so  jedoch,  dass  man  bei  jedem  Puncte  einmal  anhalt  und  zuletzt 
wieder  in  den  Anfangspunet  zuriickkehrt..  Danach  wird  man  sich  leicht 
von  der  Richtigkeit  der  in  den  vorstehenden  Erklarungen  angegebenen 
Zahlen  iiberzeugen  konnen  (s.  §  25,  Note). 

20.  Es  sei  a,  b,  a1?  ba  (Fig.  26)  ein  beliebiges  vollstandiges  Vierseit, 
dessen  drei  Diagonalen  2123,  ab15  c^b  (§  19)  sich  in  (£,  2),  ®  schneiden. 
Man  denke  sich  zu  den  drei  Strahlen  a,  b,  c  den  vierten,  dem  c  zuge- 
ordneten,  harmonischen  Strahl  d  und  eben  so  zu  den  drei  Strahlen  a^ 
bn  cl  den  dem  cx  zugeordneten,  vierten  harmonischen  Strahl  dn  so  mussen, 
zufolge  friiherer  Satze,  beide  Strahlen  d  und  ^  die  Gerade  abj®  in  dem- 
jenigen  Puncte  2)  schneiden,  der  zu  den  drei  Durchschnitten  a,  b15  (£  der 
vierte,  dem  (5  zugeordnete  harmonische  Punct  ist;  und  ebenso  miissen 
beide  Strahlen  d,  d1  durch  denjenigen  Punct  2)  der  Geraden  c^b®  gehen, 
der  zu  den  drei  Puncten  a15  b,  ®  der  vierte,  und  zwar  dem  6  zugeordnete, 
harmonische  Punct  ist;  da  aber  beide  Strahlen  d,  da  nur  einen  einzigen 
Punct  2)  gemein  haben  konnen,  so  muss  dieser  zugleich  der  DuTchschmtt 
der  beiden  Geraden  afyS,  c^b®  sein,  und  folglich  schneiden  die  Diago- 
nalen  einander  so,  dass  die  zwei  Durchschnitte  S),  (5  und  S),  ®  in  den 
Diagonalen  abj  und  axb  zu  den  zugehorigen  Ecken  a,  \  und  a15  b  zuge- 
ordnete harmonische  Puncte  sind.  Auf  gleiche  Weise  folgt,  dass  auch  (5,  ® 
zu  den  Ecken  21,  S  zugeordnete  harmonische  Puncte  sind;  oder  dieses 
folgt  auch  daraus,  dass  vermoge  der  harmonischen  Strahlen  a,  d,  b,  c  die 
Puncte  Oj,  b1?  b15  25,  und  vermoge  dieser  die  Strahlen  S5a15  2)^,  SDb1? 
2)25,  und  vermoge  dieser  endlich  die  Puncte  ®,  23,  6,  St  harmonisch  sind. 
Da  die  vier  Puncte  a,  b,  a1?  fy  ein  beliebiges  vollstandiges  Viereck 
darstellen,  dessen  gegeniiberliegende  Seitenpaare  sich  in  21,  23,  S)  schnei- 
den, und  wo  diese  Durchschnitte  durch  die  Strahlen  c  (oder  cx),  d,  dt 
verbunden  sind,  so  ist  durch  die  vorstehende  Betrachtung  auch  zugleich 
dargethan,  dass  bei  einem  solchen  Viereck  die  Strahlen,  welche  die  Durch- 
schnitte der  gegeniiberliegenden  Seiten  verbinden,  zu  den  letzteren  zuge- 
ordnete harmonische  Strahlen  sind,  dass  namlich  die  Strahlen  d,  c  zu  den 
Seiten  a,  b  (oder  ac^,  bbj,  die  Strahlen  c15  d:  zu  den  Seiten  a^  b1?  und  die 
Strahlen  d,  dx  zu  den  Seiten  ab15  C^b  zugeordnete  harmonische  Strahlen  sind. 
Aus  dieser  Betrachtung  folgt  nachstehende  Beihe  von  Satzen  und  Auf- 
gaben  : 

I.    ,,Im  vollstandigen  Vier-  I.    ,,Im  vollstandigen  Vier- 

seit sind  die  Puncte,  in  wel-  eck  sind  die  Strahlen,  welche 
chen  die  drei  Diagonalen  ein-  die  Durchschnitte  der  gegen- 
ander  schneiden,  zu  den  zu-  iiberliegenden  Seitenpaare  ver- 
gehorigen  Ecken  zugeordnete  binden,  zu  den  letzteren  zu- 
harrnonische  Puncte/'  geordnete  harmonische  Strah- 

len." 

Steiner's  Werke.    J.  19 
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Der  Satz  links  wurde  vornehmlich  durch  Carnot  allgemeiner  bekannt, 
ungeachtet  man  denselben  schon  in  Pappus  Collect.  Mathem.  lib.  VII 
findet. 


II.  ,,Zu  drei  gegebenen 
Puncten  den  vierten  harmoni- 
schen Punct  zu  finden,  jedoch 
nur  mittelst  des  Lineals  allein." 

Sind  etwa  a,  B15  (5  gegeben  und 
man  will  den  dem  (5  zugeordneten, 
vierten  harmonischen  Punct  55  fin- 
den,  so  ziehe  man  durch  (5  irgend 
eine  Gerade  §133,  nehme  darin  zwei 
willkiirliche  Puncte  31,  23,  verbinde 
diese  nait  den  zwei  iibrigen  gege- 
benen Puncten  durcli  Gerade  51  a, 
3Cb15  S3a,  33b15  die  sich  in  ais  B 
schneiden,  so  wird  die  Gerade  c^B 
durch  den  gesucMen  Punct  35  gehen. 

Die  Aufgabe  links  wurde  zuerst 
auf  diese  namliche  Art  gelost. 

IH.  ,,Wenn  drei  Gerade  und 
ein  Punct  gegeben  sind,  so  soil, 
mittelst  des  Lineals  allein, 
durcli  den  Punct  eine  Gerade 
so  gezogen  werden,  dasserund 
die  drei  Durchsclinitte,  welche 
sie  mit  den  drei  Geraden  macht, 
vier  harmonische  Puncte  sind." 

Sind  etwa  a1?  b15  b  und  25  ge- 
geben, so  ziehe  man  z.  B.  die  Gerade 
35  S3  oder  d1?  suche  zu  den  drei 
Strahlen  a15  b15  d:  den  vierten,  dem 
dj  zugeordneten,  harmonischen  Strahl 
Cj  (II),  der  der  dritten  Geraden  b 
in  31  begegnet,  so  wird  die  Gerade 
3135  der  Aufgabe  geniigen,  d.  h.,  die 
vier  Puncte  b,  2),  b1?  21  sind  har- 
monisch.  2?wei  andere  Gerade,  wel- 
che  ebenfalls  der  Aufgabe  geniigen, 
findet  man  auf  ahnliche  Weise. 


II.  ,,Zu     drei      gegebenen 
Strahlen  den  vierten  harmoni- 
schen Strahl  zu  finden,  jedocli 
nur  mittelst  des  Lineals  allein." 

Sind  etwa  a,  b,  c  gegeben  und 
man  will  den  dem  c  zugeordneten, 
vierten  harmonischen  Strahl  d  fin- 
den, so  nehme  man  in  c  irgend  einen 
Punct  33,  ziehe  durch  diesen  will- 
kiirlich.  zwei  Gerade  33  a,  33.a15  die 
den  Strahlen  a,  b  in  den  Puncten 
a,  a1?  B,^  begegnen,  verbinde  diese 
durch  die  Geraden  abi:  bd1?  die  sicli 
in  dem  Puncte  2)  schneiden,  so  wird 
die  Gerade  3135  der  verlangte  Strahl 
sein. 

von  De  LaMre  (Sectiones  conicae  1685) 

III.  ,,Wenn  drei  Puncte  und 
eine   Gerade   gegeben  sind,   so 
soil,  mittelst  des  Lineals  allein, 
in"  der  Geraden   ein  Punct   ge- 
funden  werden,    dass    sie   und 
die  drei  Geraden,  welche  er  mit 
den  drei  Puncten  bestimmt,  vier 
harrnonische  Strahlen  sind." 

Sind  etwa  a,  2),  33  und  b  ge- 
geben, so  ziehe  man  z.  B.  die  Gerade 
a3S,  suche  zu  den  drei  Puncten  a, 
b,  33  den  vierten,  dem  58  zugeord- 
neten, harmonischen  Punct  b  (II), 
ziehe  die  Gerade  b2),  so  wird  diese 
der  gegebenen  Geraden  b  in  einem 
Puncte  3t  begegnen,  welcher  der  Auf- 
gabe geniigt,  so  dass  a,  d,  b,  c  har- 
monisch  sind.  Zwei  andere  Puncte, 
die  auch  der  Aufgabe  geniigen,  findet 
man  auf  ahnliche  W^ise. 
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Wird  31  als  Projectionspunct  der  Geraden  an  bj  angesehen,  so  dass 
a,  b,  B,  c,  . . .  und  cq,  b1?  b^  cl5  . . .  entsprechende  Puncte  sind,  und  wird 
©35  als  perspectivisclier  Durchschnitt  der  Strahlbtischel  31,  33  angenommen, 
so  dass  a,  d,  b,  c,  . . .  und  a15  d15  b15  c15  ...  entsprechende  Strahlen  .sind, 
so  folgt  ferner: 

IV.  ,,Wenn    man    bei    zwei  IV.    ,,Wenn    man    bei    zwei 
perspectivischen  Geraden  a^bj  perspectivischen    Strahlbu- 
je  zwei  entsprechende  Puncte-  scheln  31,   35  je   zwei   entspre- 
paare  wechselseitig  (a,  c^  mit  B,  chende     Strahlenpaare     sich 
Bj  oder  mit  b,  b15  u.  s.  w.)   durch  wecHselseitig    sclineiden  lasst 
Gerade(aB1undl&a1,ab1Tiadba15...)  (a,  ax  mit  b?   ba,  oder  mit  d,   d^ 
verbindet,  so  liegen  die  Durch-  u.  s.  w.),  und  die  Durchsclmitte 
schnitte  2),  S)17  ...  aller  dieser  (aa  und  B,    e  und  b,  . . .)    durcli 
Paare    von    Geraden    in    einer  Gerade  (^B,  eb,  ...)  verbindet, 
bestimmten    Geraden    d1?    die  so  gehen  diese  alle  durch  einen 
namlicli    zu    den    perspectivi-  bestimmten  Punct  (g,  der  nam- 
schen   Geraden   a1?   bx    und   zu  lich   zu   den   Mittelpuncten  SI, 
dem  durch.  ihren  Durchschnitt  23    der    Strahlbuschel    und    zu 
S3  gelienden  Projectionsstrahle  demjenigen  Puncte  S,  in  wel- 
c  oder  cx  der  vierte,  dem  c1  zu-  chem    ihr    gemeinschaftliclter 
geordnete,  harmonische  Strahl  Strahl  (cCj)    vom   perspectivi- 
ist.a  schen  Durchschnitte   S)(£   ge- 

troffen  wird,    der  vierte,    dem 
S    zugeordnete,    harmonische 
Punct  ist." 
Der  Satz  links  ist  (mit  anderen  Worten  ausgesproclien)  allgemein  be- 

kannt.    Es  ist  leicht  zu   sehen,   wie  vermoge  dieser  Satze  die  folgenden 

Aufgaben: 

V.  3,Durcli    einen    gegebe-  V.  ,,In  einer  gegebenen  Ge- 
nen  Punct  S)  eine  Gerade  2)2)j  raden  3) (5  denjenigen  Punct  (g 
zu  ziehen,    welche    durcli   den  zu  finden,  welcher  mit  zwei  ge- 
Durchsclmitt  S3   zweier   gege-  gebenen  Puncten  31,  33  in  einer 
benen  Geraden  aB,   a^    geht,  Geraden  liegt,   im  Falle  diese 
im  Falle    dieser  Durchschnitt  Gerade  nicht  gezogen  werden 
unzuganglich  ist."          .  kann." 

wovon  die  eine,  links,  ebenfalls  allgemein  bekannt  ist,  mittelst  des  Lineals 
allein  zu  losen  sind. 

Weiter  unten  wird  man  finden,  dass  die  jSatze  (IV)  nur  besondere 
Falle  von  allgemeineren  Satzen  sind,  die  namlich  stattfinden,  wenn 
die  projectivischen  Gebilde  a15  \  und  31,  33  sich  in  schiefer  Lage  be- 
finden. 

19* 
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Es  liessen  sich  hier  noch  eine  Menge  Folgerungen  ziehen,  die  nament- 
licli  das  Dreieck,  die  Theorie  der  Transversalen,  u.  s.  w.  betreffen,  bei 
denen  ich  mich  aber  nicht  aufhalten  kanit. 

21.  Sind  drei  Gerade  A,  A1?  A2  (Fig.  27)  unter  einander  project!  visch, 
namlich  in  Ansehung  der  Puncte  a,  6,  c,  . . .;  Ct1?  615  C15  . . .;  aa,  62  ,-c3 ,  -  -  -, 
und  liegen  sie  so,  dass  sie  einander  in  einem  Puncte  schneiden,  und  dass 
in  demselben  drei  entsprechende  Puncte  e,  615  e3  vereinigt  sind,  und  dass 
mithin  je  zwei  Gerade  perspectivisch  liegen,  so  miissen  nothwendiger  Weise 
die  drei  Projectionspuncte  S3,  ®n  252  in  einer  Geraden  liegen.  Demi  sind 
IB,  SBj  die  Projectionspuncte  der  Geraden  A  und  A1?  A  und  A25  so  ist 
die  Gerade  SBS^  ein  Projectionsstralil  sowohl  von  A  und  A15  als  von  A 
und  A,,  so  dass  also  der  Punct  b,  in  welchem  sie  A  begegnet,  den  Puncten 
b1?  b/,  in  welchen  sie  A15  A2  schneidet,  entspricht,  und  dass  sie  folglioh 
aiicli  "ein  Projectionsstrahl  von  Aa  und  A2  ist  und  durch  ihren  Projections- 
punct  SS2  geht. 

Wild  mngekehrt  angenommen,  drei  Strahlbiischel  25,  SS15  S3a  seien 
unter  einander  projcctivisch  und  so  gelegen,  dass  drei  entsprechende  Strahlen 
d,  dj,  d,  vereinigt  sind,  dass  mithin  je  zwei  Strahlbiischel  perspectivisch 
liegen,  so  folgt  auf  ahnliche  Weise,  wie  vorhin,  dass  die  drei  perspec- 
tivischen  Durchschnitte  A,  A1?  A2  einander  in  einein  Puncte  (ee^)  treffen. 
Also  hat  man  folgende  Satze: 


I.  ,,Sind  drei  Geraiie  A,  A15 
AS  unter  einander  projecti- 
visch  und  liegen  sie  so,  dass 
sie  sich  in  einem  Puncte  schnei- 
den, und  dass  in  demselben 
drei  entsprechende  Puncte 
vereinigt,  und  mithin  je  zwei 
Gerade  perspectivisch  sind, 
so  liegen  die  drei  Projections- 
puncte S3,  SSj,  SB3  in  einer  Ge- 
raden." 


I.  ,,Sind  drei  Strahlbiischel 
S3,  2315  2S2  unter  einander  pro- 
jectivisch  und  liegen  sie  so, 
dass  drei  entsprechende  Strah- 
len auf  einander  fallen,  also 
ihre  Mittelpuncte  in  einer  Ge- 
raden liegen,  und  mithin  je 
zwei  Strahlbiischel  perspecti- 
visch sind,  so  treffen  sich  die 
drei  perspeetivischen  Durch- 
schnitte  A,  A13  A2  in  einern 
Punct.44 


Aus  diesen  Satzen  folgen  unmittelbar  nachstehende  bekannte  Satze: 


n.  j:Treffen  die  drei  Gera- 
den A,  An  A2 ,  welche  die  Ecken 
irgend  zweier  Dreiecke  ao1a2, 
BBjBa,  in  bestimmter  «0rdnung 
genommen,  paarweise  verbin- 
den,  in  einem  Puncte  zusam- 
men,  so  liegen  die  drei  Puncte 


H.  J3Liegen  die  drei  Puncte 
25,  3315  3SS,  in  welchen  die  Seiten 
irgend  zweier  Dreiecke  flC^c^, 
bfijlXj,  in  bestimmter  Ordnung 
paarweise  genommen,  sich 
schneiden,  in  einer  Geraden, 
so  treffen  die  drei  Geraden  A, 
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25,  231?  252,  in  -welchen  die  ge- 
geniiberliegenden  Sciten,  in 
gloicher  Ordnung  paarweise 
genommen,  eiuander  schnei- 
den,  in  einer  Geraden."  Denn 
man  kann  festsetzen,  die  Geraden 
A,  Aj  und  Aa  sollon  in  Ausehung 
der  gleichnamigen  Puncte  a,  b,  e 
und  a17  bj,  Cj  und  as,  b3,  Cg  pro- 
jectivisch  sein  (§  10,  7). 

Es  folgt  feraer: 

III.  ,,Bewegen  sich  die  Ecken 
eines  ^veranderliehen  Dreiecks 
CtOjCtg  in  drei  festen  Geraden  A, 
A15  A2,  die  durch  einen  Punct 
e  gehen,  und  drehen  sich  zwei 
Seiten  desselben,  etwa  aa17 
aa2,  um  feste  Puncte  23,  SS1?  so 
geht  auch  die  dritte  Seite  axa2 
bestandig  durch  einen  dritten 
festen  Punct  SS2,  der  mit  jenen 
beidenin  einer  Geraden  liegt." 


A1?  A2,  welche  die  gegeniiber- 
liegenden  Ecken,  in  gleicher 
Ordnungpaarweise  genommen, 
verbinden,  alleinal  in  einein 
Puncte  zusamnieii."  Denn  man 
kann  festsetzen,  die  Strahlbuschel 
23,  SB1  und  232  sollen  in  Ansehung 
der  gleichnaraigen  Strahlen  a,  b,  d 
und  a17  b15  d2  und  a3,  b2,  d2  pro- 
jectivisch sein  (§  10,  7). 

III.  ,,Drehen  sich  die  Seiten 
eines  veranderlichen  Dreiecks 
aa^g  um  drei  feste  Puncte  23, 
S315  232,  die  in  einer  Geraden  d 
liegen,  und  bewegen  sich  zwei 
Ecken  desselben,  etwa  a,  a1? 
in  festen  Geraden  A,  A13  so  be- 
wegt  sich  auch  die  dritte  Ecke 
a2  in  einer  dritten  festen  Ge- 
raden A2,  die  sich  mit  jenen 
beidenin  einein  Puncte  schnei- 


det." 

Bei  den  obigen  Satzen  (I)  ist  der  besondere  Fall  moglich,  dass  einer- 
seits  (links)  die  drei  Projectionspuncte  S3,  2315  332,  und  andererseits  die 
drei  perspectivischen  Durchschnitte  A,  A1?  A3  zusammenfallen;  dieses 
leitet  da  her  auf  nachstehende  Aufgaben: 


IV.  ,,Drei  gegebene  Gerade 
A,  A17  A2,  die  unter  einander 
projectivisch  sind,  so  in  per- 
spectivische  Lage  zu  bringen, 
dass  sie  sich  in  einem  Puncte 
e  schneiden  und  einen  gemein- 
schaftlichen  Projectionspunct 
S3  haben."  ' 


IV.  ,,Drei  gegebene  Strahl- 
biischel  S3,  S1?  332,  die  unter 
einander  projectivisch  sind, 
so  in  perspectivische  Lage  zu 
bringen,  dass  ihre  Mittelpuncte 
in  einer  Geraden  liegen,  und 
dass  sie  einen  gemeinschaft- 
lichen  perspectivischenDurch- 


schnitt  A  haben." 

Die  Auflosungen  dieser  Aufgaben  sollen  den  Liebhabern  vorlaufig 
zur  Uebung  tiberlassen  bleiben:  sie  lassen  sich  leiclit  auf  fruhere  Siitze 
griinden  (§  15);  spater  sollen  sie  mitgetheilt  werden.  Ich  will  hier  nur 
angeben,  dass  die  erste  Aufgab§  (links)  im  Allgemeinen  unendlich  viele 
Auflosungen  zulasst,  wobei  sich  verschiedene  drei  entsprechendo  Puncte 
der  Geraden  in  deren  gemeinschaftlichem  Durchschnitte  vereinigen  lassen. 
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Giebt  es  auch  entsprechende  Puncte,  bei  deren  Vereinigung  keine  Auflosung 
stattfindet?  und  welchen  Spielraum  haben  sie?  —  Was  findet  insbesondere 
statt,  wenn  die  Geraden  ahnlich  sind?  —  Die  andere  Aufgabe  dagegen 
lasst  im  Allgemeinen  der  Hauptsache  nach  nur  zwei  Auflosungen  zu. 

22.  Duich  Wiederholung  oder  Zusammensetzung  eines  obigen  Satzes 
(§  21)  gelangt  man  unniittelbar  zu  einem  beruhmten  Porisma,  welches 
Pappus  in  der  Vorrede  -zuin  VIL  Buch  der  Collectiones  Mathematicae 
mittheilt,  und  welches  wegen  seines  Scheins  von  Allgemeinheit  leicht  flir 
schwerer  und  umfassender  gehalten  wird,  als  es  in  der  That  ist,  namlich 
zu  dem  folgenden  Porisma: 

I.  ,,Wenn  in  einer  Ebene  n  beliebig  gezogene  gerade  Linien 
einander  irgendwie  durchschneiden,  und  man  halt  die  n — 1 
Durchschnittspuncte  fest,  die  .einer  von  ihnen,  gleichviel  wel- 
cher,  angehoren,  wahrendman  alle  iibrigen  beziehlich  urn  diese 
Puncte  bewegt,  und  wahrend  n — 2  von  ihren  gegenseitigen 
Durchschnitten,  wovon  keine  drei  denselben  drei  Geraden,  keine 
vier  denselben  vier  Geraden,  u.  s.  w.  angehoren,  gezwungen  sind, 
auf  einer  gleichen  Anzahl  gegebener  Geraden,  als  Leitlinien 
genommen,  zu  bleiben,  so  werden  alle  iibrigen  Durchschnitte 
der  bewegten  Geraden,  deren  Anzahl  eine  Triangularzahl  ist, 
einzeln  andere  Gerade  beschreiben,  die  mit  jenen  Leitlinien  zu- 
gleich  der  Lage  nach  gegeben  sein  werden." 

In   neuerer   Zeit   hat   Robert   Simson   zuerst    diesen  Satz    bewiesen. 
Mittelst   der  oben  festgesetzten  Erklarungen  (§  19)  kann  der  vorstehende 
Satz  nebst  seinem  entsprechenden  Satze,  wie  folgt,  ausgesprochen  werden: 
II.  ^Bewegen  sich  die  Ecken  IL  5)Drehen  sich  die  Seiten 

eines  veranderlichen  vollstan-  eines  vollstandigen  verander- 
digen  n-Ecks  in  n  festen  Gera-  lichen  n-Seits  um  n  feste 
den,  die  durch  einen  Punct  Puncte,  die  in  einer  Geraden 
gehen,  und  drehen  sich  n — 1  liegen,  und  bewegen  sich  n — 1 
Seiten  desselben,  die  irgend  Ecken  desselben,  die  irgend 
einem  der  einfachen  n-Ecke  einem  der  einfachen  n-Seite 
angehoren,  aus  welchen  das  angehoren,  aus  denen  das 
vollstandige  besteht,  um  vollstandige  besteht,  in  ebenso 
ebenso  viele  feste  Puncte,  so  vielen  festen  Geraden,  so  be- 
drehen  sich  auch  die  iibrigen  wegen  sich  auch  die  iibrigen 
Seiten,  an  Zahl  Ecken,  an  Zahl 

(n-lXn-2)  -     (n-l)(n-2) 

1.2          5  1.2 

um  andere  feste  Puncte,  die  in  anderen  festen  Geraden,  die 
also  mit  jenen  festen  Puncten  also  mit  jenen  festen  Geraden 
zugleich  gegeben  sind,"  zugleich  gegeben  sind," 
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In  der  That  sind  diese  zwei  Satze,  wie  schon  erwaknt  worden,  nichts 
anderes  als  eine  zusammenkangende  Wiederholung  der  obigen  einfacken 
Satze  (§  21, 1).  Oder  nock  leickter  konnen  sie  aus  folgenden  Satzen,  deren 
Eicktigkeit  von  selbst  erkellt,  zusammengesetzt  warden.  Namlick: 


III.  ,,Wenn  bei  drei  Geraden 
A,  A15  A25  die  einander  in  einem 
Puncte  sckneiden,  zwei  mit  der 
dritten  projectivisck  sind  und 
mit  ihr  perspectiviscli  liegen, 
so  sind  sie  auck  unter  sick  pro- 
jectivisck und  liegen  perspec- 
tivisck," 


III.  ,,Wenn  von  drei  Strakl- 
busckeln  23,  3915  S52,  deren  Mit- 
telpuncte  in  einer  Geraden  lie- 
gen, zwei  mit  dem  dritten  pro- 
jectivisck sind  und  mit  ikm 
perspectiviscli  liegen,  so  sind 
sie  auck  unter  sick  projecti- 
visck und  liegen  perspecti- 
visck." 


Daraus  folgt  durck  Zusammensetzung  iinniittelbar: 


IV.  ,,Wenn  von  n  Geraden 
A,  A1?  A2?  ...  An-i,  die  durck 
einen  und  denselben  Punct  ge- 
ken,  der  Reike  nack  jede  mit 
der  darauf  folgenden  projecti- 
visck ist  und  mit  ikr  perspec- 
tiviscli liegt,  dann  sind  alle 
unter  einander  projectivisck 
und  liegen  perspectivisck." 


IV.  ,,Wenn  von  n  Straklbti- 
sckeln  39,  SS17  993,  ...Sn-i,  deren 
Mittelpuncte  in  einer  Geraden 
liegen,  der  Reike  nack  jeder 
mit  dem  darauf  folgenden  pro- 
jectivisck ist  und  mit  ikm 
perspectivisck  liegt,  dann  sind 
alle  unter  einander  projecti- 
visck und  liegen  perspecti- 
visck." 


In  diesen  Satzen  sind  die  obigen  (II)  entkalten.  Denn  wehn  z.  B., 
nack  dem  Satze  E  links,  die  Ecken  eines  vollstandigen  Vierecks  a,  an 
a2,  a3  (Fig.  28)  sick  in  den  festen  Geraden  A,  A15  A3,  A3  bewegen;  wak- 
rend  sick  etwa  die  drei  Seiten  aan  a^,  a2a3  des  einfacken  Vierecks 
aa1a2a3a  um  die  drei  festen  Puncte  58,  S91}  232  dreken,  so  sind  offenbar 
A  und  A, ,  Ax  und  A3,  A2  und  A3,  in  Ansekung  der  Puncte  a  und  a15  Oj 
und  as,  a3  und  a,,  projectivisck  und  liegen  perspectivisck,  namlick  S, 
SSn  S93  sind  ikre  Projectionspuncte;  dal^er  sind  zufolge  vorstekenden  Satzes 
auck  A  und  A2,  A:  und  A3,  A  und  A3,  in  Ansekung  der  Puncte  a  und 
a2,  a,  und  a3,  a  und  .a3,  projectivisck  und  liegen  perspectivisck,  so  dass 
folglick  auck  die  drei  fibrigen  Seiten  aa2,  ^a,,  aa3  des  vollstandigen 
Vierecks  sick  um  feste  Puncte  254,  S55,  S33  dreken,  namlick  um  die  Pro- 
jectionspuncte der  letztgenannten  Paare  von  Geraden.  Ueberdies  folgt  auck 
nock  (§21,  I),  dass  von  den  seeks  Puncten  23,  S91?  352,  233,  SS4,  S35 
viermal  drei  in  einer  Geraden  ]iegen,  dass  sie  also  die  Ecken  eines  voll- 
standigen Vierseits  sind. 
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"Wenn  andererseits  z.  B.  die  Seiten  eines  vollstandigen  Vierseits  a,  a1? 
aa,  a3  (Fig.  29)  sicli  urn  feste  Puncte  33,  SB,,  339,  333  drehen,  die  in  einer 
Geraden  liegen,  wahrend  sicli  etwa  die  drei  Ecken  a,  a1?  a3  des  Vierecks 
aa^ajtt  in  den  drei  festen  Geraden  A,  An  A2  bewegen,  so  sind  offenbar 
die  Strahlbuschel  SB  und  2S17  ^  und  2B2,  2B2  und  3B3,  in  Ansehung  der 
entspreclienden  Strahlen  a  und  a15  a1  und  a,,  a2  unda3,  projectiviscli  und 
liegen  perspectiviscli,  namlich  A,  A15  A2  sind  ihre  perspectivischen  Durch- 
schnitte;  daher  sind  auch  die  Strahlbuschel  S3  und  SB2,  S:  und  S33,  23 
und  233,  in  Ansehung  der  Strahlen  a  und  a2,  ax  und  a,,  a  und  a,,  pro- 
jectivisch  und  liegen  perspectivisch  (IV),  so  dass  folglich  auch  die  drei 
iibrigen  Ecken  a4,  as,  a3  des  vollstandigen  Vierseits  sich  in  bestimmten 
festen  Geraden  A4,  A5,  A3  bewegen,  namlich  in  den  perspectivischen 
Durchschnitten  der  letztgenannten  Strahlbiischelpaare.  Ueberdies  folgt 
noch  (§  21,  I),  dass  die  6  Geraden  A,  A1?  ...  A5  die  6  Seiten  eines  voll- 
standigen Vierecks  a,  |3,  7,  8  sind. 

Ganz  ebenso,  wie  bei  diesen  Beispielen,  lassen  sich  die  Satze  bei 
jeder  anderen  Figur  nachweisen.  Verschiedene  besondere  Falle  der  obigen 
Satze  (II  oder  IV)  —  die  einerseits  (links)  dadurch  entstehen,  dass  von 
den  festen  Geraden  einige  auf  einander  fallen,  oder  dass  die  festen  Puncte 
in  einer  Geraden  liegen,  und  dass  diese  durch  den  gemeinschaftlichen 
Durchschnitt  der  festen  Geraden  geht,  u.  s.  w.  und  andererseits  dadurch, 
dass  die  festen  Puncte  theilweise  vereinigt  werden,  oder  dass  die  festen 
Geraden  durch  einen  Punct  gehen,  und  dass  dieser  mit  den  festen  Puncten 
in  einer  Geraden  liegt,  u.  s.  w.  T-  werden  hier  iibergangen.  Uebrigens 
sind  die  obigen  Satze  selbst  nur  besondere  Falle  von  allgemeineren  und 
umfassenderen  Satzen,  die  in  den  zwei  nachstfolgenden  Kapiteln  bewiesen 
werden. 

2,3.  Schneiden  sich  drei  Gerade  A,  A19  A2  (Fig.  30),  die  unter  einander 
projectivisch  sind,  in  drei  Puncten,  und  liegen  je  zwei  derselben  perspec- 
tivisch, so  dass  also  in  jedem  Durchschnitte  zwei  entsprechende  Puncte 
vereinigt  sind,  namlich  e  und  e15  !  und  I2,  ^  und  I2,  und  sind  e2,  !13  I 
die  den  vereinigten  Puncten  entsprechenden  dritten  Puncte,  so  sind  in  je- 
dem der  drei  Strahlen  ee^,  ff^,  1^1  zwei  Projectionsstrahlen  vereinigt, 
namlich  ee2  und  e^,  l\  und  !2f15  1,1  und  I3l,  und  daher  miissen  ihre 
gegenseitigen  Durchschnitte  SB,  S31?  253  die  Projectionspuncte  der  Geraden- 
paare  A  und  AI}  A  und  A2,  Ax-und  A2  sein.  Da  auf  ahnliche  Weise, 
wenn  man,  statt  von  den  Geraden  A,  A1?  A2,  von  den  Strahlbuscheln  SB, 
S515  SB2  ausgeht,  auch  das  \Jmgekehrte  sich  darthun  lasst,  so  folgen  also 
nachstehende  Satze. 

L    ,,Wenn  die  Seiten  A,  Al  I.    ,,Wenn  die  Ecken   eines 

A2    eines   Dreiecks    ella    unter       Dreiecks    ^BBi^a    ^^e    Mittel- 
einander     projectivisch    sind,        puncte  projectivischer  Strahl- 
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und  wenn  je  zwei  perspecti- 
visch  liegen,  so  sind  ihre  Pro- 
jectionspuncte  33,  2S15  33.,  die 
Ecken  eines  anderen  jenem  um- 
schriebenen  Dreiecks." 


biischel  sind,  woven  je  zwoi 
perspectivisch  liegen,  so  bil- 
den  ihre  perspectivischen 
Durclisclinitte  A,  A15  A2  ein 
Dreieck  elll9  welches  jenem 
eingeschrieben  ist." 

Sind  a,  a1}  a2  irgend  drei  entsprechende  Puncte,  so  ist  das  Dreieck 
ddjdg  dem  Dreiseit  AAjAs  eingeschrieben  und  zugleich  dein  Drei- 
ecke  SSSS^g  umschrieben ;  und  da  zur  Bestiinmung  der  projectivischen 
Beziehung  der  drei  Geraden  A,  A19  A2  oder  der  drei  Strahlbuschel  23, 
3S1?  332  dreimal  drei  entsprechende  Puncte  e,  en  e3;  f,  I15  fa;  I,  I15 12  oder 
Strahlen  e,  e15  es;  k,  kn  ks;  1,  115  12  willkiiiiich  angenommen  werden 
konnen,  so  folgen  ferner  unmittelbar  nachstehende  Satze: 

II.     ,,Wenn   einem   beliebigen  Dreieck  A,  A15  A2   irgend  ein 
zweitesS^BiSSs  umschrieben  ist,  so  giebt  es  unzahlig  viele  andere 
Dreiecke  ac^Oj,  (fibjfi^  cqCg,  ...)5  Y0n  denen  jedes  dem  ersten  ein- 
geschrieben und  zugleich  dein  zweiten  umschrieben  ist."   Namlich: 
,,Beschreibt  man  irgend  ein  ,,Beschreibt  man  irgend  ein 

Dreieck    aa1a2,    dessen   Ecken,       Dreieck  attjttg,  dessen  Seiten,  in 


in  bestimmter  Ordnung  ge- 
nommen,  in  den  Seiten  jenes 
ersten  Dreiecks  liegen,  und 
von  dessen  Seiten  zwei  durch 
zwei  Ecken  des  zweiten  gehen, 
so  geht  allemal  auch  die  dritte 
Seite  desselben  durch  die  dritte 
Ecke  des  zweiten.'4 

Oder  mit  anderen  Worten: 

,,Ist  einem  Dreieck  A,  A15  A2 
ein  zweites  SBS^Sg  umschrieben, 
und  bewegen  sich  die  Ecken 
eines  dritten  Dreiecks  d^dg  in 
den  Seiten  des  ersten,  wahrend 
zwei  Seiten,  in  bestimmter 
Ordnung  genommen,  sich  um 
zwei  Ecken  des  zweiten  drehen, 
so  dreht  sich  auch  die  dritte 
Seite  desselben  um  die  dritte 
Ecke  des  zweiten." 

III.  ,,Wenn  von  den  Ecken 
eines  Sechsecks 


bestimmter  Ordnung  genom- 
men, durch  die  Ecken  jenes 
zweiten  Dreiecks  gehen^  und 
von  dessen  Ecken  zwei  in  zwei 
Seiten  des  ersten  liegen,  so 
liegt  allemal  auch  die  dritte 
Ecke  desselben  in  der  dritten 
Seite  des  ersten." 

,,Ist  einem  Dreieck  3323^ 
ein  zweites  A,  A15  A2  einge- 
schrieben, und  drehen  sich  die 
Seiten  eines  dritten  Dreiecks 
adjda  um  die  Ecken  des  ersten, 
wahrend  zwei  Ecken,  in  be- 
stimmter Ordnung  genommen, 
sich  in  zwei  Seiten  des  zweiteu 
bewegen,  so  bewegt  sich  auch 
die  dritte  Ecke  desselben  in 
der  dritten  Seite  des  zweiten." 

III.  ,,Wenn  von  den  Seiten 
eines  Sechsecks  33^330^109 33j 
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zweimal  drei,  die  nicht  auf  ein-  zweiinal  drei,  die  nicht  auf  ein- 
ancler  folgen,  in  einer  Geracleu  ander  folgen,  clurclieinenPunct 
licgen,  wie  etwa  a,  23,  c^  -and  gehen,  wie  otwa  SSjSS,  c^e,  fda 
3319  c,  Sj  in  aat  und  58^,  so  und  33a17  el,  a^  (lurch  Ix  und 
liegen  aueh  die  drei  Durch-  a,  so  treffen  sich  auch  die  drei 
schnitte  113  f,  a2  der  einander  Geraden  S^e,  S3f,  d^  durch  die 
gegeniiberliegenden  Seiten  in  gegeniiberliegenden  Ecken  ein- 
einer  Geraden."  ander  in  einem  Puncte  S32." 

Yon  diesen  zwei  bekanntcn  Satzen  (III)  ist  der  eine  (links)  das 
XIII.  Lemma  zu  den  Porismen  cles  I/uklides,  welche  Pappus  im  VII.  Buche 
mittheilt.  Im  Anliange  sollen  diese  Satze  umfassender  gegeben  werden. 

Die  obigen  Verbindungen  von  drei  projectivischen  Geraden  oder  Strahl- 
buscheln, nebst  weiteren  Verbindungen  der  Art,  wiirden  leicht  zu  vielen 
anderen  Satzen  fiihren,  wenn  der  Raum  gestattete,  sie  hier  welter  zu  verfolgen. 

24.  Es  sollen  hier  noch  drei  projectivische  Gerade  und  drei  pro- 
jectivische  Strahlbiischel  so  verbunden  werden,  dass  von  den  jedesmaligen 
drei  Gebilden  zwei  unter  sich  s chief,  aber  jedes  mit  dem  dritten  per- 
spectivisch  liegt. 

Befinden  sich  von  den  drei  beliebigen  Geraden  A,  A15  A3  (Fig.  31), 
die  unter  einander  projectivisch  sind,  zwei,  etwa  A,  A15  in  s  chief  er,  da- 
gegen  jede  derselben  mit  der  dritten  A3  in  perspectivischer  Lage,  so 
dass  also  im  Durchschnitte  der  ersteren  irgend  zwei,  einander  nicht  ent- 
sprechende  Puncte,  etwa  e,  bn  dagegen  in  den  Durchschnitten,  die  sie  mit 
der  letzteren  A3  bilden,  zwei  entsprechende  Punctepaare,  etwa  !  und  fs, 
I2  und  I3,  vereinigt  sind,  und  sind  ferner  583,  S93  die  Projectionspuncte  von 
A  und  A3,  Aj  und  A3,  so  werden  offenbar  in  der  Geraden  2Sa3S3  irgend 
drei  entsprechende  Projectionsstrahlen,  etwa  b?  b15  b2,  auf  einander  fallen, 
und  in  jeder  der  zwei  Geraclen  S^ljg,  2S2ff2  '  werden  zwei  entsprechende 
Strahlen,  namlich  I2fj  und  l!1?  lsl  und  IJ,  vereinigt  sein. 

a)  Werden  umgekehrt  in  irgend  einem  Projectionsstrahl,  etwa  in  b, 
zweier  gegebenen  projectivischen  Geraden  A,  Ai:  die  in  scliiefer  Lage  sich 
befinden,    zwei  beliebige  Puncte  S315  253   als  Mittelpuncte  zweier  Strahl- 
biischel angenommen,   wovon  der   erstere   auf  A  und   der  andere  auf  Al 
bezogen  wird,   und  die  mithin  in  Ansehung  der  Strahlen  a19  b17  c13  d17  .. . 
und  a3,  ba,  c3,  d2,  ...  projectivisch  sind  (§11,  III),  so  werden  sie,  da  in 
dem  Strahle  b   zwei   entsprechende   Strahlen  b17  b3   vereinigt   sind,  per- 
spectivisch  liegen  (§  14),    und  ihr  perspectivischer  Durchschnitt  A2   wird 
offenbar  mit  jeder   der   zwei  gegebenen  Geraden  A,  A1  projectivisch  sein 
und  perspectivisch  liegen,  namlich  A  und  A3,  Aa  und  A3  werden  S31?  S53 
zum  Projection&punct  haben, 

b)  Werden  die  Puncte  S315  2S2  insbesondere  in  zwei  entsprechenden 
Pnncten  Bi:  6  der  gegebenen  Geraden  A15  A  angenommen,  namlich  Sx  in 
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Bx  und  3S3  in  6,  wie  in  Fig.  33,  so  fallen  die  Strahlen  e1?  da  mit  den  Gera- 
clen  A1?  A  zusammen,  so  dass  also  die  Durchschnitte  ea,  bj  der  ent- 
sprechenden Strahlen  QI  und  e2,  d1  und  d2  in  en  b  liegen,  und  dass  folg- 
licli  in  diesem  Falle  der  perspectivische  Durchscmiitt  A2  der  Strahlbuschel 
die  gegebenen  Geraden  A17  A  in  denjenigen  Puncten  schneidet,  die  den 
in  ihrem  Dorchschnitte  vereinigten  Puncten  e,  bl  entsprechen.  Da  die 
Gerade  A3  durcli  die  zwei  Puncte  e1?  b  oder  e2,  b2  bestimmt  ist,  so  bleibt 
also  der  perspectivische  Durchschnitt  (A2)  derselbe,  man  mag  die  Mittel- 
puncte  33j,  232  "der  Strahlbuschel  in  irgend  zwei  entspreclienden  Puncten 
der  gegebenen  Geraden  A15  A,  also  in  Ba  und  B,  oder  in  aa  und  a,  oder 
in  Cj  und  c,  u.  s.  w.,  annehmen,  wie  man  will;  so  dass  also  die  Durch- 
sclmitte  a2,  c2,  f2,  . . .  der  Geradenpaare  a^1  und  aaB,  BCj  und  BjC,  acx  und 
djC,  . . .,  die  bei  zwei  scMef  liegenden  projectivischen  Geraden  A,  Aa  jo 
zwei  Paar  entsprecliender  Puncte  wechselseitig  verbinden,  in  einer  und  cler- 
selben  Geraden  A3  liegen.  * 

Wenn  andererseits  von  drei  beliebigen  Strahlbtischeln  33,  S5j,  S3, 
(Fig.  32),  die  unter  einander  projectivisch  sind,  sich  zwei,  etwa  S3,  33^ 
in  schiefer,  dagegen  jeder  derselben  mit  dem  dritten  S32  in  perspecti- 
visclier  Lage  befinden,  so  dass  also  in  der  Axe  SSSj  der  ersteren  zwei 
einander  niclit  entsprechende  Strahlen,  etwa  e,  dx ,  dagegen  in  jeder  der 
zwei  Axen  23232,  SSjSSs  zwei  entsprechende  Strahlen,  etwa  k  und  ka,  ll 
und  12  vereinigt  sind,  und  sind  ferner  A13  A2  die  perspectivischen  Durch- 
schnitte der  Strahlbuschel  23  und  3B3 ,  S3X  und  2S3 ,  so  mtissen  offenbar  im 
Durchschnitte  der  Geraden  A,,  A2  die  Durchschnitte  von  irgend  drei  ent- 
spreclienden Strahlen,  etwa  die  Durchschnitte  B,  B15  B2  der  Strahlen  b,  b15 
b3,  und  ferner  mussen  in  jedem  der  beiden  Puncte,  wo  die  zwei  Paar  ver- 
einigten entsprechenden  Strahlen  kk2,  1^  ihrem  entsprechenden  dritten 
Strahl  k15  1  begegnen,  zwei  entsprechende  Puncte  f  und  !a,  i  und  lt  ver- 
einigt sein.  Und  umgekehrt: 

a)  Sind  irgend  zwei  projectivische  Strahlbuschel  S3,  S3t  in  schiefer 
Lage  gegeben,  und  man  zieht  durch  den  Durchschnitt  irgend  zweier  ent- 
sprechenden Strahlen,  z.  B.  durch  den  Durchschnitt  B  der  Strahlen  b,  b15 
zwei  beliebige  Gerade  A1?  A3,  so  werden  letztere  in  Ansehung  der  Puncte 
a1?  B15  C1?  bn  ...  und  a2,  B2,  C2,  bs,  . . .,  in  welchen  sie  die  Strahlbuschel 
58,  S3j  schneiden,  projectivisch  sein  (§  11,  III),  und,  da  in  dem  Puncte  B 
zwei  entsprechende  Puncte  B1?  B2  derselben  vereinigt  sind,  so  werden  sie 
perspectivisch  liegen  (§  14),  und  ferner  wird  offenbar  der  Strahlbuschel 
232,  welcher  durch  ihre  Projectionsstrahlen  a2,  b2,  c2,  d2,  . . .  gebildet  wird, 
mit  jedem  der  zwei  gegebenen  Strahlbuschel  S,  S3j  projectivisch  sein  und 
perspectivisch  liegen,  namlich  23  und  333,  Sd1  und  233  werden  die  Geraden 
A19  A3  zum  perspectivischen  Durchschnitt  haben. 

P)  Werden  die  Geraden  An  A2  insbesondere  so  gelegt,  dass  sie  mit 
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den  Strahlen  bn  b  zusamnienfallen,  wie  in  Fig.  34,  so  vereinigen  sich,  wie 
man  sieht,  die  Puncte  e1?  b,  mit  den  Mittelpuncten  25,  Sj  der  gegebenen 
Strahlbuschel,  so  dass  also  in  clieseni  Falle  statt  der  entsprechenden 
Stralilen  k  und  k,,  ll  imd  ].,  die  entsprechenden  Strahlen  d  und  d3,  e3  und 
ek,  auf  einander  fallen,  und  class  folglich  in  diesein  Falle  der  Projectionspunct 
35  o  der  Geraden  An  A2  der  Durchsclmitt  derjenigen  zwei  Strahlen  d,  et 
1st,  deren  entsprechende  dn  e  in  der  Axe  25  35 x  der  gegebenen  Strahlbuschel 
23,  33 j  vereinigt  sind.  Da  der  Punct  232  vennoge  der  Strahlen  d,  QI  be- 
stimmt  ist,  so  bleibt  also  der  Projectionspunct  der  Geraden  A1?  A3  der 
namliche,  man  mag  diese  init  irgend  zwei  entsprechenden  Strahlen  der 
gegebenen  Strahlbuschel  25,  23X  zusamnienfallen  lassen,  wie  man  will,  also 
mit  b  und  b!?  oder  mit  a  und  aj ,  oder  mit  c  und  cn  u.  s.  w.,  so  dass 
folglich  die  Geraden  aa,  a,,  £,,  ...,  die  durch  die  Punctepaare  c^  und  (X2, 
Ci  und  C2,  fj  und  fs,  . . .  gehen,  in  welchen  bei  zwei  schief  liegonden  pro- 
jeetivischen  Strahlbiischeln  23,  23j  je  zwei  entsprechende  Strahlenpaare  ein- 
ander wechselseitig  schneiden,  in  einern  und  demselben  Puncte  SB2  zu- 
sainmentreften. 

In  den  vorstehenden  Betrachtungen  sind  die  Beweise  und  Auflosungen 
der  nachfolgenden  Satze  und  Aufgaben  enthalten: 


I.  ,,Bei  jedem  Sechseck 
S.SJaaJ^j  (Fig.  31),  welches 
zwei  schief  liegende  projecti- 
vische  Gerade  A,  A1  und  irgend 
vier  Projectionsstrahlen  a,  b, 
I,  t  derselben  zu  Seiten  hat  (a), 
treffen  die  drei  Diagonalen 


23a1 


welche  die  gegen- 


iiberliegenden  Ecken  verbin- 
clen,  in  irgend  einem  Puncte  a2 
zusammen." 

II.  ,,Bei  zwei  schief  liegen- 
den  projectlvischen  Geraden 
A,  A1  (Fig.  33)  liegen  die  Durch- 
sohnitte  a>5  C2,  fa,  ...  der  ver- 
schiedenen  Paare  von  Geraden 
(aBj  und  baJ5  bq  uncl  cb15  aq  und 
cttj,...),  welche  je  zwei  Paar  ent- 
sprechender  Puncte  wechsel- 
seitig verbinden,  in  einer  be- 
stimmten  Geraden  A25  die  nam- 
lich  den  gegebenen  Geraden 


I.  wBei    jedem    Sechseck 
23aa3:I16l23  (Fig.  32),  welches  die 
Mittelpuncte     23,   25!      zweier 
schief  liegenden  Strahlbuschel 
und  irgend  vier  Durchschnitte 
a,  b,  I,  !  entsprechender  Strali- 
len  zu   Ecken   hat   (a),    liegen 
die  drei  Durchschnitte  ax,  252, 
as  cler  drei  Paar  gegenuberlie- 
genden  Seiten  in  irgend  einer 
Geraden  a2.fc 

II.  ,,Bei  zwei  schief  liegen- 
den    projectivischen     Strahl- 
biischeln 23,  33,  (Fig.  34)  treffen 
die  Geraden  as,  ca,  f2,  ...  durch 
die  verschiedenen  Punctepaare 
(a,  und  a2,  q  und  c2,  ft  und  fs, . . .),  in 
welchen  je  zwei  Paar  entspre- 
chender  Strahlen    sich    wech- 
selseitig schneiden,   in  einem 
bestimmten  Puncte  25a  zusam- 
men,  der  namlich  mit  den  Mit- 
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A,  Aj  in  denjenigen  zwei  Punc- 
ten  b,  e3  begegnet,  deren  ent- 
sprecliende  bi:e  inihremDurch- 
schnitte  vereinigt  sind  (b)." 


telpuncten  23,  S1  der  Strahl- 
biischel  durch  diejenigen  zwei 
Strahlen  d,  QI  verbunden  ist, 
deren  entsprechende  dj}  e  in 
ihrer  Axe  vereinigt  sind  (p).a 


Die  Satze  (I)  lassen  sich  auch  umkehren.  Die  Satze  (II)  enthalten 
die  obigen  Satze  (§  20,  IV)  als  besondere  Falle  and,  wie  leiclit  zu  sehen, 
den  obigen  Satz  des  Pappus  nebst  dessen  entspreclienden  (§  23,  III)  als 
Theile  in  sich. 


IE.  ,,Zwei  der  Lage  nach 
und  projectivisch  gegebene 
Gerade  mittelst  des  Lineals 
allein  schief'auf  einander  zu 
projiciren;"  d.  h.:  a)  ^Wenn  bei 
zwei  in  scliiefer  Lage  gegebe- 
nen  projectivischen  Geraden 
A,  Aj  eine  zur  Bestimmung 
ilirer  projectivischen  Bezie- 
hung  hinreichende  Zahl  ent- 
sprecbender  Punctepaare,  also 
drei  Paare,  gegeben  sind,  so 
sollen  mittelst  des  Lineals 
allein  andere  entsprechende 
Punctepaare  gefunden  werden, 
oder  so  soil  zu  jedem  beliebi- 
gen  Punct  in  der  einen  Gera- 
den der  entsprecliende  in  der 
anderen  Geraden,  und  nament- 
lich  sollen  b)  diejenigen  zwei 
Puncte  (b,  ej,  deren  ent- 
sprecliende im  Durchschnitte 
der  Geraden  verernigt  sind, 
c)  die  Durclisclinitte  der  Pa- 
rallelstrahlen,  und  endlich.  d) 
derjenige  Projectionsstrahl, 
welcher  einem  der  drei  gege- 
benen  Projectionsstrahlen  in 
irgend  einem  gegebenenPuncte 
begegnet,  gefunden  werden." 


III.  3,Zwei  der  Lage  nach 
und  projectiviscli  gegebene 
Strahlbuschel  mittelst  des  Li- 
neals allein  schief  auf  einan- 
der zu  projiciren;"  d.  h.:  a) 
^Wenn  bei  zwei  in  schiefer 
Lage  gegebenen  projectivi- 
schen Strahlbiischeln  35,  SSj 
eine  zur  Bestimmung  ihrer 
projectivischen  Beziehung  hin- 
reichende Zahl  entsprechen- 
der  Strahlenpaare,  also  drei 
Paare,  gegeben  sind,  so  sollen 
mittelst  des  Lineals  allein 
andere  entsprechende  Strah- 
lenpaare gefunden  werden, 
oder  so  soil  zu  jedem  beliebi- 
gen  Strahl  des  einen  Strahl- 
biischels  der  entsprechende  iin 
anderen  Strahlbuschel,  und  na- 
mentlich  sollen  (3)  diejenigen 
zwei  Strahlen  (d,  ej,  deren  ent- 
sprechende in  der  Axe  25^  der 
Strahlbuschel  vereinigt  sind, 
und  ferner  y)  derjenige  Durch- 
schnitt  irgend  zweier  ent- 
sprechenden  Strahlen,  welcher 
in  irgend  einer  Geraden  liegt, 
die  durch  den  Durchschnitt 
eines  der  drei  gegebenen  ent- 
sprechenden  Strahlenpaare 
geht,  gefunden  werden." 
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Auflosung.  1)  Sind  A,  Aj  (Fig.  31)  die  gegebenen  Geraden,  und 
sind  a  und  an  b  und  fi1?  c  und  q  die  drei  Paar  gegebenen  entsprechen- 
den  Puncte,  so  nehme  man  in  einem  der  drei  Projectionsstrahlen  a,  b,  c, 
etwa  in  b,  zwei  beliebige  Puncte  331?  232,  ziehe  aus  ihnen  die  Strahlen- 
paare  S1a  und  S3a19  33xc  und  3S2c1?  die  sich  in  den  Puncten  a2,  C2  schnei- 
den, und  ziehe  (Lurch  diese  Puncte  die  Gerade  A2.  Soil  nun  a)  m  irgend 
einein  Puncte  j:  in  der  Geraden  A  der  entsprechende  Punct  &  in  der 
Geraden  Aj  gefunden  werden,  so  ziehe  man  den  Strahl  33^,  der  die 
Gerade  Af>  in  einern  Puncte  j:3  schneiden  wird,  und  ziehe  sodann  aus  332 
clurch  £„  einen  Strahl  SS^lj,  so  wird  dieser  der  Geraden  Ax  in  dem  ge- 
suchten  Puncte  jc,  begegnen.  b)  Zieht  man  also  die  Strahlen  33^,  352b1? 
und  sodann  dureh  die  Puncte  es,  b2,  in  welchen  sie  die  Gerade  A2  schnei- 
den,  die  Strahlen  SB^e^  58^^,  so  iniissen  diese  den  gegebenen  Geraden 
Aj  5  A  in  denjenigen  Puncten  e1?  b  begegnen,  welche  den  in  ihrem  Durch- 
schnitte  yereinigten  Puncten  e,  bj  entsprechen.  c)  Und  zieht  man  ferner 
durch  23 1 ,  S3S  die  Strahlen  q,  r  den  Geraden  A,  A1  parallel,  und  sodann 
durch  die  Puncte  q2,  ra  die  Strahlen  SS^C^,  SSjat,  so  werden  diese  den 
Geraden  An  A  in  den  Durchschnitten  q17  r  der  Parallelstrahlen ,  d.  h.  in 
denjenigen  Puncten  begegnen,  deren  entsprechende  q,  rl  unendlich  entfernt 
sind.  d)  Zieht  man  endlich  durch  die  Puncte  !,  115  in  welchen  die  gege- 
benen Geraden  A,  Ax  yon  der  Geraden  A3  geschnitten  werden,  die  Strahlen 
SS2I,  33^5  so  sind  diese  diejenigen  Projectionsstrahlen  k,  1  (der  gegebenen 
Geraden  A,  AJ,  welche  dem  gegebenen  Projectionsstrahle  b  in  den  belie- 
big  angenommenen  Puncten  333,  SSj  begegnen.  2)  Nimmt  man  die  Puncte 
SS2,  35j  in  den  entsprechenden  Puncten  16,  ^±  an,  (wie  in  Fig.  33),  so  wird, 
wie  man  sieht,  die  Auflosung  fur  die  Forderung  (b)  sehr  yereinfacht,  indeni 
alsdann  die  Gerade  A3  selbst  durch  die  gesuchten  Puncte  e3,  b  geht 

1)  Sind  andererseits  33,  33j  (Fig.  32)  die  gegebenen  Strahlbiischel, 
und  a,  b,  c  und.a15  bn  cx  die  drei  gegebenen  entsprechenden  Strahlen- 
paare,  so  ziehe  man  durch  den  Durchschnitt  des  einen  Paares,  etwa  durch 
J,  zwei  beliebige  Gerade  Aj,  A25  die  den  ubrigen  gegebenen  Strahlen  in 
den  Puncten  a13  ca;  a2,  c2  begegnen,  und  verbinde  diese  Puncte  paarweise 
durch  die  Strahlen  a2,  c2,  die  sich  in  irgend  einem  Puncte  333  schneiden 
werden.  Soil  nun  a)  zu  irgend  einem  Strahl  x  des  Strahlbiischels  35  der 
entsprechende  Strahl  xl  im  anderen  Strahlbiischel  ^1  gefunden  werden,  so 
yerbinde  man  den  Pimct  y1?  in  welchem  x  der  Geraden  Aj  begegnet,  mit 
dem  Puncte  353  durch  einen  Strahl  x2,  der  die  Gerade  A2  in  einem  Puncte 
£2  schneiden  wird,  so  wird  alsdann  33^2  der  gesuchte  Strahl  xa  sein. 
P)  Zieht  man  also  die  Axe  233317  yerbindet  die  Durchschnitte  e35  b2  mit 
332  durch  die  Strahlen  e2,  d2?  die  den  Geraden  A2,  Ax  in  e2,  i)x  begegnen, 
und  zieht  sodann  die  Strahlen  33^,  33b15  oder  e1?  d,  so  sind  diese  die- 
jenigen Strahlen,  deren*  entsprechende  e,  d2  in  der  Axe  Sd^Q1  vereinigt 
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sind.  -y)  Zielit  man  endlich  aus  33,  23:  durch  232  die  StraMen  k,  115  die 
den  Geraden  Aa,  Ax  in  den  Puncten  I,  I  begegnen,  so  sind  diese  die- 
jenigen  Durchschnitte  entsprechender- Strahlen  (k  und  k1?  1  und  ^  der  ge- 
gebenen  Strahlbiischel  S3,  2SJ,  welche  in  den  durch  den  Durchschnitt  b 
des  gegebenen  Stralilenpaares  b,  ba  beliebig  gezogenen  Geraden  A3,  Aj 
liegen.  2)  Flir  die  Forderung  ({3)  wird  die  Auflosung  vereinfacht,  wenn 
man  die  entsprechenden  Strahlen  b,  bj  selbst  statt  der  Geraden  A3,  A1 
nimmt,  (Vie  in  Fig.  34),  indem  alsdann  die  gesuchten  Strahlen  d,  QI  durch 
den  Punct  232  gehen. 

IT.  ,,Wenn  bei  zwei  schiefliegenden  projectivischen  Ge- 
bilden  S3,  A  (d.  h.  einein  Stralilbuschel  25  und  einer  Geraden  A,  siehe  §  6,  I) 
drei  entsprechende  Elementenpaare  gegeben  sind,  so  soil  man 
mittelst  des  Lineals  allein  zu  irgend  einein  Element  des  einen 
Gebildes  das  entsprechende  Element  des  anderen  Gebildes 
finden." 

Diese  Aufgabe  kann  leicht  auf  eine  der  vorigen  Aufgaben  (III)  ge- 
bracht  werden.  Derm  sclnieidet  man  den  Strahlbiischel  23  durch  irgend 
eine  Gerade  Ax,  so  ist  diese  mit  der  gegebenen  Geraden  A  projectivisch, 
und  die  Aufgabe  ist  alsdann  auf  die  obige  (III  links)  gebracht.  Oder 
man  beziehe  irgend  einen  Strahlbuschel  23j  auf  die  gegebene  Gerade  A, 
so  wird  derselbe  mit  dem  Strahlbiischel  S3  projectivisch  sein,  und  die  Auf- 
gabe ist  alsdann  auf  die  obige  (HI  rechts)  gebracht. 

25.  Aus  den  vorigen  Betrachtungen  (§  24)  sind  nur  diejenigen  Satze 
und  Aufgaben  herausgehoben  worden,  die  fur  spatere  Untersuchungen  un- 
umganglich  erforderlich  sind.  Es  hatten  noch  mehr  Satze  und  Aufgaben 
an  dieselben  angeschlossen  werden  konnen.  Ferner  wikden  andere  Ver- 
bindungen  der  betrachteten  projectivischen  Gebilde  noch  viele  interessante 
Resultate  liefern,  wenn  nicht  dieses  Kapitel  schon  eine  zu  grosse  Aus- 
dehnung  erlangt  hatte. 

Zum  Schlusse  dieses  Kapitels  soil  nur  noch  die  folgende  bekannte 
Aufgabe  gelost  werden. 

?,Wenn  in  einer  Ebene  zwei  beliebige  gleichnarnige  Vielecke 
gegeben  sind,  ein  drittes  zu  beschreiben,  welches  dem  einen 
umschrieben  und  dem  anderen  eingeschrieben  ist."  Oder:  5JEin 
Vieleck  zu  beschreiben,  dessen  Seiten  derEeihe  nach  durch  ge- 
gebene Puncte  gehen,  und  dessen  Ecken  der  Eeihe  nach  in  ge- 
gebenen Geraden  liegen." 

Auflosung.  Diese  anscheinend  schwere  Aufgabe  wird  leicht  auf  die 
obige  (§  17)  gebracht,  so  dass  sie,  sobald  in  der  Ebene  irgend  ein  Kreis  ge- 
geben ist,  sofort  mittelst  des  Lineals  gelost  werden  kann;  namlich  wie  folgt: 

Es  seien  z.  B.  irgend  vier  Gerade  A,  A17  A27  A3  (Fig.  35)  und  irgend 
vier  Puncte  23,  S315  232,  253  gegeben,  so  soil  also  ein  Viereck  beschrieben 
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werden,  dessen  Ecten,  in  bestiramter  Ordnuiig  genommen,  in  jenen  Gera- 
den liegen,  und  dessen  Seiten,  nach  bestimmter  Ordnung,  durch  jene  Puncte 
gelien. 

"VVerden  die  Puncte  25,  S31S  232,  2S3  nach  der  Reihe  als  Projectibns- 
puncte  der  Geradenpaare  A  und  A15  Ax  und  A2,  A2  und  A3,  A3  und  A4 
angeaommen,  wo  nainlich  A4  oine  mit  A  vereinigte  funfte  Gerade  ist,  so 
sind  alsdann  alle  Geraden  unter  einander  projectivisch,  also  auch  A  und 
A4  (§  11,  III),  und  zwar  so,  dass  zu  irgend  einein  Puncte  a  in  der  ersten 
Geraden  A  bloss  durch  Ziehen  der  Stratlen  a,  aI?  a2,  a3  die  entsprechen- 
den  Puncte  at,  aa,  a8,  a,  in  den  iibrigen  Geraden  nach  der  Reihe  ge- 
funden  werden.  Nun  verlangt  die  Aufgabe  offenbar  nichts  anderes,  als 
man  solle  den  ersten  Punct  a  so  annehmen,  dass  der  letzte  a4  mit  ihm 
zusamnientreffe.  Es  fallen  aber  bei  zwei  auf  einander  gelegten  projectivischen 
Geraden  A,  A4  im  Allgenieinen  nur  hochstens  zwei  Paar  entsprechende 
Puncte  aufeinander  (§  16,  II),  folglich  sind  im  Allgemeinen  auch.  nur 
zwei  Vierecke  moglich,  die  der  Aufgabe  geniigen.  Somit  ist  also 
die  Aufgabe  auf  die  obige  (§  17)  gebraclit.  weil  hiernach  die  genannten 
Vierecke  gefuuden  sind,  sobald  man  die  vereinigten  entsprechenden  Puncte- 
paaro  (e  und  e43  f  und  I4)  der  Geraden  A,  A4  kennt.  Um  diese  Puncte- 
paare  finden  zu  konnen,  ist  aber  nur  noting,  zu  irgend  drei  beliebigen 
Puncten  a,  b>  c  in  der  Geraden  A  die  entsprechenden  Puncte  a4,  B4?  C4 
in  der  Geraden  A4  nach  der  yorhin  angegebenen  Art  zu  suchen. 

Man  konnte  die  Aufgabe  auch  so  losen,  dass  man  statt  der  fiinften 
Geraden  A4  ein  fiinftes,  etwa  mit  SB  concentrisches,  Strahlbiischel  234  zu 
Hiilfe  niilime;  indessen  ware  die  Auilosung  nicht  so  bequem,  wie  die  vor- 
stehende. 

Es  ist  Mar,  dass  die  Auflosung  sich  ganz  ahnlich  bleibt,  das  zu  be- 
schreibende  Vieleck  mag  so  viele  Seiten  haben,  als  man  will,  und  dass 
die  Aufgabe  im  Allgenieinen  nur  zw'ei  Auflosungen  zulasst.  Wenn  aber 
die  Rangordnung  der  gegebenen  Puncte  (3S,  23I?353, ...)  und  Geraden  (A, 
A13Aa,...)  nicht  festgesetzt  ist,  dann  ist  die  Zahl  der  Aujflosungen  viel 
grosser,  und  vermehrt  sich  mit  der  Seitenzalil  des  Vielecks;  so  z.  B.  wurden 
bei  dern  vorhin  betrachteten  Fall,  wo  die  zu  beschreibende  Figur  nur  ein 
Viereck  war,  144  Auflosungen  stattfinden*). 

*)  Es  wnrde  schon  oben  (§  19)  erwahnt,  dass  durch  n  Puncte  m  einer  Ebene 
3.4.5...(n  —  1)  yerschiedene  einfacbe  a-Ecke  bestimmt  werden.  Man  uberzeugt  sicb 
davon,  wie  folgt:  Die  Puncte  lassen  sich  offenbar  so  oft  in  anderer  Ordnung  ver.binden, 
als  n  Elements  sich  versetzen  lassen,  also  1.2.B...nMal.  Allein  je  zwei  Yerbindtingen, 
die  einander  gerade  entgegengesetzt  sind,  d.  h.5  wo  die  Rangordnung  der  Puncte  gerade 
mngekehrt  ist,  sind  offenbar  nicht  zwei  Yerschiedene,  sondern  nur  ein  und  das- 
selbe  n-Eck  (z.  B.  bei  funf  Puncten  ist  ABODE  und  EDCBA  ein  und  dasselbe  Mnf- 
eck);  daher  ist  auch  die  Zahl  der  Terschiedeneti  n-Ecke  nur  halb  so  gross  als  die  Zahl 
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Die  Aufgabe  umfasst  eine  grosse  Menge  besondeser  Falle,  deren  Be- 
sonderlieit  z.  B.  darin  besteht,  dass  die  gegebenen  Puncte  theilweise  in 
Geraden  liegen,  oder  die  gegebenen  Greraden  theilweise  durch  dieselben 
Puncte  gehen,  oder  dass  die  gegebenen  Puncte  oder  Greraden  theilweise 
auf  einander  fallen;  u.  s.  w.  Die  Auflosung  aller  dieser  Falle  ist  leiclit  aus 
der  vorstehenden  Auflosung  zu  entnehinen. 

Die  obige  Aufgabe  wurde  zuerst  von  den  Matliematikern  Sewois,  G-er- 
gonne  und  Vhuilier  im  II.  Bande  der  Annales  de  Mathematigues  gelost. 
Die  vorstehende  Auflosung  ist  vermoge  des  Umstandes:  ,,dass  sie  nur 
im  Ziehen  gerader  Linien  zwisclien  gegebenen  Punctepaaren 
besteht,  sobald  in  der  Ebene  irgend  ein  Kreis  gegeben  ist,"  unter 
alien  mir  bekannten  Auflosungen  die  einfachste  und  leichteste. 


Zweites  Kapitel. 

Von  projectivischen  Geraden,  ebenen  Strahlbuscheln  und 
Ebenenbiiscleln  ini  Raume. 


Ein  Ebenenbuschel,  verbunden  mit  Geraden  und  ebenen  Strahlbiischeln. 

26.  In  dem  vorhergenenden  Kapitel  war  der  Ort  der  Gebilde,  die 
betrachtet  warden,  ausdriicklich  auf  eine  Ebene  beschrankt.  Es  bleibt 
dernjaach.  noon  iibrig,  diese  Gebilde,  namlicli  projectiyiscae  Gerade  und 


der  genarmten  Yersetzungen.  Ausserdem  kann  ein  einfaches  n-Eck  bei  jeder  seiner 
Ecken  beginnen  (z.  B.  bei  funf  Pmicten  sind  ABODE  und  BCDEA  und  ODE  AB  u.s.w. 
jm.tn.er  ein  und  dasselbe  Funfeck),  daher  ist  die  2ahl  der  wirklich  Yon  einander  ver- 
schiedenen  n-Ecke  nur: 


«   .   ,      f       -, 
=s=  3.4.5...(n  —  1). 


£  »n 

Wenn  nun,  in  Beziehung  auf  die  oben  stehende  Aufgabe,  die  Seiten  eines  (ein- 
fachen)  n-Ecks  durch  n  ge^ebene  Puncte  B,  B1?  B2?  ...  Bn_t  gehen  sollen,  so  sind 
dabei  offenbar  ebenfalls  3.4.5...(n  —  1)  verschiedene  Eangordnungen  moglich.  Nun 
bleibt  bei  jedem  von  diesen  3.4.5...(n—  1)  yerschiedenen  n-Ecken  noch  die  Rang- 
ordnung  frei,  nach  welch  er  die  Ecken  desselben  in  den  gegebenen  Geraden  A,  AJ5 
A3,  ...  Anml  liegen.  Die  Zahl  dieser  Ordnungen  ist  aber  offenbar  der  Yersetzungszahl 
fur  n  Elemente  (etwa  fiir  n  Personen  a,0i...  auf  nPlatzen  A,Ai,...)  gleich,  also 
=  1.2.3...  n.  Da  endlich,  zufolge  der  oben  stehenden  Auflosung,  fur  eine  bestimmte 
Rangordnung  der  Puncte  B,  B1?  Ba?  ...  und  der  Geraden  A,  AI,  A3,  .  ..  im  Allge- 
meinen  zwei  Auflosungen  stattfinden,  so  ist  folglich,  wenn  die  Hangordnung  veder  der 
gegebenen  Puncte  B,  B1?  ...  Bn_15  noch  der  gegebenen  Geraden  A,  Aa,  ...  A^j 
festgesetzt  ist,  die  £ahl  aller  Auflosungen  im  Allgemeinen  : 

3.4.5.  .  .n—  1X1-  2.8.4.  ,.nX2  =  I2.22.32.42...(n—  l)2.n. 
Steiner's  Werke.    L  20 
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ebene  Strahlbiischel,  in  soldier  Lage  zu  untersuchen,  wo  sie  nicht  mehr 
in  einer  und  derselben  Ebene  liegen.  Zu  diesem  Ende  ist  es  zweckmassig 
und,  wie  sicli  zeigen  wird,  der  Natur  der  Saclie  angemessen,  das  dritte 
Gebilde,  namlich  den  Ebene nbuschel  (§  1,  III),  mit  jenen  zugleich  zu 
betrachten. 

Bei  den  folgenclen  Betrachtungen  lassen  sich  die  Gebilde  und  ihre 
verschiedenen  Verbindungen,  weil  sie  nicht  mehr  in  einer  Ebene  liegen, 
nicht  leicht  durch  Zeiclmungen  (Figuren)  vorstellig  machen;  dieses  ist  aber 
auch  nicht  nothig,  weil  durch  zweckmassige  Benennungen  das  Festhalten 
der  Zusammenstellungen  der  zu  betrachtenden  Gebilde  erleichtert  wird. 
Ueberliaupt  sind  stereometrische  Betrachtungen,  meiner  Meinung  nach,  nur 
dann  richtig  aufgefasst,  wenn  sie  rein,  ohne  alle  Versinnlichungsmittel, 
nur  durch  die  innere  Vorstellungskraft  angeschaut  werden.  Wenigstens 
ist  dieses  fur  die  synthetische  Betrachtungsweise  erforderlich,  und  vorzugs- 
weise  fur  clenjenigen,  cler  darin  erfinderisch  zu  Werke  gehen  will;  denn 
nur  auf  diesein  Wege  kann  er  seinen  Gegenstand  selbst  gewahren  lassen, 
kami  er  den  ganzen  Umfang  der  Eigenschaften  einer  Figuren  -Verbindung 
in  alien  ihren  einzelnen  Fallen  und  nach  alien  ihren  Grenzen  hin  leicht 
und  richtig  durchschauen,  und  alle  diese  Falle  zusammen  als  ein  in  ein- 
ander  fliessendes  oder  aus  sich  selber  heraustretendes  Ganzes  erkennen. 
Wenn  aucli  im  Anfange  diese  freie  Vorstellung  eindge  Muhe  macht,  so 
wird  man  doch  bald  eine  gewisse  Fertigkeit  darin  erlangen  und  sich  dann 
fiir  die  iiberstandene  Anstrengung  hinlanglich  entschadigt  finden.  Wer 
benatiht  ware,  durch  anclere  Mittel  diese  Anstrengung  zu  umgehen,  der 
dtirfte  nicht  wohl  thun,  indem  er  das  Vorstellungsvermogen,  statt  gesund, 
kriiftig  und  lebensthatig  zu  naachen,  dasselbe  vielmehr  in  dunkler.,  schwer- 
fiilliger  Auffassung  erhalten  wiirde. 

Da  die  folgenden  Betrachtungen  mit  denen  im  vorigen  Kapitel  grosse 
Uebereinstirnmung  haben,  ja  da  sie  grossentheils  durch  die  letzteren  vor- 
bereitet  sind,  oder  sich  auf  dieselben  stutzen,  so  werde  ich  micli  dabei 
kiirzer  fassen  durfen  und  nur  nothig  haben,  die  Entwickelung  so  weit  zu 
verfolgen,  bis  sie  auf  fruhere  Betrachtungen  gebracht,  oder  bis  .die  weitere 
Untersuclmng  durch  ein  init  dera  friiheren  gauz  iibereinstimtQendes  Ver- 
fahren  zu  Ende  gefuhrt  werden  kann. 

27.  Nach  der  oben  (§  1,  HI)  gegebenen  Erklarung  '  besteht  ein 
Ebenenbiischel  aus  cler  unzahligen  Menge  von  Ebenen,  welche  durch 
eine  und  dieselbe  Gerade,  Axe  genannt,  gehen.  Die  Axe  eines  solchen 
beliebigen  Ebenenbiischels  soil  durch  21  bezeichnet  werden,  und  wenn  von 
den  Ebenen  desselben  eiazelne  namhaft  gemacht  werden  sollen,  so  mogen 
sie  a,  p,  y,  o,  . . .  heissen. 

I.  Denkt  man  sich  im  Raume  irgend  einen  Ebenenbiischel  §1  und 
irgend  eine  Gerade  A  und  bezieht  beide  auf  einander,  so  findet  man: 
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1)  Dass  im  Allgemeinen  durch  jeden  Punct  der  Geraden  A  eine  Ebene 
des   Ebenenbiischels   §1   geht.     Jeder  Punct  und   die   durch  ihn 
gehende  Ebene  sollen  entsprechend  heissen,  und  zwar  sollen  die 
den  Puncten  a,  B,  c,  b,  . . .  entsprechenden  Ebenen  nach  der  Reihe 
durch  a,  p,  y,  o,  . . .  bezeichnet  werden.     Nur  eine  Ebene  1st  mit 
der  Geraden  A  parallel,  oder  geht  nach  ihrem  unendlich  entfernten 
Puncte;  sie  heisse  die  Parallelebene  (§2). 

2)  Insbesondere  kann  die  Gerade  A  in  eine  solche  Lage  ubergehen, 
dass  sie  die  Axe  §1  des  Ebenenbiischels  schneidet,  dann  liegt  sie 
in  einer  Ebene  des  letzteren  und  schneidet   alle  iibrigen  Ebenen 
in  einem  und  demselben  Puncte,    der  namlich  der  Durchschnitt 
der  Geraden  A  und  31  ist.     Darunter  ist  auch  der  besondere  Fall 
mitbegriffen,    wo  die  Gerade  A  der  Axe  SC  parallel,   d.  h.  nach 
ihrem  unendlich  entfernten  Puncte  gerichtet  ist. 

II.     Denkt  man  sich  mit  dem  Ebenenbuschel  3C  zugleich  irgend  eine 
andere  Ebene  B,  so  finden  zwischen  ihnen  folgende  Beziehungen  statt: 

1)  Ihr  gegenseitiger  Durchschnitt  ist  ein  ebener  Strahlbuschel,    d.  h. 
die    Durchschnittslinien,    in    welchen    alle   Ebenen    des   Ebenen- 
biischels 31  die  besondere  Ebene  B  schneiden,    bilden  zusarmnen 
einen  Strahlbiischel  S5  in  dieser  Ebene,  dessen  Mittelpunct  S3  der 
Durchschnitt  der  Ebene  B  und  der  Axe  31  ist.    Die  Strahlen,  oder 
die  Durchschnittslinien,  durch  welche  die  einzelnen  Ebenen  a,  (3, 
Y,  S,  ...  gehen,  sollen  nach  der  Reihe  durch  a,  b,  c,  d,  ...  be- 
zeichnet werden,    und  jeder  Strahl  und  die  durch  ihn  gehende 
Ebene  sollen  entsprechend  heissen. 

2)  Die  Ebene  B  kann  insbesondere  ihre  Lage  so  verandera,  dass  sie 
der  Axe  SI  parallel  wird;  dann  entfernt  sich  der  Mittelpunct  des 
ebenen  Strahlbiischels  IB  ins  Unendliche,  und  alle  Strahlen  des- 
selben  werden  parallel,  namlich  der  Axe  21  parallel.    Nahert  sich 
in   diesem  Falle  ferner   die  Ebene  B   der  ihr  parallelen  Axe  §l? 
bis  sie  endlich  diese  in  sich  aufnirnrat,   so   wird  sie  mit  irgend 
einer  Ebene  des  Ebenenbiischels  31  zusammenfallen  und  mit  alien 
iibrigen  Ebenen  die  Axe  31  zum  gemeinschaftlichen  Dnrchschnitt 
haben,   so  dass  also  der  Strahlbuschel  18  sich  auf  diese  Axe  re- 
ducirt. 

3)  Endlich  kann  die  Ebene  B  auch  eine  solche  besondere  Lage  haben, 
dass    sie  zu  der  Axe  31  senkrecht  ist;    dann  werden  durch  die 
Winkel  im  Strahlbuschel  S3  die  Flachenwinkel  im  Ebenenbiischel 
31   dargestellt,    d.  h.    der  Winkel,   welchen  irgend  zwei  Strahlen 
des    ersteren    einschliessen,    ist    dem   Flachenwinkel    der    ihnen 
entsprechenden  Ebenen  gleich,  so  dass  also  z.  B.  Winkel 

.  .  ., 
20* 


308  Projectivische  Gerade,  Strahlbuschel  und  Ebenenbuschel.  28. 

wenn  namlicli   der  Winkel,    den  zwei   Ebenen,    etwa   cc,  p   ein- 
tichliessen,  durch  (ap)  bezeichnet  wird. 

III.  Hat  man  auf  die  vorstehende  Art  eine  Gerade  A  (I)  oder  einen 
ebenen  Strahlbtischel  S3  (II)  auf  einen  Ebenenbuschel  t  bezogen,  so  sollen 
die  jedesmaligen  zwei  Gebilde  A  und  31,  oder  25  und  51  ,,projectivisch" 
heissen,   namlicli  in  Ansehung  cler  entsprechenden  Elementenpaare  a  und 

a,  b  und  p,  C  und  ?,  -  •  -,  oder  a  und  a,  b  und  p,  c  und  y,  ...    Befinden 
sich  die  Gebilde  in  soldier  Lage,  class  die  Puncte  a,  6,  c,  .  -  .  oder  die 
Strahlen  a,  b,  c,  ...   in   den  ihnen  entsprechenden  Ebenen  a,  p,  y,  ••• 
liegen,   wie  bei  vorstehenden  Betrachtungen,    so  soil  gesagt  warden,    sie 
seien  oder  sie  liegen  ,,perspectivisch",  und  wenn  dieses  nicht  der  Fall 
1st,  so  soil  ihre  Lage  ,5schief"  heissen. 

IV.  Der  Ebenenbuschel  St  kann  sich  insbesondere  so  verandern,  dass 
seine  Axe  SI  sich  ins  Unendliche  entfernt,  so  dass  alle  Ebenen  a,  p,^  y,  -  •  * 
desselben  unter  sich  parallel  werden.    Daher  kann  man  umgekehrt  irgend 
ein  System  von  Parallelebenen  als  einen  Ebenenbuschel  betrachten,  dessen 
Axe  imendlich  entfernt  ist.    Bei  einem  solchen  Ebenenbuschel  wird  irgend 
eine  schneidende  Ebene  B   einen  ebenen  Strahlbu'schel  hervorbringen  (II), 
dessen  Strahlen  ebenfalls  parallel  sind. 

28.  Die  Geraden  und  die  ebenen  Strahlbuschel,  welche  mit  einem 
mid  demselben  Ebenenbuschel  §1  perspectivisch  sind  (§  27),  haben  unter 
einancler  folgende  Beziehungen: 

Je  zwei  ebene  Strahlbiischel  35,  3B1S  die  in  demselben  Ebenenbuschel 
SI  liegea,  d.  h.,  die  entstehen,  wenn  letzterer  von  irgend  zwei  Ebenen  B, 
B,  geschnitten  wird,  sind  in  Betracht  der  Strahlenpaare  a  und  a15  b  und 
b17  c  und  cn  . . .,  die  beziehlich  in  den  Ebenen  a,  p,  y,  . .  .  des  Ebenen- 
biischels  91  liegen,  projectivisch,  und  zwar  kann  man  sagen,  sie  liegen 
perspectivisch.  Denn  wird  die  Durchschnittslinie  der  beiden  Ebenen  B, 
B  durch  A  bezeichnet,  so  werden,  wie  sich  aus  der  Anschauung  ergiebt, 
alle  Strahlenpaare  a  und  a15  b  und  b1?  c  und  ci:  ...  der  Strahlbuschel 
SB  und  S1  sich  auf  der  Geraden  A  schneiden,  und  heissen  diese  Durch- 
schnittspuncte,  wie  gehorig,  a,  B,  c,  . . .,  so  sind  einerseits  SB  und  A  in 
Ansehung  der  Elemente  a,  b,  c,  . . .  und  a,  b,  c,  ...,  und  andererseits  ^ 
und  A  in  Ansehung  der  Elemente  a1?  bi:  cI9  ...  und  a,  b,  c,  . . .  projec- 
tivisch (§  2),  folglich  sind  auch  SB  nnd  SBj  in  Hinsicht  der  Elemente  a, 

b,  c,  ...  und  aJ5  b19  c15  . , .  projectivisch,  und  zwar,  da  die  Durchschnitte 
cler  entsprechenden  Strahlen  auf  einer  Geraden,  namlich  auf  A,  liegen,  so 
soil  ihre  Lage,  obgleich  sie  sich  nicht  in  einer  Ebene  befinden,  perspec- 
tivisch heissen,  und  jene  Gerade  A  soil  ihr  perspectivischer  Durch- 
schnitt  und  die  Axe  St  des  Ebenenbuschels  ihre  Projectionsaxe   ge- 
nannt  werden.    Wird  also  von  zwei  projectivischen  ebenen  Strahlbiischeln, 
die  in  einer  Ebene  perspectivisch  liegen,    (wie  etwa  SS,  2^  Fig.  10)  der 
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eine  urn  den  perspectivischen  Durchschnitt  A  herumbewegt,  so  bleiben  die 
Strahlblischel  fortwahrend  perspectivisch,  und  liegen,  sobald  sie  sich  niclit 
mehr  in  einer  Ebene  bcfmden,  in  einem  Ebenenbuschel  St,  welcher  durch 
sie  bestimmt  wird. 

Wenn  insbesondere  die  Ebenen  B,  E1  der  Axe  21  des  Ebenenbiischels 
in  einem  und  demselben  Puncte  begegnen,  so  dass  also  die  ebenen  Strahl- 
buschel 33,  ^  concentrisch  sind,  so  gelit  aucli  der  perspectivische  Durch- 
schnitt A  durch  ihren  gemeinschaffclichen  Mittelpunct,  und  zwar  sind  in 
ihm  (in  A)  zwei  entsprechende  Strahlen  vereinigt.  Und  also  aucli  um- 
gekehrt:  Werden  zwei  projectiyische  ebene  Strahlbuschel  S3,  Sd1  beliebig 
concentrisch  gelegt,  ohne  dass  sie  in  einer  Ebene  liegen,  aber  so,  dass 
zwei  entsprechende  Strahlen  zusainmenfallen,  so  sind  sie  perspectivisch, 
nanilich  sie  liegen  in  einena  und  demselben  Ebenenbuschel  21,  der  durch 
sie  bestimmt  wird,  und  der  gemeinschaftliche  Strahl  ist  als  ihr  perspeeti- 
vischer  Durchschnitt  anzusehen. 

Nun  folgt  ferner,  dass  irgend  ein  ebener  Strahlbuschel  SB  und  irgend 
eine  Gerade  A  (die  nicht  in  der  Ebene  B  liegt),  die  in  demselben  Ebenen- 
buschel 21  liegen,  in  Ansehung  der  Elemente  a,  b,  c,  d?  . . .  und  a,  6,  c, 
b,  . . .  projectivisch  sind.  Denn  denkt  man  sich  irgend  eine  Ebene  E1 
durch  A,  so  bringt  sie  (im  Ebenenbuschel  21)  einen  ebenen  Strahlblischel 
SSj  hervor,  der,  wie  man  sieht,  niit  A  in  Ansehung  der  Elemente  ais  bis 
ci;  ...  und  a,  6,  c,  . .  .  projectivisch  ist,  und  da  er,  zufolge  vorstehender 
Betrachtung,  auch  mit  S3  projectivisch  ist,  so  sind  folglich  auch  S3  uud  A 
projectivisch  (§11,  II),  wie  behauptet  worden. 

Daher  sind  ferner  je  zwei  Gerade  A,  A1 ,  die  in  demselben  Ebenen- 
biischel  21  liegen ,  in  Ansehung  der  entsprechenden  Puncte  a,  b,  c,  . . . 
und  an  615  C15  ...  projectivisch.  Denn  sie  sind  beide  mit  dem  ebenen 
Strahlbuschel  33,  mithin  auch  unter  sich  projectivisch.  Schneiden  die 
Geraden  A,  A1  einander,  so  sind  sie  perspectivisch,  namlich  ihr  Projections- 
punct  liegt  in  der  Axe  des  Ebenenbiischels  21,  er  ist  der  Durchschnitt 
dieser  Axe  und  der  Ebene,  in  welcher  alsdann  die  Geraden  liegen. 

Das  Ergebniss  der  vorstehenden  Betrachtungen  besteht  also  in  folgen- 
den  Eigenschaften: 

I.  ,,Je  zwei  ebene  Strahlbuschel  23,  SS1?  die  in  einem  und 
demselben  Ebenenbuschel  21  liegen,  sind  perspectivisch,  und 
zwar  ist  der  Durchschnitt  ihrer  Ebenen  ihr  perspectivischer 
Durchschnitt. "  Und  umgekehrt:  ,,Haben  zwei  projectivische  ebene 
Strahlbuschel  S3,  23X  einen  perspectivischen  Durchschnitt  A,  d.  h., 
sind  sie  perspectivisch,  so  liegen  sie  in  einem  Ebenenbuschel  21, 
der  durch  sie  bestimmt  wird,  oder  insbesondere  in  einer  Ebene; 
wird  namlich  der  eine  um  A  herumbewegt,  so  bleiben  sie  stets 
in  irgend  einem  Ebenenbuschel,  und  fallen  endlich  die  Ebenen 
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beider  Strahlbiischel  auf  einander,  so  vereinigen  sich  alle  Ebenen 
cles  Ebenenbiischels  mit  ihnen."  ,,Liegen  die  Strahlbuschel  25, 
SSj  im  Ebenenbuschel  21  insbesondere  concentriscli,  so  sind  im 
perspectivischen  Durchschnitt  A,  der  dann  -durch  den  gemein- 
schaftlichen  Mittelpunct  geht,  zwei  entsprechende  Strahlen  ver- 
einigt,  und  umgekehrt,  sind  bei  zwei  projectivischen  ebenen 
Strahlbxischeln  33,  3B15  die  nicht  in  einerlei  Ebene  liegen,  die 
Mittelpuncte  und  zwei  entsprechende  Strahlen  vereinigt,  so  lie- 
gen  sie  in  einem  Ebenenbuschel  SI,  dessen  Axe  SI  naturlicher- 
weise  clurch  den  gemeinsamen  Mittelpunct  geht,  und  der  gemein- 
schaftliche  Strahl  ist  als  perspectivischer  Durchschnitt  der 
Strahlbuschel  anzusehen." 

II.  wJede  Gerade  A  und  jeder  ebene  Strahlbuschel  33,  die 
in  einem  und  demselben  Ebenenbuschel  21  liegen,  sind  projecti- 
visch." 

IE.  ,,Je  zwei  Gerade  A,  A15  die  in  einem  und  demselben 
Ebenenbuschel  21  liegen,  sind  projectivisch,  und  wenn  sie  sich 
schneiden,  so  sind  sie  perspectivisch,  und  ihr  Projectionspu.net 
liegt  in  der  Axe  21  des  Ebenenbuschels." 

In  Hinsicht  ahnlicher  Geraden  und  in  Hinsicht  gleicher  ebener  Strahl- 
biiscliel finden  insbesondere  folgende  Eigenschaften  statt: 

IV.  ,,Alle  Geraden,   die  in  demselben  Ebenenbuschel  21  lie- 
gen  und  mit  einer  und   derselben  Ebene  desselben  parallel  ge- 
hen,  sind  projectivisch  ahnlich."    Und  umgekehrt:  ^Alle  Geraden, 
die  in  demselben  Ebenenbuschel  liegen  und  ahnlich  sind,    sind 
mit  einer  und  derselben  Ebene  desselben  parallel."   Denn  da  jede 
Ebene  des  Ebenenbiischels  durch  entsprechende  Puncte  der  Geraden  geht, 
so  werden,   da  die  Geraden  mit  derselben  Ebene  parallel  sind,  ihre  un- 
endlich  entfernten  Puncte  sich  entsprechen  (§  27, 1),  und  daher  folgt  ihre 
Aehnlichkeit  (§  13, 1,  a).    Wenn  insbesondere    der  Ebenenbuschel  21   aus 
Parallelebenen  besteht,  wenn  seine  Axe  unendlich  entfernt  ist  (§  27,  IV), 
so  sind  alle  Geraden,   die  in  einem  solchen  Ebenenbuschel  liegen,  pro- 
jectivisch ahnlich,  und  diejenigen  Geraden,  die  unter  gleichen  Winkeln 
zu  den  Ebenen  geneigt  sind,  sind  projectivisch  gleich. 

V.  ^Ebene  Strahlbiischel,  die  in  demselben  Ebenenbuschel 
liegen,  sind  projectivisch  gleich,  wenn  entweder 

1)  ihre  Ebenen  parallel  sind,  oder 

2)  wenn  diejenige  Ebene,  welche  den  durch  die  Ebenen  der 
Strahlbuschel  gebildeten  Flachenwinkel   halftet,  zu  der 
Axe  21  des  Ebenenbiischels  senkrecht  ist; 

und  auch  umgekehrt."    Die  Wahrheit  dieses  Satzes   ist  leicht  zu  er- 
weisen,  namlich  im  ersten  Ealle  (1)  sind  offenbar  je  zwei  entsprechende 
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Strahlen   der  Strahlbtischel  parallel,    und  folglicli  je  zwei  entsprechende 
Wink  el  gleich,  u.  s.  w. 

29.  Da  die  Flachenwinkel  des  Ebenenbuschels  21  durcli  irgend  einen 
ebenen  Strahlbuschel  3313  dessen  Ebene  zu  der  Axe  51  clesselben  senkrecht 
ist,  dargestellt  werden  (§  27,  II,  3),  und  da  dieser  Strahlbuschel  23a  mit 
jedein  anderen  Strahlbtischel  SS,  oder  mit  jeder  Geraden  A,  die  in  dem 
Ebenenbiischel  21  liegt,  projectiviscli  ist  (§  28),  so  hat  man  zwischen  irgend 
viermal  drei  entsprechenden  Elementen  der  drei  projectivischen  Gebilde 
21,  35,  A,  etwa  zwischen  a,  p,  7,  8;  a,  b,  c,  d;  a,  b,  c,  b  folgende  Bedin- 
gungen  (§  4  und  §  10): 

in(a7)     sin(ao)  sin(ac)      sin  (ad)   ac      ab 


'  sin(po)         sin(bc)  "  sin(bd)         be  "  Bb 
sin(cto)  sin(ab)      sin(ad)  db      ab 

JL.  ~  — — — — _____     _  . 


sinfrfi)  '  sin (7 8)        sin(cb)  "  sin(cd)          cb  "   cb 
sin(a|3)     sin  (ay)  sin(ab)      sin(ac)  ab      ac 


sin(6[_)  '  sin(oy)        sin(db)  "   sin(dc)         bb  "  be 
Und  umgekehrt: 

II.  ,,Sind   die  Elemente   zweier  Gebilde  31  und  58,    oder  31 
und  A,    so  einander  entsprechend  angenommen,    dass  zwischen 
je  vier  Elementenpaaren  (bei  gleicher  Aufeinanderfolge  der  Ele- 
mente   in    den   jedesmaligen    zwei    Gebilden    (§  6,  y  ocler  §  10) 
gleiche  Doppelverhaltnisse   stattfinden,    wie   die   vorstehenden, 
so  sind  die  Gebilde  projectivisch." 

Daher  folgt  ferner: 

III.  ,,Das  ganze  System  der  entsprechenden  Elementenpaare 
zweier  projectivischen  Gebilde  21  und  58,   oder  §1  und  A  ist  be- 
stimmt,    sobald  drei  Paare  gegeben  sincl  (§  6,  a);    und,  urn  eine 
projectivische  Beziehung  zwischen  den  Gebilden  zu  bestiramen, 
dtirfen    drei    entsprechende    Elementenpaare    beliebig    gewahlt 
werden  (§  6,  p).« 

Sollen,  wenn  bei  2t  und  SB,  oder  bei  St  und  A  drei  Paar  entsprechender 
Elemente  gegeben  sind,  andere  entsprechende  Elemente  gefunden  werden, 
so  ist  die  Aufgabe  leicht  auf  die  obige  (§  6  oder  §  24,  III)  zurilckzu- 
fiihren.  Denn  welche  gegenseitige  Lage  die  Gebilde  auch  haben  mogen, 
so  darf  man  nur  einen  ebenen  Strahlbuschel  233  oder  eine  Gerade  Aj  an- 
nehmen,  die  mit  dem  Ebenenbiischel  51  perspectinsch  sind,  und  kann  so- 
fort  zwischen  2^  oder  A1  und  den  gegebenen  Gebilden  25  oder  A  die 
entsprechende  Aufgabe  16  sen. 

IV.  ,,Liegen  zwei  projectivische  Gebilde  21  und  33,    oder  21 
und  A  so,    dass   irgend    drei  Paar   entsprechender  Elemente.  zu- 
sammentreffen,  d.  L,  dass  drei  Strahlen  von  S3,  oder  dreiPuncte 
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von  A  in  den  ihncn  entsprechenden  drei  Ebenen  von  31  liegen, 
so  liegen  die  jeclesmaligen  zwei  Gebilde  perspectivisch  (§27), 
so  dass  je  zwei  entsprecliende  Elemente  zusammentreffen." 


Y.  wBefinden  sich  zwei  pro- 
jectivisclie  Gebilde  31  und  A 
in  beliebiger  schiefer  Lage,  so 
treffen  entweder  zwei,  oder 
ein,  oder  kein  Paar  entspre- 
chencler  Elemente  derselben 
zusammen,  namlich  gerade  so, 
wie  bei  den  GebildenSS  und  A 
(§  16,  IV),  oder  wie  bei  zwei 
auf  einander  gelegten  projecti- 
vischen  GeradenA,  A1  (§  16,11)." 
Denn  denkt  man  sich  mit  der  ge- 
gebenen  Geraden  A  eine  andere 
Gerade  Ax  vereinigt,  die  mit  dem 
Ebenenbiischel  31  perspectivisch  ist, 
so  sincl  A  und  A,  projectivisch, 
woratis  sofort  die  Richtigkeit  der 
Aussage  folgt.  Die  vereinigten  ent- 
sprechenden Elementenpaare  der 
Gebilde  21,  A  werden  demzufolge 
nach  §  17  gefunden. 


V.  ,,Befinden  sich  zwei  pro- 
jectivische  Gebilde  31  und  S3 
in  schiefer  Lage,  und  liegt  der 
Mittelpunct  S3  in  der  Axe  31, 
so  fallen  entweder  zwei,  oder 
ein,  oder  kein  Paar  entspre- 
chender  Elemente  derselben 
auf  einander,  namlich  gerade 
so,  wie  bei  zwei  projectivi- 
schen  ebenen  Strahlbiischeln 
25,  S315  die  in  einer  Ebene  con- 
centrisch  liegen  (§  16,  II)."  Denn 
denkt  man  sich  in  der  Ebene  des 
gegebenen  Strahlbuschels  35  einen 
anderen  S5l?  welcher  mit  ihm  con- 
centrisch  und  mit  31  perspectivisch 
ist,  so  sind  23  und  SSj  projectivisch, 
woraus  sofort  die  genannten  Eigen- 
schaften  folgen.  Die  vereinigten 
entsprechenden  Elementenpaare  der 
Gebilde  31,  S3  werden  demzufolge 


nach  §  17  gefunden. 
Mit  Riicksicht  auf  §  8  und  §  12,  II  folgt  insbesondere  ferner  (§  28, 

i,  n,  ni): 

VI.  »Schneiden  irgend  vier  Ebenen  des  Ebenenbiischels  3t, 
etwa  die  Ebenen  a,  j3,  7,  S,  entweder  irgend  eine  Gerade  A  in 
vier  harmonischen  Puncten  a,  b,  c,  b,  oder  irgend  eine  Ebene  B 
in  vier  harmonischen  Strahlen  a,  b,  c,  d,  so  schneiden  sie  auch 
jecle  andere  Gerade  Ax  in  vier  harmonischen  Puncten  C^,  B15  c15 
b1?  und  jede  andere  Ebene  Bx  in  vier  harmonischen  Strahlen  aJ5 

bls  Cl,  d,.« 

Unter  diesen  Umstanden  sollen  die  vier  Ebenen  a,  |3,  y,  8  ?,harmo- 
nische  Ebenen"  heissen,  und  zwar  sollen  auf  dieselbe  Weise,  wie  bei 
harmonischen  Puncten  und  harmonischen  Strahlen  (§  8,  I),  je  zwei  nicht 
nach  einander  folgende  Ebenen  ,,zugeordnete  harmonische  Ebenen" 
heissen.  Alsdann  lassen  sich  fast  alle  Eigenschaften ,  die  daselbst  (§  8) 
von  vier  harmonischen  Strahlen  entwickelt  wurden,  wortlich  auf  vier  har- 
monische Ebenen  a,  p,  7,  8  iibertragen.  Ferner  sind  die  letzten  Satze  in 
§  12,  II  zu  fibertragen,  namlich  wie  folgt: 
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VII.  „ Sind  in  einem  Ebenenbuschel  21  vier  harnionische 
Ebenen,  und  in  einer  Geraden- A  vier  harnionische  Puncte,  oder 
in  einem  ebenen  Strahlbiischel  25  vier  harmonische  Stralilen  ge~ 
gegeben,  so  sind  die  Gebilde  21  und  A,  oder  21  und  35  in  Anse- 
hung  der  gegebenen  Eleniente  auf  acht  verschiedene  Arten  pro- 
jectivisch,  namlich  man  kann  jedes  Paar  zugeordneter  harmo- 
nischer  Elemente  des  einen  Gebildes,  sowohl  dem  einen  als  dem 
anderen  Paar  zugeordneter  harmonischer  Elemente  des  anderen 
Gebildes  entsprechend  annehmen." 

Es  folgt  weiter: 

Vni.  5,Werden  drei  Ebenen 
(a,  (3,  7)  eines  Ebenenbuschels  21 
durch  irgend  eine  Gerade  A 
oder  durch  irgend  eine  Ebene 
B  geschnitten,  so  ist  der  Ort 
desjenigen  Punctes  b  oder 
Strahles  d,  der  zu  den  drei 
Durchschnittspuncten  (a,  b,  c) 
oder  Durchschnittsstrahlen  (a, 
b,  c)  der  vierte  harmonische 
Punct  oderStrahl  ist,  eine  be- 
stirnmte  vierte  Ebene  o  des 
Ebenenbuschels  21,  namlich  die 
vierte  harmonische  Ebene  zu 


den  drei  gegebenen  Ebenen." 


,,Gehen  durch  drei 
gegebene  Puncte  a,  b,  c  einer 
Geraden  A  drei  Ebenen  (a,  fj,  7) 
eines  Ebenenbuschels  21  oder 
drei  Stralilen  (a,  b,  c)  eines  ebe- 
nen Strahlbuschels  25,  so  geht 
die  zu  den  drei  Ebenen  geho- 
rige  vierte  harmonische  Ebene 
o,  oder  der  zu  den  drei  Strah- 
len  gehorige  vierte  harmoni- 
sche Strahl  d  durch  einen  be- 
stimmten  vierten  Punct  b  der 
Geraden  A,  namlich  durch  den 
vierten  harmonischen  Punct 
zu  den  drei  gegebenen  Punc- 
ten." 


Aus  diesen  letzteren  Satzen,  verbunden  mit  §  20,  IV,  folgt  ferner: 


IX.  55 Sind  a,  p,  7  irgend 
drei  Ebenen  eines  Ebenenbu- 
schels 51,  und  nimmt  man  in 
der  einen,  etwa  in  (3,  irgend 
einen  Punct  B  an,  zieht  aus 
ihm  zwei  beliebige  Gerade  A, 
A15  die  den  zwei  tibrigen  Ebe- 
nen a,  y  in  den  Punctepaaren 
a  und  c,  QJ  und  q  begegnen 
werden,  und  verbindet  diese 
Punctepaare  wechsels  eitig 
durch  Gerade  (<xc1?  caj,  so  ist 
der  Ort  des  Durchschnitts  b 
der  letzteren  eine  bestimmte 


IX.  ,,Sind  a,  b,  c  irgend 
drei  Puncte  einer  Geraden  A, 
und  legt  man  durch  den  einen, 
etwa  durch  b,  irgend  eine  Ebene 
p,  nimmt  in  dieser  zwei  belie- 
bige Gerade  §1,  2^  an,  die  mit 
den  zwei  ubrigen  Puncten  a,  c 
die  Ebenenpaare  a  und  7,  ax 
und  fj  bestimmen,  und  legt' 
durch  die  zwei  Durchschnitts- 
linien,  in  denen  diese  Ebenen- 
paare sich  wechselseitig  (a^, 
yaj  schneiden,  eine  Ebene,  so 
geht  diese  stets  durch  einen 
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bestirnmten  vierten  Punct  b 
der  Geraden  A,  der  zu  a,  6,  c 
cler  vierte,  und  zwar  dem  ft 
zugeordnete,  harmonische 
Punct  1st." 
nach  Carnot  welter: 

X.  5jHaben  irgend  zwei 
dreiseitige  Pyramiden  PCCCC^, 
fh'TiYs  e^ne  gemeinschaftliche 
Grundflache  p,  so  finden  zwi- 
sclien  ihren  ubrigen  Elemen- 
ten  folgende  Umstande  statt: 
heissen  die  Spitzen  der  Pyra- 
miden a,  C,  heisst  die  durch 
diese  Spitzen  gehende  Gerade 
A,  und  der  Punct,  in  welchem 
diese  der  Ebene  der  Grund- 
flache  p  begegnet  6,  so  gehen 
die  drei  Ebenen,  welche  in  den 
drei  vierflachigen  Korperwin- 
keln  aa^Yi?  aa2TT2?  aia2TiT2  durch. 
diejenigen  gegeniiberstehenden 
Kanten  gelegt  werden,  in  de- 
nen  die  ungleichnamigen  Ebe- 
nen (a,  ik,  und  al5  7;  a,  YS 

«a?  T;  0,5  T2  und  aa>  Ti) 
schneiden,  durch.  einen  vierten 
Punct  b  der  Geraden  A,  und 
zwar  sind  a,  16,  C,  b  vier  har- 
monische Puncte." 

Weitere  Folgerungen,  deren  hier  noch  viele  moglicli  sind,  werden 
gegenwartig  (ibergangen;  im  zwei  ten  Hefte  werden  einige  da  von,  bei  Ge- 
legenheit  zweckinassiger  Anwendung,  nachgeholt  werden. 


vierte  Ebene  8  des  Ebenenbii- 
schels,  die  namlich  zu  jenen 
drei  Ebenen  die  vierte,  und 
zwar  der  [3  zugeordnete,  har- 
monische Ebene  ist." 

Aus  diesen  Satzen  folgert  man 
X.  gHaben  irgend  zwei 
dreiseitige  Pyramiden  baaj^, 
bcCjCg,  einen  gemeinschaft- 
lichen  Korperwinkel  15,  so  fin- 
den  zwischen  ihren  ubrigen 
Elementen  folgende  Urnstande 
statt:  heissen  die  Ebenen,  in 
denen  die  Grundflaehen  ao1a3? 
cqCo  liegen,  a,  y,  heisst  der 
durch  diese  bestirnmte  Ebe- 
nenbiischel  21,  und  die  durch 
die  Spitze  B  gehende  Ebene 
des  letzteren  |35  so  werden  die 
Durchschnittspuncte  der  Dia- 
gonalen  der  drei  Vierecke  aajCC15 
deuce,,,  ^QgCjCo,  die  sich  in  den 
Seitenebenen  des  Korperwin- 
kels  b  befinden,  in  einer  vier- 
ten Ebene  8  •  de's  Ebenenbu- 
schelsSl  liegen,  und  zwar  sind 
a,  p,  YI  8  vier  harmonische 
Ebenen,  und  es  sind  a  und  y, 
p  und  8  einander  zugeordnet" 


Ebenenbuschel   unter  sich. 


30.  Bisher  befand  sich  unter  den  Gebilden,  die  betrachtet  wurden, 
nur  ein  einziger  Ebenenbuschel,  nun  aber  sollen  mehrere  zugleich  beriick- 
sichtigt  werden,  und  zwar  sollen  sie,  auf  ahnliche  Weise,  wie  friiher  die 
anderen  Gebilde,  auf  einander  bezogen  und  die  aus  dieser  Beziehurig  ent- 
springenden  Eigenschaften  untersucht  werden. 
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Zwei  Ebenenbiischel  St,  21,  ,  die  entweder  mit  einer  und  derselben 
Geraden  A,  oder  mit  einem  und  demselben  ebenen  Strahlbuschel  23 
projectivisch  sind  (§27,111),  sollen  auch  outer  sicli  „  projectivisch" 
heissen. 

Zufolge  dieser  Erklarung,  mit  Bezug  auf  die  obigen  Satze  (§  29), 
finden  zwischen  den  entsprechenden  Elementen  projectivischer  Ebenen- 
biischel nachstehende  Gesetze  statt: 

I.  Je  vier  entsprechende  Elementenpaare  zweier  projectivischer  Ebenen- 
biischel 21,  2115  etwa  die  Ebenen  a,  (3,  y,  8  und  an  pls  y15  81?  erfiillen  fol- 
gende  Bedingungen  (§  29,  1): 

sin  (ay)  ^  sin(ao)   _  sin(a171)      sin^^) 

sin(pT)  :  sin(p'o)    —  sin(plTl)  :  sin^SJ  ' 

sin(ap)  ^  sin(ao)   _  sin(a1p1)     sin(a1'81) 
~" 


^  sin  (ay)   _    sin(a1p1) 
~" 


sin(Sp)     sin(6T)    ~"    sin^pj      sin(olTl)  " 

II.  Und  umgekehrt: 

,,Sind'  die  Ebenen  zweier  Ebenenbiischel  21,  Slj  so  einander 
entsprechend  angenommen,  dass  zwischen  je  vier  Paaren  gleiche 
Doppelverhaltnisse  stattfinden,  wie  die  vorstehenden,  wobei  die 
Aufeinanderfolge  der  Ebenen  in  beiden  Ebenenbiischeln  noth- 
wendiger  Weise  iibereinstimmend  sein  muss  (§  10),  so  sind  die 
Ebenenbiischel  projectivisch." 

III.  Ferner  folgt: 

,,Das  ganze  System  der  entsprechenden  Ebenenpaare  zweier 
projectivischer  Ebenenbiischel  ist  bestimmt,  wenn  irgend  drei 
Paare  gegeben  sind  (§  29,  HT);  und  will  man  zwei  Ebenenbiischel 
auf  einander  projectivisch  beziehen,  so  konnen  drei  Paar  ent- 
sprechender  Ebenen  beliebig  angenommen  werden." 

IV.  ?3Bei   zwei   projectivischen   Ebenenbiischeln  21,  2lj    ent- 
sprechen  vier  harmonischen  Ebenen  des  einen  auch  vier  harmo- 
nische  Ebenen  des  anderen  Ebenenbiischels  (§  29,  IV)." 

V.  Es  folgt  weiter  (§  11,  H): 

,5Wenn  von  mehreren  Gebilden  —  Gerade,  ebene  Strahl- 
biischel  und  Ebenenbiischel  —  ,  in  irgend  einer  Ordnung  ge- 
nommen,  der  Reihe  nach  jedes  mit  dem  darauf  folgenden  pro- 
jectivisch ist,  so  ist  jedes  mit  jedem  projectivisch." 

VI.  Da  man  die  Flachenwinkel  zweier  projectivischen  Ebenenbiischel 
21,  ^  durch  zwei  ebene  Strahlbuschel  23,  2^  darstellen  kann  (§  27,  II,  3), 
und  da  letztere  unter  sich  projectivisch  (V)  sind,    well  sie  es  mit  jenen, 
und  jene  unter  sich  es  sind,  so  folgt  ferner  (§  9,  II); 
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,,In  zwei  projeetivischen  Ebenenbiischeln  31,  ^  befinden 
sicli  im  Allgeineinen  nur  zwei  entsprechonde  rechte  Fliichen- 
*inkel  (at),  fat,)." 

Diese  Ebenenpaare  a  uud  ff15  T  und  tj  haben  ferner  die  nachstehende 
Eigentliiimliclikoit  (§  12, 1): 

tgCaO.tgCc^J 
und 

tgCa^.tgCa.O 

das  lieisst:  ,,Bei  zwei  projectivischen  Ebenenbtisclieln  SI,  2^  1st 
das  Product  aus  den  Tangenten  derTVinkel,  welche  irgend  zwei 
entsprechende  Ebenen  (a  und  a15  oder  (3  und  J3J  mit  den  ungleich- 
namigen  Seitenflachen  (mit  a  und  TI;  oder  ^  und  T)  der  ent- 
sprechenden  recliten  Flaclienwinkel  einscliliessen,  von  unver- 
anderlichem  Wertli." 

31.  In  Hinsiclit  der  gegenseitigen  Lage  zweier  projectivischen  Ebenen- 
-bitschel  finden  almliclie  Falle  und  Umstande  statt,  me  bei  den  fruher  be- 
trachteten  Gebilden,  nanilich  folgende: 

I.  Zwei  projectivische  Ebenenbiischel  sollen,  oder  ihre  Lage  soil 
wperspectivischa  heissen,  wenn  die  Durclisclmittslinien  der  entsprechen- 
den  Ebenenpaare  einen  ebenen  Strahlbuschel  bilden.  Um  sich  von  der 
Moglichkeit  clieser  Lage  zu  liberzeugen,  clenke  man  sich  einen  beliebigen 
ebenen  Strahlbuschel  25,  lege  claret  dessen  Mittelpunct  25  irgend  zwei 
Gerade  SI,  ^  (die  nicht  in  der  Ebene  S3  liegen),  so  sind  die  Ebenen- 
biischel SI,  311?  in  Ansehung  der  Ebenenpaare,  welche  durch  denselben 
Strahl  des  Strahlbiischels  23  gehen,  projectivisch  (§  30),  und  der  Erklarung 
gemass  liegen  sie  perspectivisch. 

Ferner  soil  der  Strahlbiischel  S5,  oder  dessen  Ebene  B,  der  ?3per- 
spectivische  Durchschnitt*  der  Ebenenbiischel  St,%  Stj  heissen.  Ins- 
besondere  kann  der  Strahlbuschel  S3  aus  einem  System  von  Parallel- 
strahlen  bestehen,  und  dann  sind  auch  die  Axen  SI,  S^  denselben,  also 
auch  der  Ebene  B,  parallel. 

Als  ein  wesentlicher  Unistand  bei  der  perspectivischen  Lage  ist  noch 
der  zu  bemerken,  dass  offenbar  zwei  entsprechende  Ebenen,  etwa  s,  s^ 
auf  einander  fallen  (§  9,  II),  namlich  in  derjenigen  Ebene,  in  welcher  die 
beiden  Axen  9l?  Slj  der  Ebenenbtischel  liegen.  Dieser  Uinstand  dient  um- 
gokehrt  als  Merkmal  oder  als  Bedingung  fur  die  perspectivische  Lage  der 
beiden  Ebenenbiischel:  nanilich  man  erkennt  diese  Lage  vornehmlich  an 
folgenden  zwei  Merkmal  en: 

3,Zwei  projectivische  Ebenenbiischel  31,  SIJ  liegen  allemal  per- 
spectivisch, wenn  entweder: 

1)  irgend  zwei  entsprechende  Ebenen  e,  s.1  auf  einander  fallen, 
oder  wenn 
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2)  die  drei  Durchschnittslinien  von  irgend  drei  entsprechen- 
den Ebenenpaaren  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen." 

Die  Richtigkeit  dieser  Aussagen  ist  durch  Hiilfe  frulierer  Satze  leicht 
zu  erweisen.  Denn  iin  ersten  Falle  (1)  liegen  die  Axen  31,  3^  in  der  den 
Ebenenbiischeln  gemeinscliaftliclien  Ebene  ss15  und  imissen  folglicli  einancler 
in  irgend  einem  Puncte  35  schneiden,  oder  insbesondere  parallel  sein.  Da- 
her  muss  ferner  der  Durehschnitt  je  zweier  entsprechenclen  Ebenen  durch 
den  Punct  3S  gehen,  weil  offenbar  beide  Ebenen  durcli  denselben  gehen. 
Legt  man  nun  durcli  zwei  solche  Durchschnitte,  etwa  durcli  a,  b,  d.  h. 
durch.  die  Durehschnitte  der  entsprechenden  Ebenenpaare  a  und  oq,  p  und 
P1?  eine  Ebene  B,  so  wird  diese  der  Ebene  ss1  in  einem  bestimmten  Strahl 
eej  begegnen  und  die  Ebenenbuschel  31,  3^  in  zwei  Strahlbiischeln  35,  Sdl 
schneiden,  welche  projectivisch  sind,  und  zwar,  da  sie  die  drei  Strahlen 
a,  b,  ee15  als  sich  selbst  entsprechende  Strahlen,  gernein  haben,  projec- 
tivisch gleich  sind  und  sich  decken,  so  dass  folglicli  alle  ubrigen  Dureh- 
schnitte entsprechender  Ebenenpaare  in  der  genannten  Ebene  B  liegen. 
Sind  insbesondere  die  Axen  31,  ^  parallel,  so  ist  auch  die  Ebene  B  mit 
ihnen  parallel.  Im  anderen  Falle  (2)  muss  die  Ebene,  in  welcher  die  drei 
Durchschnittslinien  liegen,  die  Ebenenbuschel  3t,  ^  in  zwei  ebenen  Strahl- 
biischeln 33,  3Sj  schneiden,  die  projectiyisch  gleich  sind  und  sich  decken, 
weil  sie  die  drei  genannten  Strahlen  gemein  haben  und  durch  dieselben 
bestimmt  werden,  woraus  denn  folgt,  dass  die  Durchschnittslinie  yon  je 
zwei  entsprechenden  Ebenen  in  jene  Ebene  BBj  fallen  muss. 

Sind  insbesondere  die  Ebenenbuschel  3t,  3^  gleich,  d.  h.,  sind  je  zwei 
entsprechende  Flachenwinkel  derselben  einander  gleich,  so  giebt  sich  diese 
Eigenschaft  bei  der  perspectivischen  Lage  der  Gebilde  durch  folgende  Drn- 
stande  kund,  namlich  entweder: 

a)  halftet  der  perspectivische  Durchschnitt  B  den  von  den  Axen  31, 
Slj   eingeschlossenen  Winkel   und   steht   auf  dessen  Ebene  senk- 
recht,  oder 

b)  ist  der  perspectivische  Durchschnitt  B  unendlich  weit  entfernt,  so 
dass  je  zwei  entsprechende  Ebenen  der  Ebenenbuschel  parallel  sind, 

und  umgekehrt,  durch  jeden  dieser  Umstande  ist  die  Grleichheit  der 
Ebenenbuschel  bedingt.  Sind  im  ersten  Falle  (a)  insbesondere  die  Axen 
31,  3^  parallel,  so  liegen  sie  auf  entgegengesetzten  Seiten  des  perspecti- 
yischen  Durchschnitts  B  und  sind  gleich  weit  von  ihm  entfernt. 

II.  Ist  die  Lage  der  Ebenenbuschel  31,  ^  nicht  perspectivisch  (I), 
so  soil  sie  ,,schief"  heissen.  Zwei  projectivische  Ebenenbuschel  31,  ^ 
befinden  sich  allemal  in  schiefer  Lage,  wenn  entweder  (I): 

1)  ilire  Axen  31,  3la  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  oder 

2)  wenn    drei  Durchschnittslinien    von   irgend    drei   entsprechenden 
Ebenenpaaren  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  oder 
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3)  wenn  ihre  Axen  in  einer  Ebene  liegen,  in  der  aber  nicht  zwei 
entsprechende  Ebenen  (s,  s1)  vereinigt  sind. 

Im  Allgemeinen  sind  bei  der  schiefen  Lage  zweier  projectivischen 
Ebenenbiischel  21,  ^  folgende  zwei  Hauptfalle  zu  unterscheiden,  namlich 
entweder  liegen  ihre  Ajcen  31,  §1L 

a)  in  einer  Ebene,  odor 

b)  nicht  in  einer  Ebene. 

Im  Falle  (a)  miissen  notlrwendiger  "Weise  die  Axen  sict  in  einem 
Puncte  sclmeiden,  der  2)  heissen  mag,  und  da  jede  Ebene  durcli  denselben 
geht,  so  geht  folglich  auch  die  Durchschnittslinie  yon  je  zwei  entsprechen- 
den  Ebenen  durch  denselben.  Insbesondere  konnen  die  Axen  sammt  den 
genannten  Durchschnitislinien  parallel  sein. 

Im  Falle  (b)  gehen  die  Durchschnittslinien  der  entspreclienden  Ebenen- 
paare  nicht  mehr  durch  einen  und  denselben  Punct,  wohl  aber  schneidet 
jede  die  beiclen  Axen  8t,  St,,  und  alle  sind  einein  gemeinsamen  Gesetze 
unterworfen,  welches  im  dritten  Kapitel  naher  untersucht  werden  soil. 

Die  Aufgabe:  ,,Wenn  bei  zwei  schiefliegendien  projectivischen 
Ebenenbuscheln  drei  Paar  entsprechender  Ebenen  gegeben  sind, 
andere  entsprechende  Ebenenpaare  zu  finden,  oder  mit  anderen 
Worten,  die  Ebenenbtlschel  schief  auf  einander  zu  projiciren," 
ist  in  beiden  Fallen  (a,  b)  leicht  zu  losen,  namlich  dadurch,  dass  man 
Gerade  oder  ebene  Stralilbuschel  zu  Hiilfe  nimmt  und  sofort  auf  ahnliche 
Weise  verfahrt,  wie  in  §  24,  HI.  Ira  Falle  (b)  bedarf  man  nur  einer  ein- 
zigen  Geraden  als  Hulfslinie,  die  namlich  drei  Durchschnittslinien  von  ir- 
gend  drei  entspreclienden  Ebenenpaaren  schneidet  (§  51). 

Ferner  ist  die  Aufgabe:  ,,Zwei  schiefliegende  projectivische 
Ebenenbiischel  in  perspectivische  Lage  zu  "bringen;"  2ufolge  der 
mit  der  perspectivischen  Lage  verbundenen  Umstande  (I)  leicht  zu 
losen. 

HI.  Zwei  projectivische  Ebenenbiischel  konnen  endlich  auch  so  liegen, 
dass  man  ihre  Lage  sowohl  fur  perspectivisch  als  schief  halten  tann, 
wenn  namlich  ihre  Axen  zusammenfallen  (vergl.  §  16).  In  diesem  Falle 
finden  ganz  ahnliche  Umstande  statt,  wie  bei  zwei  auf  einander  gelegten 
projebtivischen  Geraden ,  oder  bei  zwei  in  einer  Ebene  liegenden  concen- 
triscten  projectivischen  ebenen  Strahlbtischeln  (§  16?  IH);  denn  schneidet 
man  z.  B.  die  gegebenen  Ebenenbiischel  SI,  ^  mit  irgend  einer  Ebene,  so 
entstehen  'zwei  ebene  Strahlbuschel  ^,  3313  welche  die  angegebenen  Bedin- 
gungen  erfullen.  Daher  werden  bei  den  Ebenenbiischeln  St,  S^  im  All- 
gemeinen zwei  Paar  entsprechende  Ebenen  auf  einander  fallen,  u.  s.  w.  Und 
daher  wird  man  diese  vereinigten  entsprechenden  Ebenenpaare  nach  §  17 
leicht  finden. 
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Satze  und  Porismen  durch  Zusammenstellung  projectivischer  Gebilde. 

32.  Durch  die  bisherigen  Betrachtungen  sind  die  Fundamentalsatze 
liber  projectivische  Gerade,  ebene  Strahlbiischel  und  Ebenenbuschel  im 
Raume  entwickelt  worden.  Die  weitere  Betrachtung  konnte  sich  nun  mit 
verscMedenen  Verbindungen  und  Zusaminenstellungen  der  genannten  Ge- 
bilde besehaftigen,  wobei  die  gefundenen  Satze  durch  Wiederholung  und 
Verbindung  zu  zusammengesetzteren  Satzen  fuhren  wiirden,  auf  ahnliche 
Weise,  -wie  im  ersten  Kapitel  von  §  19  bis  zu  Ende.  Allein  ich  werde 
mich  hier  nur  auf  einige  wenige  Verbindungen  beschranken  und  am 
Schlusse  in  zwei  Anmerkungen  zwei  Eeihen  von  leicht  auszufuhrenden 
Betrachtungen  kurz  andeuten. 

Den  obigen,  in  §  22  aufgestellten  Satzen  entsprechen  hier  folgende, 
von  deren  Richtigkeit  man  sich  mittelst  vorhergehender  erwiesener  Eigen- 
schaften  leicht  iiberzeugen  wird. 


I.  ,,Wenn  von  n  Geraden  A, 
Aj,  A2, . . .  An-i,  die  durch  den- 
selben  Punct  gehen  (aber  sonst 
beliebig  liegen),  derReihe  nach 
jede  mit  der  darauf  folgenden 
projectivisch  ist  und  nait  ihr 
perspectivisch   liegt,    so    sind 
je  zwei  projectivisch  und  lie- 
gen  perspectivisch." 

II.  ?5Wenn  drei  projectivi- 
sche    Gerade  A,  An  A3    durch 
denselben    Punct    gehen,    und 
wenn  darin  drei  entsprechende 
Puncte  (e3e19  es)  vereinigt  sind, 
so    dass  je   zwei   Gerade   per- 
spectivisch   liegen,    so    liegen 
die  drei  Projectionspuncte  (S3, 
S31?  S32)5    die  ihnen,   paarweise 
genommen,  zugehoren,  in  einer 
Geraden  St,    oder  so   sind   sie 
mit  einem  bestimmtenEbenen- 
buschel  31  perspectivisch  (§  27, 
IIT),  d.  h.  die  Ebenen  a,  p,  . . ., 
welche  durch  je  drei  entspre- 
chende Puncte  a,  ax,  a2;  B,  Bn 
B  •  ...    der  Geraden  bestimmt 


L  wWenn  von  n  Ebenenbti- 
scheln  SI,  2ln  §13,  ...  Stu_i,  deren 
Axen  in  derselben  Ebene  lie- 
gen, der  Reihe  nach  jeder  mit 
dem  darauf  folgenden  projec- 
tivisch ist  und  mit  ihm  per- 
spectivisch liegt,  so  sind  je 
zwei  projectivisch  und  liegen 
perspectivisch." 

II.  wWenn  die  Axen  dreier 
projectivischen  Ebenenbuschel 
SI,  S115  S13  in  einer  Ebene  liegen, 
und  wenn  in  dieser  drei  ent- 
sprechende Ebenen  (s,s1}s2)  ver- 
einigt sind,  so  dass  je  zwei 
Ebenenbuschel  perspectivisch 
liegen,  so  schneiden  sich  die 
drei  perspectivischen  Durch- 
schnitte  (B,  B17  B3),  die  ihnen 
zugehoren,  in  einer  Geraden 
A,  oder  so  sind  sie  zugleich 
mit  einer  bestimmten  Geraden 
A  perspectivisch  (§27,  HI),  d.  h. 
die  Puncte  a,  B,  ...,  in  welchen 
je  drei  entsprechende  Ebenen 
aa;...  der  Ebenen- 
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werden,  bilden  einen  Ebenen- 
biischel  31" 

III.  ,,Wenn  vier  projectivi- 
sche  Gerade  A,  Ai:  A2,  A3  slcli 
in  einem  Puncte  schneiden, 
und  wenn  alle  unter  einander 
perspectivisch  sind,  so  liegen 
von  den  ihnen  zugehorigen 
sects  Projectionspuncten  vier- 
maldrei  in  einer  Geraden,  und 
folglich  liegen  alle  sechs  in 
einer  Ebene,  und  folglich  lie- 
gen vier  entsprechende  Puncte, 
etwa 6,1^,63, 63,  in  dieser  Ebene." 


IV.  ,,Bewegen  sicli  n Puncte 
a,  ctj,  a2,  ...  an-i  nach  der  Reihe 
in  n  beliebigen  festen  Geraden 
A,  A1?  A25  ...  Au_i,  die  durch 
denselben  Puhct  gehen,  und 
drelien  sich  die  n — 1  Geraden 
(a,  au  a3 ...  an— 2),  welche  durch 
die  Punctepaare  aa1?  c^ctg,  ... 
an-2Gn-i  gehen,  nach  der  Reihe 
urn  n— 1  feste  Puncte  (25,  3515 
SSS, ...  S5n-2)5  so  dreht  sich  die 
Gerade  durch  je  zwei  jener 
Puncte  (a,  a15  d2...)  um  einen 


biischel  sich  schneiden,  liegen 
in  einer  Geraden  A." 

III.  ?,Wenn  vier  projectivi- 
sche  Ebenenbiischel  §1,  S^,  S12, 
St3,  deren  Axen  in  einer  Ebene 

liegen,  unter  einander  perspec- 
tivisch sind,  so  schneiden  sich 
von  den  ihnen  zugehorigen 
sechs  perspectivischen  -Durch- 
schnitten  viermal  drei  in  einer 
Geraden,  und  folglich  schnei- 
den sich  alle  sechs  in  einem 
Puncte,  und  folglich  schneiden 
sich  vier  entsprechende  Ebe- 
nen,  etwa  |35  &,  p3,  p,,  in  diesem 
Puncte." 

IV.  ,,Drehen  sich  nEbenen 
a,  a1?  a2,  . . .  an_i  nach  der  Reihe 
um    n  beliebige    feste    Gerade 
SC,  §11?  S12,  . . .  Stn-i,  die  in  einer 
Ebene    liegen,     und    bewegen 
sich    die   n — 1   Durchschnitts- 
linien   (a,  a1?  a2,  ...  an_2)    der 
Ebenenpaare  a  und  a13   aa  und 
a2,  ...  an_s  und  an-i,  nach  der 
Reihe    in  n — 1  festen  Ebenen 
(B,  B1?  B2,  . . .  Ba_2)5    so    bewegt 
sich  dieDurchschnittslinie  von 
j  e  zwei  jener  Ebenen  (a,  aa,  a25 ...) 
in  einer  festen  Ebene." 


festen  Punct." 

Das  obige  Porisnia  des  Pappus  (§  22)  ist  als  besonderer  Fall  in  dem 
vorstehenden  Satze  (IV  links)  enthalten,  namlich  es  enthalt  die  Einschran- 
kung,  class  die  gegebenen  Geraden  A,  A15  ...  An~i  in  einer  Ebene  liegen. 

Es  moge  Her  als  Beispiel  noch  folgende  Aufgabe  Platz  JSnden,  welche 
die  obige  (§  25)  als  besonderen  Fall  in  sich  schliesst: 

V.  ^Wenn  im  Raume  irgend  n  Gerade  A,  A1?  Ag,  . . .  An-i  ge- 
geben  sind,  die  ein  schiefes  n-Eck  (odern-Seit)  bilden  (d.  Ljede 
schneidet  die  darauf  folgende  und  die  letzte  die  erste),  und  wenn 
in  jeder  Ebene,  die  durch  zwei  auf  einander  folgende  Gerade  be- 
stimmt  wird,  irgend  ein  Punct  gegeben  ist,  also  im  Ganzen  n 
Puncte  (S3,  S319  S523  ...S3n-i)3  so  soil  ein  anderes  (schiefes)  n-Eck 
beschrieben  werden,  dessen  Seiten  nach  der  Reihe  durch  diese 
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Punc.te  gehen,  und  dessen  Ecken  nach  der  Reilie  in  jenen  Gera- 
den  liegen. 

Die  Auflosung  dieser  Aufgabe  ist  der  obigen  (§  25)  ahnlich,  so  dass 
jeder  sie  ohne  Schwierigkeit  wird  ausfuhren  konnen.  Ich  will  nur  be- 
merken,  dass  die  gegenwartige  Aufgabe  im  Allgeineinen  zwei  Auflosungen 
zulasst,  weil  die  Rangordnung  der  gegebenen  Eleinente  nicht  verwechselt 
werden  kann.  Diese  Besphrankung  der  Zahl  der  Auflosungen  wird  auf- 
gehoben,  wenn  die  Aufgabe  in  folgender  Gestalt  gegeben  wird: 

,,Sind  n  beliebige  Ebenen  (3,  (315  pa,  ...  pn_x  und  in  jeder 
irgend  ein  Punct,  also  n  Puncte  S,  23l?  333,  ...  S8n-i,  gegeben, 
so  sollen  n  andere  Ebenen  a,  a1?  a3;  ...  an_i  so  gelegt  werden, 
class  sie  nach  der  Reilie  durch  die  Seiten  des  durcli  jene  Puncte 
bestiinmten  n-Ecks  gehen,  und  dass  die  n  Durclisclinittslinien 
der  aufeinander  folgenden  Ebenen  in  jenen  gegebenen  Ebenen 
liegen." 


Erste    Aninerkung. 

Yon  projectivischen  Gebilden,  die  in  einem  Strahlbiischel  im  Raume 

liegen. 

33.  Zum  Schlusse  dieses  Kapitels  ist  nocli  eine  besondere  Zusanunen- 
stellung  von  "projectivischen  Gebilden,  und  zwar  von  ebenen  Strahlbiischeln 
und  Ebenenbiischeln  naher  ins  Auge  zu  fassen,  nainlich  diejenige  Zusarnmen- 
stellung,  bei  welcher  die  genannten  Gebilde  saramtlich  zu  einera  Strahl- 
biischel im  Rauine  gehoren  (§  1,  V),  d.  h.,  bei  dieser  Zusammenstellung 
haben  alle  ebenen  Strahlbuschel  einen  und  denselben  Mittelpunct  und  die 
Axen  aller  Ebenenbtischel  gehen  dui^ch  diesen  narnlichen  Punct,  welcher 
Mittelpunct  des  Strahlbuschels  iin  Raunie  heisst  und  durch  3)  bezeichnet 
werden  soil. 

Unter  diesen  Umstanden  finden  offeubar  zwischen  projectivischen  ebenen 
Strahlbiischeln  und  Ebenenbuscheln,  die  in  demselben  Strahlbuschel  2) 
liegen,  durchweg  ahnliche  Beziehungen  statt,  wie  z\vischen  projectivischen 
Geraden  und  ebenen  Strahlbiischeln,  die  in  clerselben  Ebene  liegen  und 
von  denen  das  erste  Kapitel  handelt.  Denn  wird  der  Strahlbuschel  2)  durch 
irgend  eine  Ebene,  die  E  heissen  mag,  geschnitten,  so  wird  jeder  Ebenen- 
blischel  in  einem  ebenen  Strahlbuschel,  jeder  ebene  Strahlbuschel  in  einer 
Geraden,  und  jeder  Strahl  in  einem  Punct  geschnitten;  nun  konnen  alle 
diese  durch  den  Durchschnitt  erzeugten  Gebilde  in  der  Ebene  E  als  per- 
spectivisch  rnit  den  ihnen  zugehorigen  Gebilden  im  Strahlbuschel  2)  an- 
gesehen  werden  (§  27,  ffl),  und  alsdann  werden,  wenn  irgend  zwei  Gebilde 
in  der  Ebene  E  projectivisch  sind,  auch  die  ihnen  entsprechenden  Gebilde 
im  Strahlbiischel  3)  projectivisch  sein  (§  30?  IV)5  und  auch  umgekehrt; 
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daher  werclen  fast  alle  Gesetze,  Eigenschaften,  Lehrsatze,  Porismen,  Auf- 
gaben  u.  s.  \v.,  die  bei  projectivischen  Gebilden  in  cler  Ebene  E  stattfinden, 
auch  auf  ahnliche  Weise  bei  clen  ihuen  entsprechenden  Gebilden  iin  Strahl- 
biischel 35  statthaben,  so  dass  nur  eiuzelne  besondere  Eigenschaften  und 
Umstande  Merbei  eine  Ausnahine  maclien. 

Denmaeh  warden  alle  Untersuchungen,  die  im  ersten  Kapitel  uber 
Gebilde  in  der  Ebene  E  durchgefuhrt  worden,,  auf  entsprechende  Weise 
bei  den  Gebilden  im  Stralilbuschel  £5  auszufuhren  sein;  da  aber  diese 
Untersuchung  im  Grande  genommen  nichts  wesentlich  Neues  enthielte, 
weil  sie,  wie  wir  eben  gesehen,  unmittelbar  aus  der  Untersuchung  in  der 
Ebene  E  abgeleitet,  oder  auf  dieselbe  zunickgefuhrt  warden  kann,  so  werde 
ich  micli  Her  nicht  langer  clamit  aufhalten,  indein  es  durchaus  nicht 
schwierig  ist,  bei  jedem  vorkommenden  Falle  nach  den  bereits  gegebenen 
Andeutimgen  sich  zurecht  zu  finden.  Ich  will  nur  noch  erinnern,  dass 
die  Figuren  in  der  Ebene  E  mit  den  ilinen  entsprechenden  Figuren  im 
Strahlbiischel  3)  auf  gewisse  Weise  fibereinstimmen,  d.  h.,  einem  Vieleck 
in  E  entspricht  ein  gleichnamiger  Korperwinkel  in  SD,  z.  B.  dem  Dreieck 
entspricht  ein  dreikantiger  oder  dreiflachiger  Korperwinkel,  clem  Viereck 
entspricht  ein  vierkantiger  Korperwinkel,  u,  s.  w.,  und  dem  Kreise  ent- 
spricht ein  Kegel  (zweiten  Grades). 

Als  ein  zweckmassiges  Beispiel  zur  Erlauterung  des  Gesagten  mag 
folgencle  Aufgabe  clienen: 

,,Wenn  zwei  projectivische  ebene  Strahlbiischel  3313  332  iu 
einem  Strahlbiiscnel  3)  perspectivisch  liegen,  so  dass  zwei  ent- 
sprechende Strahlen  eJ3  e2  vereinigt  sincl  (§  28),  und  man  denkt 
sich  clen  einen  Strahlbiischel  fest,  wahrend  der  andere  sich  um 
den  gemeinschaftlichen-Strahl  herumbewegt,  so  ist  die  Frage, 
welche  Flache  durch  die  Projectionsaxe  S(  (d.  h.  Axe  des  Ebenen- 
buschels,  in  welchem  beide  StrahMschel  S315  SS2  liegen  (§  28))  beschrie- 
ben  werde." 

Man  denke  sich  eine  Ebene  E,  welche  zu  dem  gemeinschaftlichen 
Strahle  e^  senkrecht  ist,  so  wird  sie  die  ebenen  Strahlbiischel  3315  332 
in  zwei  Geraden  A17  A2  schneiden,  die  unter  sich  perspectivisch  sind,  (wie 
etwa  Fig.  7  sie  darstelltr,  wenn  man  in  derselben  A1?  A3  statt  A,  A1  schreibt) 
und  der  Punct  35,  in  welchem  sie  die  Projectionsaxe  §1  schneidet,  ist  der 
Projectionspunct  der  Geraden  A15  A2.  Wird  nun  der  eine  Strahlbuschel, 
etwa  S33?  auf  die  angegebene  Art  bewegt,  so  wird  sich  die  zugehorige 
Gerade  A3  in  der  Ebene  E  ran  den  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunct 
exe2  der  Geraden  clrehen,  und  der  Projectionspunct  23  wird  sich  in%einer 
bestimrnten  Kreislinie  bewegen,  deren  Mittelpunct  x  ist  (§  15);  daher  wird 
die  Projectionsaxe  St  eine  Kegelflache  S)  zweiten  Grades  beschreiben,  die 
durch  jenen  Kreis  geht,  und  zwar  ist  dieser  Kegel  ein  schiefer,  weil  das 
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aus  dem  Sclieitel  2)  auf  die  Ebene  E  des  Kreises  gefallte  Loth  e^  nicht 
den  Mittelpunct  (r)  des  Kreises  trifft.  wAlso  besclireibt  die  Pro- 
jectionsaxe  §1  eine  scliiefe  Kegelflache  die  von  feder  Ebene, 
welche  zu  deni  gemeinschaftlichen  Strahle  eae0  der  Stralilbtiscliel 
SS19  SS2  senkrecht  ist,  in  einem  Kreise  geschnitten  wird." 

Zweite    Anmerkung. 
Von  projectivischen  Grebilden  auf  der  Kugelflache. 

34.  Denkt  man  sicli  eine  Kugelflache  K,  die  den  Mittelpunct  2)  des 
vorhin  zu  Grande  gelegten  Strahlbuschels  im  Raume  (§  33)  zum  Mittel- 
punct hat,  so  wird  dieselbe  yon  den  Grebilden,  die  im  Strahlbuschel  2)  liegen, 
wie  folgt,  geschnitten:  von  jedern  Strahl  (a,  b, ...)  in  einem  Punct  (a,  6, .. .); 
von  jedem  ebenen  Strahlbuschel  23  in  einem  Hauptkreise  (grossten  Kreise) 
H,  dessen  Puncte  den  Strahlen,  und  dessen  Abschnitte  (Bogen)  den  Winkeln 
des  Strahlbiischels  entsprechen;  von  eineni  Ebenenbilschel  §1  in  einem 
spharischen  Stralilbuschel  S3,  d.  h.  in  einer  unza'hligen  Menge  von 
Hauptkreisen,  die  den  Ebenen  des  Ebenenbiischels,  und  deren  Winkel  clen 
Winkeln  der  letzteren  entsprechen,  und  die  alle  durch  denselben  Punct 
SS  (Durchschnittspunct  der  Axe  §1)  gehen,  welcher  Mittelpunct  des  spha- 
rischen Strahlbuschels  heissen  soil.  Werden  nun  irgend  zwei  Gebilde  (H 
und  33,  oder  H  und  H^  oder  S3  und  23^  auf  der  Kugelflache  K,  weim 
ihre  entsprechenden  Gebilde  (33  und  21,  oder  33  und  3313  oder  SC  und  2CJ 
im  Strahlbuschel  3)  projectivisch  sind,  ebenfalls  projectivisch  genannt, 
so  folgt  rn.it  dieser  Erklarung  zugleich,  dass  die  wesentlichsten  projectivi- 
schen Beziehungen,  welche  zwischen  den  Gebilden  im  Strahlbuschel  2) 
(oder  zwischen  den  Grebilden  in  der  Ebene  E  (§  33))  stattfinden,  auch 
zwischen  den  Grebilden  auf  der  Kugelflache  K  statthaben  mussen. 

Wie  man  hieraus  sieht,  sind  also  die  Betrachtungen  auf  der  Kugel- 
flache K  durchaus  nichts  eigenthumlich  Neues,  sondern  sie  sind  nur  als 
eine  besondere  Beschrankung  der  Betrachtungen  im  Strahlbuschel  2)  an- 
zusehen.  Ueberhaupt  haben  Untersuchungen  auf  der  Kugelflache  selten 
die  Wichtigkeit,  die  man  ihnen,  vermoge  einer  oberflachlichen  Ansicht, 
beizulegen  geneigt  ist.  Denn  oft  lassen  sich  dieselben  aus  entsprechenden 
Untersuchungen  im  Strahlbuschel  S3  oder  in  der  Ebene  E  ableiten,  und 
viele  derselben  liessen  sich  dann  auch  auf  alinliche  Weise  auf  andere 
krumme  Flachen  iibertragen.  "  TJeber  die  Art  und  Weise,  wie  irn  Allge- 
meinen  Operationen  (Constructionen)  auf  der  Kugelflache  ausgefuhrt  werden 
konnen,  werde  ich  spater  handeln.  Man  kann  namlich  die  Kugelflache 
allein  als  Operationsfeld  annehmen,  oder  man  kann  die  entsprechenden 
Operationen  im  Strahlbuschel  2),  oder  in  irgend  einer  Ebene  E  ausfuhren, 
und  sodanH  auf  die  Kugelflache  K  iibertragen.  Finge  man  rn.it  der  Con- 
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struction  auf  der  Kugelflache  K  an,  so  liessen  sich  umgekehrt  die  gefun- 
clenen  Kesultate  auf  den  Strahlbiischel  3)  oder  auf  die  Ebene  E  iibertragen, 
welches  aber  nicht  der  zweckmassigste  Gang  sein  mochte. 

Ueber  die  Betraclitung  projectivischer  Gebilde  auf  der  Kugelflache 
will  ich  nur  noch  bemerken,  dass  nur  wenige  von  den  Eigenschaften,  die 
im  ersten  Kapitel  an  projeetivischen  Gebilden  in  der  Ebene  nachgewiesen 
worden,  nicht  auch  auf  entsprechencle  Weise  bei  jenen  sich  vorfinden^  zu 
solcher  Ausnahme  gehoren  z.  B.  der  Parallelismus  der  Geraden,  und  ihre 
unendlich  entfernten  Puncte.  Dagegen  sind  die  Eigenschaften,  welche  auf 
die  projectivische  Beziehung  gegrundet  sind,  auf  ahnliche  Weise  vorhanden, 
wie  in  der  Ebene  E  oder  wie  im  Strahlbuschel  SX  Denn  da  offenbar  die 
Absclmitte  (Bogen)  eines  Hauptkreises  H  gerade  das  Maass  der  ilinen  ent- 
sprechenden  (gegenuber  stehenden)  Winkel  des  zugehorigen  ebenen  Strahl- 
biischels  23  sind,  und  da  die  Winkel,  welche  die  Strahlen  eines  spharischen 
Stralilbuschels  33  mit  einander  bilden,  offenbar  die  namlichen  sind,  welche 
die  ihnen  entsprechenden  Ebenen  im  zugehorigen  Ebenenbiischel  §1  ein- 
schliessen,  so  muss  folglich  auch  bei  projeetivischen  Gebilden  auf  der 
Kugelflache  Gleichheit  der  Yerhaltnisse  stattfinden,  wenn  dazu  bei  Haupt- 
kreisen  die  Sinus  der  Bogen,  und  bei  Strahlbuscheln  (S3)  die  Sinus  der 
von  den  Strahlen  eingeschlossenen  Winkel  genommen  warden.  Daher 
folgt  z.  B.:  ?,dass  es  1)  bei  zwei  projeetivischen  Hauptkreisen  H, 
Ht  zwei  entsprechende  Abschnitte  (Bogen)  giebt,  die  Quadranten 
sind;  2)  dass  es  bei  zwei  projeetivischen  spharischen  Strahl- 
buscheln S3,  Si  zwei  entsprechende  rechte  Winkel  giebt;  und 
3)  dass  es  bei  einein  Hauptkreise  H  und  einem  Strahlbuschel  S3, 
die  projectivisch  sind,  einen  Quadranten  und  einen  rechten  Win- 
kel giebt,  die  sich  entsprechen;  und  dass  in  Bezug  auf  diese 
eigenthumlichen  Elemente  dasselbe  Gesetz  stattfindet,  wie  bei 
projeetivischen  Strahlbuscheln  S3,  SBj  in  der  Ebene  (§12,  I,  8,  8J, 
oder  wie  bei  projeetivischen  Ebenenbiischeln  31,  3^  (§30,  V)". 
Ferner  ist  bei  projeetivischen  spharischen  Gebilden  perspectivische  und 
schiefe  Lage  zu  unterscheiden;  bei  der  ersteren  haben  zwei  Hauptkreise 
einen  Projectionspunct,  und  zwei  Strahlbuschel  haben  einen  perspec- 
tivischen  Durchschnitt.  Aus  dem  obigen  Beispiel  (§  33)  folgt  hier 
der  nachstehende  Satz:  ^Wenn  zwei  projectivische  Hauptkreise  H, 
Hx  perspectivisch  liegen,  und  wenn  der  eine  fest  bleibt,  wahrend 
der  andere  sic.li  urn  ihren  geineinschaftlichen  Durchschnitts- 
punct  heruinbewegt,  so  bewegt  sich  der  Projectionspunct  in 
einein  spharischen  Kegelschnitt  (d.  1  der  Durchschnitt  eines  Kegels 
zweiten  Grades,  dessen  Scheitel  im  Mittelpunct  der  Kugel  liegt,  mit  der 
Kugelflache). "  —  Werden  zwei  gleichartige  projectivische  spharische  Ge- 
bilde (H  und  H1?  oder  33  und  SBJ  auf  einander  gelegt,  so  finden  dabei 
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ahnliche  Umstande  statt,  wie  bei  den  entspreclienden  Betraclitungen  in 
§  16  und  §  31,  III ;  ferner  kann  clabei  eine  entsprecliende  Aufgabe  gestellt 
und  auf  ahnliche  einfaclie  Weise  (mittelst  eines  Kreises  oder  irgend  eines 
spharischen  Kegelschnittes)  gelost  werden,  wie  in  §  17,  welclie  sodann 
eine  eben  so  fruchtbare  Anwendung  findet,  wie  die  letztere  bei  den  ihr 
nachfolgenden  Betraclitungen  u.  s.  w. 


Drittes  Kapitel. 

Erzeugung  der  Linien  und  der  geradlinigen  Flachen  zweiter 
Ordnung  durcli  projectivische  Gebilde. 

35.  Bei  der  obigen  Untersuehung  projectivischer  Gebilde  wurde  bei 
der  scliiefen  Lage  derselben  die  nahere  Erforschung  der  Gesetze,  welchen 
bei  zwei  Geraden  A,  A1  die  Projectionsstrahlen  (§  9,  I),  bei  zwei  ebenen 
Strahlblisclieln  S3,  2S1  die  Durchschnitte  der  entspreclienden  StraHenpaare, 
oder  die  durcli  entsprecliende  StraHenpaare  bestimmten  Ebenen  (wenn  S3, 
33  j  im  Strahlbuschel  S)  liegen  (§  33)),  und  bei  zwei  Ebenenbiisclieln  21, 
911  die  Durchschnittslinien  der  entspreclienden  Ebenenpaare  (§  31)  unter- 
worfen  sind,  absichtlich  vermieden.  Diese  Untersucliung  soil  jetzt  nach- 
geholt  werclen.  Sie  fuhrt,  wie  man  selien  wird,  zu  den  interessantesten 
und  fruchtbarsten  Eigenschaften  der  Linien  zweiter  Ordnung,  oder  der  so- 
genannten  Kegelsclmitte,  aus  denen  sich  fast  alle  anderen  Eigenschaften 
der  letzteren  in  einem  umfassenden  Zusammenhange  auf  eine  tiberraschend 
einfache  und  anschauliche  Weise  entwickeln  lassen;  namlich  sie  zeigt  die 
nothwendige  Entstehung  der  Kegelschnitte  aus  den  geometrischen  Grand- 
gebilden,  und  zwar  zeigt  sie  dadurch  zugleich  eine  sehr  merkwiirdige 
doppelte  Erzeugung  derselben  durch  projectivische  Gebilde.  Ebenso  zeigt 
sie  eine  doppelte  Erzeugung  der  geradlinigen  Flachen  zweiten  Gerades, 
d.  h.  aller  derjenigen  Flachen  zweiten  Gerades,  in  welchen  gerade  Linien 
liegen  (d.  i.  Kegel,  Cylinder,  einfaches  Hyperboloid,  hyperbolisches  Para- 
boloid, Ebenenpaar). 

Wenn  man  bedenkt,  mit  welchem  Scharfsinne  die  Mathernatiker  in 
alterer  und  neuerer  Zeit  die  Kegelschnitte  erforscht,  und  welche  fast  zahl- 
lose  Menge  von  Eigenschaften  sie  an  denselben  entdeckt  haben,  so  ist  es 
in  der  That  auffallend,  dass  die  vorgenannten  Eigenschaften  so  lange  ver- 
borgen  bleiben  konnten,  da  doch  aus  ihnen,  wie  sich  zeigen  wird,  fast 
alle  bekannten  Eigenschaften  (nebst  vielen  neuen),  wie  aus  einem  Gusse 
hervorgehen,  ja  da  sie  gleichsam  die  innere  Natur  der  Kegelschnitte  vor 
unseren  Augen  aufschliesseu.  Denn,  wenn  auch  Eigenschaften  bekannt 
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sind,  die  den  genamiten  nahc  liegen,  so  flnden  sich  doch  meines  Wissens 
letztero  nirgends  bestiinmt  ausgesprochen,  in  keinem  Falle  aber  wurde  ihre 
Wichtigkeit  erkannt,  die  sie  durch  die  gegenwartige  Entwickelung,  wo  sie 
zu  Fundamentalsatzen  erhoben  werden,  erhalten;  iibrigens  bin  ich  auch 
niclit  einmal  durch  jene  auf  diese  gefuhrt  worden. 

Da  der  Her  vorgesteckte  Zweck  die  Betrachtung  projectivischer  Ge- 
bilde 1st,  so  durfen  die  Kegelschnitte  Her  noch  nicht  so  ausfuhrlich  unter- 
suclit  werden,  als  es  mittelst  der  erwahnten  Eigenschaften  leiclit  geschehen 
koiinte;  sondern  ich  werde  mich  bloss  auf  einige  wenige  Entwickelungen 
beschranken,  die  entweder  aus  dem  Gange  der  Betrachtung  jener  Gebilde 
nothwendig  hervorgehen,  oder  die  zur  Erforschung  derselben  in  der  Folge 
clienlich  sind.  Spiiter,  nach  vollendeter  Durchfiihrung  der  Untersuchung 
projectivischer  Gebilde  sollen  alsdann  die  Kegelsclinitte  einer  umfassenden 
Untersuchung  unterworfen  werden,  die  sich  auf  ihre  vorerwahnte  Erzeugung 
durch  projectivische  Gebilde  griinden  wird,  wobei  letztere  sodann  nur  als 
iintergeordnete  Hiilfsinittel  dienen,  und  wodurch  die  vorstehenden  Behaup- 
tungen  sollen  gerechtfertigt  werden. 


G-egenseitiger  Durchschnitt  der  Ebene  und  der  Kegelflache. 

36.  Zunachst  soil  Her  eine  kurze  Betrachtung  der  eigentlichen  Kegel- 
schnitte, wie  sich  dieselben  beim  Kegel  der  unmittelbaren  Anschauung 
darbieten,  vorangeschickt  und  dabei  vornehinlich  auf  einige  TJmstande, 
die  for  die  sjnthetische  Untersuchung  derselben  sehr  wesentlich  sind,  auf- 
merksam  gemacht  werden.  Nur  muss  ich  bemerken,  dass  diese  Betrach- 
tung,  genau  genommen,  dem  zweiten  Abschnitte  (folgendes  Heft)  ange- 
hort,  woselbst  sie  in  einem  umfassenderen  Zusammenhange  ausgefuhrt 
werden  wird. 

Denkt  man  alle  diejenigen  StraMen  a,  a15  a3,  ...  eines  Strahlbuschels 
S),  welche  durch  irgend  eine  Kreislinie  K  gehen,  wie  etwa  in  Fig.  36,  wo 
das  Papier  die  Ebene  E  des  Kreises  vorstellen  und  der  Punct  3)  fiber  der- 
selben liegen  soil  (§  34),  so  heisst  die  Flache,  welche  von  diesen  Strahlen 
erfulltwird,  Kegelflache,  und  zwar  heisst  sie,  weil  sie,  so  wie  der  Kreis, 
von  irgend  einer  Geraden  hochstens  nur  in  zwei  Puncten  geschnitten 
werden  kann,  zufolge  dieses  Umstandes,  Kegelflache  vom  zweiten 
Grade.  Wenn  man  sich  die  Strahlen  (oder  Kanten)  nicht  durch  den 
Kreis  K  und  durch  den  Punct  2)  begrenzt,  sondern  vielmehr  unbegrenzt 
vorstellt,  so  sieht  man,  dass  die  Kegelflache  aus  zwei  gleichen  Theilen 
M,  Mj  besteht,  die  mit  ihren  Spitzen  in  dem  Puncte  S)  zusammenstossen, 
so  dass  dieser  ?,Mittelpunct"  des  Kegels  oder  der  Kegelflache  genannt 
wird  (Biof).  Ferner  nennt  man  jede  Ebene,  welche  durch  den  Mittelpunct 
2)  und  durch  irgend  eine  Tangente  A  des  Kreises  geht,  Beriihrungs- 
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ebene  (beriihrende  Ebene),  weil  namlicli  nur  ein  einziger  Stralil  der  Kegel- 
flache in  ilir  liegt,  namlich  nur  derjenige,  welcher  durch  den  Beriihrungs- 
punct  S3  der  genannten  Tangente  geht.  Nun  nennt  man  ferner  die  Durch- 
schnittsfigur,  welche  irgend  eine  Ebene  mit  der  Kegelflache  bildet,  d.  li. 
die  Gesammtheit  aller  Puncte,  die  sie  mit  ihr  gemein  hat,  Kegelschnitt. 
Das  Gemeinschaftliche  und  das  Besondere  oder  Eigenthumliche  der  ge- 
sammten  Schnitte  eines  Kegels  lasst  sich  bequem  auffassen  und  iibersehen, 
wenn  vorerst  die  Schnitte  derjenigen  Ebenen,  welche  durch  den  Mittel- 
punct  2)  gehen,  untersucht  werden.  Eine  solche  Ebene  kann  sich  auf  drei 
wesentlich  verschiedene  Arten  zum  Kegel  verhalten,  namlich  wie  folgt: 

a)  kein  Strahl   der  Kegelflache   liegt  in  der  Ebene,    sondern  alle 
werden  von  ihr  im  Puncte  35  geschnitten;  dahin  gehort  also  jede 
Ebene,  die  den  Kreis  K  weder  schneidet  noch  beriihrt.    In  Bezug 
auf  jecle  solche  Ebene  liegen  die  beiden  Theile  M,  Mj  des  Kegels 
auf  entgegengesetzten  Seiten. 

b)  ein  Strahl  der  Kegelflache   liegt  in  der  Ebene  und  alle  iibrigen 
schneidet  sie  im  Puncte  2);    dahin  gehoren  alle  sogenannten  Be- 
riihrungsebenen   des  Kegels  d.  h.  jede  Ebene,   welche  durch  eine 
Tangente  des  Kreises  K  gelegt  wird.     In  Bezug  auf  jede  solche 
Ebene  liegen  die  Theile  M,  Mj  des  Kegels  auf  abwechselnden  Seiten. 

c)  zwei    Strahlen    der  Kegelflache   liegen   in    der  Ebene   und   alle 
iibrigen  werden  von  ihr  im  Puncte  2)  geschnitten;   dahin  gehort 
jede  Ebene,  die  den  Kreis  K  schneidet.    Jede  solche  Ebene  spaltet 

«  •       jeden  Theil  M,   Mj  des  Kegels  in  zwei  Abschnitte,   so  dass  auf 
jeder  Seite  der  Ebene  zwei  Abschnitte  liegen,  in  denen  zusammen 
alle  Strahlen  vorkommen,  die  von  der  Ebene  geschnitten  werden. 
Da  nun  jede  andere  Ebene  im  Raume,   die  nicht  durch  den  Mittel- 
punct  2)  geht,  nothwendiger  Weise  mit  irgend  einer  unter  den  vorstehenden 
drei  Abtheilungen  begriffenen  Ebene  parallel  ist,  so  wird  sie,  ebenso  wie 
die  letztere,   die  Strahlen  der  Kegelflache  entweder  alle  schneiden,  oder 
nur  einen,  oder  nur  zwei  derselben  nicht  in  der  That  schneiden,  son- 
dern nach  ihren  unendlich  entfernten  Puncten  gerichtet  sein,    d.  h.  mit 
ihnen  parallel  sein;    diese  besonderen  Strahlen  sind  namlich  diejenigen, 
welche  in  jener  durch  den  Mittelpunct  2)  gehenden  Parallelebene  liegen. 
Daher  giebt  es  folgende  drei  Klassen  von  Kegelschnitten: 

I.  Jede  Ebene,  welche  mit  irgend  einer  unter  der  obigen  Abtheilung 
(a)  begriffenen  Ebene  parallel  ist,  schneidet  alle  Strahlen  der 
Kegelflache  in  endlicher  Entfernung,  und  zwar  schneidet  sie  nur 
einen  der  beiden  Theile  M,  M1  der  Kegelflache,  so  dass  also  der 
Durchschnitt,  wie  er  sich  der  unmittelbaren  Anschauung  darstellt, 
eine  geschlossene  krumme  Linie  ist  (durch  die  ein  Theil  der 
Ebene  ganz  begrenzt  wird).  Ein  soloher  Schnitt,  oder  eine  solche 
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Lime  heisst  Ellipse.  Die  Geraden,  in  welchen  die  schneidende 
Ebene  die  Beriihrungsebenen  des  Kegels  schneidet,  sincl  sammtlicli 
Tangent  en  der  Ellipse,  so  dass  also  letztere  in  jedem  ilirer  Puncte 
von  einer  bestimmten  Geraden  beruhrt  wird.  Unter  dieser  Klasse 
von  Kegelschnitten  befinden  sich  insbesondere  auch  Kreise,  wie 
z.  B.  der  Kreis  K,  von  welchem  die  Betrachtung  ausging;  ferner 
gehoren  dahin,  als  Grenzfalle,  die  Sclinitte  der  Ebenen  (a),  wobei 
niimlicli  die  Ellipsen  sich  auf  den  einzigen  Punct  35  reduciren. 
II.  Jede  Ebene,  die  mit  irgend  einer  unter  (b)  begriffenen  Ebene 
parallel  ist,  sclineidet  nur  einen  der  beiden  Theile  M,  Mj  der 
Kegelfliiche,  und  zwar  trifffc  sie  alle  Strahlen  in  endlicher  Entfer- 
nung  bis  auf  denjenigen,  in  welchern  ihre  Parallelebene  den  Kegel 
bertihrt,  und  nach  dessen  unendlich  entferntem  Puncte  sie  gerichtet 
ist,  so  class  also  der  Schnitt,  wie  man  in  der  Torstellung  sieht, 
eine  gebogene  krumine  Linie  ist,  deren  beide  Arme  sich  nach 
derselben  Seite  Mn  ins  Unendliche  erstrecken,  namlich  nach  dem- 
sclben  unendlich  entfernten  Puncte  hinstreben,  nach  welchem 
jener  besondere  Strahl  gerichtet  ist.  Ein  solcher  Schnitt  heisst 
Parabel.  Die  Durchschnittslinien  der  schneidenden  Ebene  und 
der  Beriihrungsebenen  des  Kegels  sincl  Tangenten  der  Parabel, 
so  dass  also  letztere  in  jedem  ihrer  Puncte  von  einer  bestimmten 
Geraden  boruhrt  wird;  jene  Beriihrangsebene  aber,  welche  der 
schneidenden  parallel  ist,  ist  nach  einer  unendlich  entfernten 
Tangente  gerichtet,  die  namlich  dein  unendlich  entfernten  Puncte 
der  Parabel  zugehort. 

Die  Sclinitte  der  unter  (b)  begriffenen  Ebenen  gehoren  als  Grenz- 
falle hierher,  namlich  bei  ihnen  reduciren  sich  die  Parabeln  auf 
die  einzelnen  Strahlen  der  Kegelflache. 

III.  Jede  Ebene,  welche  mit  irgend  einer  unter  der  Abtheilung  (c) 
begriffenen  Ebene  parallel  ist,  schneidet  die  mit  ihr  auf  eineiiei 
Seite  liegenden  zwei  Abschnitte  der  Kegelflache,  und  zwar  schneidet 
sie  alle  Strahlen  der  letzteren  in  endlicher  Entfernung,  ausge- 
nommen  diejenigen  zwei,  welche  in  der  Parallelebene  liegen,  und 
nach  deren  unendlich  entfernten  Puncten  sie  gerichtet  ist,  so  dass 
also  der  Schnitt,  wie  man  sieht,  aus  zwei  gebogenen  Linien  be- 
steht,  wovon  beide  Arme  einer  jeden  sich  ins  Unendliche  er- 
strecken,  und  zwar  so,  dass  die  jedesmaligen  zwei  einander  schief 
gegeniiber  liegenden  Arme  beider  Linien  nach  entgegengesetzten 
Richtungen  aber  nach  demselben  unendlich  entfernten  Puncte 
hinstreben,  nach  welchem  namlich  einer  von  jenen  zwei  beson- 
deren  Strahlen  gerichtet  ist;  beide  Linien  hangen  demnach  durch 
diese  unendlich  entfernten  Puncte  zusammen,  so  class  sie  nur  eine 
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einzige  Linie  ausmachen.  Eine  solche  Linie  heisst  Hyperbel. 
Jede  Beriilu>ungsebene  des  Kegels  erzeugt  eine  Tangente  der 
Hyperbel,  so  dass  also  die  letztere  in  jedem  ihrer  Puncte  von 
einer  bestiranaten  Geraden  bertihrt  wird;  diejenigen  zwei  Ebenen, 
welche  den  Kegel  in  den  genannten  zwei  besonderen  Strahlen  be- 
rithren,  erzeugen  diejenigen  Tangenten,  die  den  unendlich  ent- 
fernten  Puncten  der  Hyperbel  zugehoren,  diese  Tangenten  selbst 
befinden  sich  in  endlicher  Entfernung,  vermoge  ihrer  besonderen 
Eigenschaft  heissen  sie  Asymptoten  der  Hyperbel. 

Die  Schnitte    der   unter  (c)   enthaltenen  Ebenen   gehoren    als 
Grenzfalle  hierher,  namlich   die  Hyperbel  reducirt  sich  dabei  auf 
zwei  Gerade,  auf  zwei  Strahlen  der  Kegelflache. 
Dieses  (I,  II,  IH)   sind  die   drei  Arten  von  Kegelschnitten;    fiir   die 
synthetische  Betrachtung  "derselben  sind  die  Umstande:  ,,dass  die  Ellipse 
keinen,  die  Parabel  einen  und  die  Hyperbel  zwei  unendlicli  ent- 
ferute  Puncte,    und   dass   nur   die  Parabel   eine    unendlicli   ent- 
fernte  Tangente  hat,"    als    einfache    unterscheidencle  Merkmalo 
wohl  zu  beriicksichtigen. 

Nach  der  obigen  Anmerkung  (§  33)  folgt  nun,  dass,  wenn  Eigenschaften 
irgend  eines  Kegelsohnittes  aus  projectivischen  Gebilden  entspringen,  die- 
selben  alsdann  auch  auf  entsprechende  Weise  bei  cler  Kegelflache  und  also 
auch  bei  jedem  anderen  Kegelschnitt  statthaben  niiissen,  so  dass,  wenn 
z.  B.  ein  Kegelschnitt  durch  projectivische  Gebilde  erzeugt  werclen  kann, 
dann  auch  die  Kegelflache  und  jeder  andere  Kegelschnitt  aus  projectivi- 
schen Gebilden  entspringen  rnuss,  und  auch  urngekehrt.  Daher  kann  man 
zur  Erforschung  solcher  Eigenschaften  in  vielen  Fallen  sich  nur  an  den 
Kreis,  den  bekanntesten  und  einfachsten  Kegelsclniitt  (ausser  den  erwahnten 
Grenzfallen)  halten,  welcher  leicht  zu  behandeln  ist,  wie  z.  B.  in  der  fol- 
genden  Betrachtung  geschehen  soil. 

Erzeugung  der  Kegelschnitte  und   der  Kegelflache  durch   pro- 
jectivische  Gebilde. 

37.  Aus  der  Elementargeometrie  bekannte  Eigenschaften  des  Kreises 
zeigen  fast  unmittelbar  die  Erzeugung  desselben  durch  projectivische  Ge- 
bilde, namlich  wie  folgt: 

Werden  aus  irgend  zwei  Puncten  33,  S51  einer  Kroislinie  SfJl  (Fig-  37) 
nach  alien  tibrigen  Puncten  a,  b,  c,  .  .  .  derselben  Strahlen  a,  b,  c,  .  .  .  ; 
an  b15  cn  ...  gezogen,  so  bilden  "diese  unter  sich  gleiche  Winkel,  die 
paarweise  iiber  denselben  Bogen  stehen,  namlich  es  ist  Winkel 


folglich  sind  die  dadurch  entstehenden  Strahlbiischel  33,  33i:  in  Ansehung 
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der  Strahlenpaare  a  und  an  b  und  b15  c  und  c15  ...,  projectivisch 
gleich  (§  13,  II).  Denkt  man  sicli  etwa  den  Punct  a  beweglich  und  lasst 
ilin  dem  Puncte  23  naher  rlickeu,  bis  er  endlich  mit  ihm  zusammentrifft, 
wie  e,  so  wird  notliwendiger  Weise  der  eine  zugehorige  Strahl  e  den  Kreis 
beruhren;  eben  so  wird  fur  den  Punct  b,  der  mit  2^  zusanimenfallt,  der 
eine  zugeliorige  Strahl  dx  den  Kreis  beruhren,  so  dass  also  die  den  ver- 
einigten  Strahlen  en  d  entsprechenden  Strahlen  e,  dt  den  Kreis  in  23,  2^ 
boriihren*).  Die  Strahlbiischel  23,  23:  befinden  sich  demnach  in  schiefer 
Lage  (§  14)  und  zwar  sind  sie,  wie  man  sieht,  gleichliegend**) 

(§  13,  H). 

Sind  andererseits  A,  A1  (Fig.  38)  irgend  zwei  Tangenten  eines  Kreises 

5K,  und  sind  q,  r  die  ihnen  parallelen  Tangenten  desselben,  von  denen  sie 
wechselseitig  in  den  Puncten  r,  q1  getroffen  werden,  so  wird,  wie  leicht  zu 
sehen,  die  Gerade  rql  durcli  den  Mittelpunct  3ft  des  Kreises  gehalftet,  so 
dass  9Kr  =  9Kq1  ist,  und  es  ist  der  Abschnitt  rb  =  bqj  und  der  Winkel 
a  =  ar  Ist  ferner  a  eine  beliebige  andere  Tangente,  die  jene  ersteren  A, 
Aj  in  den  Puncten  a,  ctj  schneidet,  so  bleibt,  wenn  man  diese  mit  dem  Mittel- 
punct 5K  des  Kreises  durch  die  Geraden  3Jia,  9Jf  ^  verbindet,  der  Winkel 
aSKttj  von  unveranderlicher  Grosse,  wie  auch  die  Tangente  a  ihre  Lage 
iindera  mag,  namlich  er  (oder  sein  Nebenwinkel  bei  solchen  Tangenten 
wie  b)  ist  bestandig  =  a  =  ax  ***),  und  ausserdem  sind  die  Winkel  p  =  {3 
und  7  =  7,  daher  sind  die  Dreiecke  a^Jtc^,  ar2ft,  SKcf.^,  wegen  der  Gleich- 
heit  ihrer  Winkel,  ahnlicli,  so  dass  man  vermoge  der  zwei  letzteren  hat 

a 
oder 

ar.a1q1 

das  heisst:  das  Rechteck  ar.a^  unter  den  Abstanden  der  Puncte  a,  a1? 
in  welchen  irgend  eine  Tangente  a  die  beiden  festen  Tangenten  A,  Ax 
schneidet,  von  den  Durchschnitten  r,  q1  der  parallelen  Tangenten  r,  q 
hat  eine  bestandige  Grosse  f),  namlich  gleich  dem  Quadrate  fiber  5Kr  oder 
Daraus  erkennt  man  die  prqjectivische  Beziehung  der  Tangenten 


*)  Dieses  stimrnt  auch  dainit  uberein,  dass  die  Winkel,  welche  die  entsprechenden 
Strahlenpaare  a  und  a*,  b  und  bi,  ...  an  den  Puncten  a,  b,  .  .  .  unter  sich  bilden,  alle 
gleich  sind,  und  zwar  gleich  den  Winkeln,  welche  die  Sehne  c  t>  mit  den  Tangenten  in 
ihren  Endpuncten  bildet. 

**)  Dieser  Umstand  ist  wesentlich,  denn  wenn  die  nanilichen  Strahlbiischel  sich  in 
schiefer  Lage  befinden  und  ungleichliegend  sind,  so  erzeugen  sie  statt  des  Kreises, 
wie  oben,  die  gleichseitige  Hyperbel,  wie  man  zu  seiner  Zeit  sehen  wird. 

***)  Denn  vermoge  des  Dreiecks  a  9ft  cu  ist  p  +  T  +  a2  =  2R,  und  vermoge  des  Vier- 
ecks  arqitt!  ist  2p  +  2y-j-a  +  ai  =4R,  folglich  ist  2a2  =  a  +  a1?  und  da  a  =  a1?  so 


f)  Brianchon  hat  diesen  Satz  fur  alle  Kegelschnitte  bewiesen  (Memoir  e  sur  les  lignes 
du  second  ordre,  XXVIII.  p.  27);  spaterhin  (§40,1)  folgt  derselbe  unmittelbar. 
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A,  A19  in  Ansehung  der  Punctepaare  a  mid  a15  b  und  fy,  . . .,  in  welchen 
sie  von  den  iibrigen  Tangenten  a,  b,  ...  gesclmitten  werden  (§  12,  I),  so 
dass  also  die  letzteren  die  Projectionsstrahlen  sind,  und  dass  insbesondere 
r,  q,  was  schon  durch  ihre  Bezeichnung  angedeutet  ist  (§  9, 1),  die  Parallel- 
strahlen  sind.  Lasst  man  in  der  Vorstellung  die  Tangente  a  sich  so  be- 
wegen,  dass  der  Punct  a  sich  dem  Durchschnittspuncte  b  der  festen  Tan- 
genten A,  Aj  nahert,  so  wird  gleichzeitig  sein  entsprechender  Punct  cq 
dem  BeriOirangspuncte  b2  der  Tangente  A1  nalier  riickeri,  und  zwar  der- 
gestalt,  dass,  wenn  sich  a  mit  b  vereinigt,  dann  auch  ax  mit  b:  zusammen- 
fallt.  Ebenso  folgt,  dass  der  clem  Beriihrungspuncte  e  der  Tangente  A 
entsprechende  Punct  ^  im  gegenseitigen  Durchschnitte  der  Tangenten 
A,  A,  liegt*). 

Aus  den  beiden  vorstehenden  Untersuchungen  folgen  also  nachste- 
hende  Satze: 

alrgend  zwei  Tangenten  (A,  ,,Irgend  zwei  Puncte  35,  2^ 

AJ   eines  Kreises  sind  in  An-  eines  Kreises   sind  die  Mittel- 

sehung     der      entsprechenden  puncte  zweier  projectivischen 

Punctepaare,    in    welchen    sie  Strahlbuschel,    deren  entspre- 

von    den    iibrigen    Tangenten  chende  Strahlen   sich   in   den 

geschnitten  werden,    projecti-  iibrigen    Puncten     der    Kreis- 

visch,    und    zwar   entsprechen  linie  schneiden,  und  zwar  ent- 

den    in    ihrem    Durchschnitte  sprechen  den  vereinigten  Strah- 

vereinigten  Puncten  b,  ex    ihre  len  d,  e1    die   wechselseitigen 

wechselseitigen     Beruhrungs-  Tangenten  d1?  e  in  jenen  Punc- 

puncte  bn  e."  ten  SS,  S3r" 

38.  Wie  bereits  oben  bemerkt  worden  (§  36,  Ende),  folgen  nun  aus 
den  eben  aufgestellten  Satzen  voni  Kreise  (§  37)  unmittelbar  entsprechende 
Satze  vom  Kegel  zweiten  Grades  und  dessen  iibrigen  Schnitten.  Denn, 
wrenn  "die  Tangenten  des  Kreises  K  (Fig.  36)  projectivisch  sind,  so  sind 
auch  die  ihnen  zugehorigen  ebenen  Strahlbiischel  im  Strahlbuschel  S), 
deren  Ebenen  den  dem  Kreise  zugehorigen  Kegel  25  beruhren,  unter  sich 
projectivisch  (§  33),  und  wenn  die  Strahlbuschel  im  Kreise  projectivisch 
sind,  so  sind  auch  die  ihnen  zugehorigen  Ebenenbiischel  im  Kegel  unter 
sich  projectivisch,  so  dass  also  unmittelbar  nachstehende  Satze  folgen: 

I.     ,,In  irgend  zwei  Beriih-  I.      ,,Irgend    zwei    Strahlen 

rungsebenen  eines  Kegels  zwei-       einer  Kegelflache  zweiten  Gra- 
ten  Grades  befinden  sich  zwei        des  sind  die  Axen  zweier  pro- 


*)  Dieser  [Tmstand  kann  auch  daraus  bewiesen  werden,  dass  man,  wenn  man  sich 
die  Gerade  3ft  b  denkt,  dann  vermoge  der  rechtwinkligen,  einander  ahnlichen  Dreiecke 
r907b,  re9)l  hat  re.rb  =  r9Dt.r3)?7  und  da  rb  =  q^i,  also  auch  re.qiCi  ==  rSW.xSW,  woraus 
man  sieht,  dass  e,  e!  die  obige  Bedingung  zweier  entsprechenden  Puncte  erfullen, 
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38. 


projectivische  ebene  Strahl- 
buschel,  deren  entsprecliende 
Strahlenpaare  namlich.  in  den 
iibrigen  Beriihrungsebenen  lie- 
gen,  und  insbesondere  ent- 
sprechen  den  im  Durclischnitte 
jener  Ebenen  vereinigtenStrah- 
len  (d,  GJ)  diejenigen  Strahlen 
(cln  e),  in  welchen  dieselben 
den  Kegel  beriihren." 

Und  umgekehrt: 


jectivischen  Ebenen  biischel, 
deren  entsprecliende  Ebenen- 
paare  sich  in  den  iibrigen 
Strahlen  sclineiden,  und  ins- 
besondere entsprechen  den  in 
der  Ebene  jener  Strahlen  ver- 
einigten  Ebenen  (B,  sj  diejeni- 
gen Ebenen  (815  e),  welche  den 
Kegel  in  denselben  beruhren." 


II.  ,5Jede  zwei  schieflie- 
gcncle  projectivische  ebene 
Strahlbiischel  35,  3515  die  sich 
in  dcmselben  Strahlbiischel  S) 
bcfindcn,  erzeugen  einen  Ke- 
gel  zweitcn  Grades,  der  ihre 
Ebenen  beriihrt,  cl.  h.,  die  clurch 
die  cntsprechenden  Strahlen- 
paare bestimmten  Ebenen, 
nebst  den  Ebenen  der  Strahl- 
biischel, sind  die  gesaminten 
Beriihrungsebcnen  eines  be- 


ll. ,,Jede  zwei  schieflie- 
gende  projectivische  Ebenen- 
biischel  SI,  Stl?  die  sich  in  dem- 
selben  Strahlbiischel  S3  befin- 
den,  erzeugen  einen  Kegel 
zweiten  Grades,  der  durch  ihre 
Axen  geht,  d.  h.,  die  Durch- 
schnittslinien  der  entsprechen- 
den  Ebenenpaare,  nebst  den 
Axen  der  Ebenenbiischel,  sind 
die  gesammton  Strahlen  eines 
bestimmten  Kegels  zweiten 
Grades,  und  zwar  wird  er  in 
jenen  Axen  (21,  31J  von  denje- 
nigen  Ebenen  (o15  s)  beriihrt, 
deren  entsprecliende  in  der 
durch  dieselben  bestimmten 
Ebene  vereinigt  sind." 


•stiminten  Kegels  zweiten  Gra- 
des, und  zwar  beriihrt  er  die 
Ebenen  der  Strahlbiischel  in 
denjenigen  Strajilen  (dn  e),  de- 
ren entsprechende  (d,  ej  im 
Durclischnitte  derselben  ver- 
einigt sind." 

Da  nun  zwei  projectivische  ebene  Strahlbiischel  23,  5Bn  die  in  irgend 
zwei  Beriihrungsebenen  des  Kegels  liegen,  von  einer  beliebigen  Ebene  E 
in  zwei  projectivischen  Geraden  A,  Aj  gesclinitten  werden,  und  da  zwei 
im  Kegel  liegende  projectivische  Ebenenbiischel  21,  213  von  jener  Ebene  E 
in  zwei  projectivischen  ebenen  Strahlbiischeln  33,  251  geschnitten  werden 
(§  33),  so  folgon  also  weiter,  wie  oben  erwahnt  worclen,  fur  alle  Kegel- 
schnitte  nachstehende  merkwiirdige  Siitze: 

III.     ,,Jede  zwei  Tangenten  III     5,Jede  zwei  Puncte  S3, 

A,  Aj  eines  Kegelschnittes  sind  Sdt    eines   Kegelschnittes    sind 

in  Ansehung  der  Punctepaare,  die    Mittelpuncte    zweier    pro- 

in  welchen  sie  von  den  iibrigen  jectivischen     ebenen     Strahl- 
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Tangenten  geschnitten  werden,  biischel,   cieren  entsprecliende 

projectivisch,    und   zwar   ent-  Strahlen    sich   in  den   iibrigen 

sprechen  den  in  ihrem  Durch-  Puncten  desselben  schneiden, 

schnitte    vereinigten   Puncten  und  zwar  entsprechen  den  ver- 

(b,  Cj)  ihre  wechselseitigen  Be-  einigten    Strahlen   (d,  ea)    die 

riihrungspuncte  (b1?  e)."  Tangenten  (d17  e)  in  den  gegen- 

seitigenMittelpuncten  (351?3B).a 

Und  unigekehrt: 

IV.  ,,Jede  zwei  in  einer  IV.  ,,Jede  zwei  in  einer 

Ebene  schiefliegende  projecti-  Ebene  schiefliegende  projecti- 

vische  Gerade  A,  Aa  erzeugen  vische  (ebene)  Strahlbtischel 

einen  Kegelsclinitt,  der  sie  be-  SB,  SSj  erzeugen  einen  Kegel- 

beriihrt,  d.  h.,  sie  und  alle  ilire  sclinitt,  der  durcli  ihre  Mittel- 

Projectionsstralilen  sind  die  puncte  geht,  d.  h.,  diese  und 

gesammten  Tangenten  eines  die  Durchschnitte  der  ent- 

bestimmten  Kegelschnittes,  sprechenden  Strahlenpaare 

und  zwar  beriihrt  dieser  die  sind  die  gesainuaten  Puncte 

Geraden  in  denjenigen  Punc-  eines  bestimmten  Kegelsclinit- 

ten  (e,  bj,  cieren  entsprechende  tes,  und  zwar  wird  dieser  in 

(en  b)  in  ihrem  Durchschnitte  jenen  Mittelpuncten  von  den- 

vereinigt  sind."  jenigen  Strahlen  (e,  d2)  beriihrt, 

deren  entsprechende  (en  d)  ver- 

einigt  sind." 

Es  darf  kaum  erwahnt  werden,  dass  zufolge  der  oblgen  zweiten  An- 
merkung  (§  34),  bei  projecti vischen  Gebilden  auf  der  Kugelflache  ent- 
sprechende Satze  stattfinden. 

39.  Die  soeben  aufgestellten  neuen  Satze  liber  den  Kegel  zweiten 
Grades  und  dessen  Schnitte  (§  38)  sind  fur  die  Untersuchung  dieser  Fi- 
guren  wichtiger  als  alle  bisher  bekannten  Satze  tiber  dieselben,  denn  sie 
sind  die  eigentlichen  wahren  Fundarnentalsatze,  weil  sie  nanilich  so  um- 
fassend  sind,  dass  fast  alle  ubrigen  Eigenschaften  jener  Figuren  auf  die 
leichteste  und  klarste  Weise  aus  ihnen  folgen,  und  weil  auch  die  Methode, 
nach  der  sie  daraus  hergeleitet  werden,  jede  bisherige  Betrachtungsweise 
an  Einfachheit  und  Bequemlichkeit  ubertrifffc.  Wiewohl  ich  niir  vorbehalte, 
die  genannten  Figuren  erst  spaterhin  ausffihrlich  zu  untersuchen,  so  kann 
ich  doch  nicht  umhin,  hier  schon  einige  der  nachsten  Folgerungen  aus 
jener  Hauptquelle  zu  ziehen,  die  zur  Bestatigung  der  eben  ausgesprochenen 
Behauptung  als  eine  kleine  Probe  dienen  mogen. 

Was  nanilich  den  weiteren  Fortgang  der  gegenwartigen  Betrachtung 
betrifft,  so  soil  nun  zunachst  noch  auf  einige  besondere  TJmstande  und 
Grenzfiille  der  erwalmten  Satze  auftnerfcsam  gemacht  werden;  und  sodann 
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pollen  einige  wesentliclie  Eigenschaften  cler  Kegelschnitte  (sowie  des  Kegels), 
die  zuni  Behufe  spaterer  TJntcrsuchungen  iiber  projectivische  Gebilde  dienen, 
sowie  auch  einige  Porismen  aus  denselben  in  kurzen  Andeutungen  ent- 
wickelt  werden.  Nachgeliends  soil  zuin  eigentlichen  Hauptgegenstande  za- 
riiekgekehrt,  und  zwar  die  Eizeugnisse  projectiyisclier  Gebilde,  die  im 
Raurne  beliebig  liegen,  untersucht  werden. 

Besondere    F  a  1  1  e. 

40.  Bel  den  obigen  Satzen  (§  38,  II  und  IV)  1st  zuvorderst  nocli 
anzugeben,  welche  verschiedene  Gestalten  die  erzeugten  Figuren  haben 
konnen;  woran  zu  erkennen,  zu  welclier  Klasse  (§  36)  der  durcli  zwei 
projectivische  Gebilde  erzeugte  Kegelsclinitt  geliore,  und  ob  durch  dieselben 
zwei  Gebilde,  je  naclidem  sie  anclers  liegen,  ein  Kegelsclinitt  anderer  Art 
erzeugt  \verde?  Fiir  einige  Falle  folgt  die  Antwort  auf  diese  Fragen  un- 
inittelbar  aus  vorangegangenen  Satzen,  fur  die  iibrigen  wird  sie  spater 
folgen.  Folgendes  lasst  sich  na-mlicli  in  Beziehung  auf  ^ diese  Fragen  un- 
mittelbar  angeben. 

I.  Da  zwei  projectivisch  iilinliclie  Gerade  A,  A^  einen  unendlicli  ent- 
fernten  Projectionsstralil  liaben,  und  umgekehrt  dieselben  ahnlich  sincl, 
wenn  ihre  unendlicli  entfernten  Puncte  sich  entsprechen,  oder  wenn  sie 
einen  unendlicli  entfernten  Projectionsstralil  liaben  (§  13, 1),  und  da  von 
den  Kogelschnitten  nur  die  Parabel  eine  unendlicli  entfernte  Tangente  hat 
(§  36,  II),  so  folgt  also  (§  38,  IV): 

55Dass  zwei  in  einer  Ebene  schiefliegende  projectivisch  ahn- 
liche  Gerade  Ar  Ar  eine  Parabel  erzeugen."  Und  umgekehrt: 

^Dass  je  zwei  Tangenten  einer  Parabel  von  alien  iibrige-n 
Tangenten  derselben  projectivisch  ahnlich  geschnitten  werden." 

Der  letztere  Satz  ist,  mit  anderen  Worten  ausgesprochen,  allgemein 
bekannt.  Da  bei  zwei  projectivisch  ahnlichen  Geraden  keine  Parallel- 
strahlen  stattfinden  (§13, 1),  so  folgt  ferner:  5?Dass  von  den  nicht  un- 
endlicli entfernten  Tangenten  einer  Parabel  keine  zwei  parallel 
sein  konnen."  (Die  unendlich  entfernte  Tangente  kann  als  mit  jeder 
anderen  parallel  angesehen  werden.) 

Zwei  beliebige  projectivische  Geraden  A,  A1?  die  nicht  ahnlich 
sind,  konnen  also  nie  eine  Parabel  erzeugen,  wohl  aber  konnen  die  nam- 
lichen  zwei  Geraden  sowohl  Ellipsen  als  Hyperbeln  erzeugen,  je  nacli- 
dem die  in  ihrem  Durchschnitte  vereinigten  Puncte  (b,  ^)  beschaffen 
sind,  welcher  Umstand  spater  in  Erwagung  gezogen  werden  soil.  Der 
Winkel,  den  die  Geraden  unter  sich  bilden5  hat  demnach  auf  die  Art  des 
Kegelschnittes  keinen  Einfluss,  sondern  nur  auf  dessen  besondere  Gestalt, 
so  z.  B.  giebt  es  ein  System  von  Punctepaaren,  die  so  beschaffen  sind, 
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dass,  wenn  eins  derselben  im  Durchschnitte  cler  Geraden  vereinigt  1st,  als- 
dann  die  letzteren  unter  einem  bestimmten  Winkel  einen  Kreis  erzeugen. 
Werden  insbesondere  die  Durchschnitte  r,  q1  der  Parallelstrahlen,  d.  li. 
die  Puncte,  deren  entsprecliende  r13  q  unendlich  entfernt  sind,  im  Durch- 
schnitte  der  Geraden  vereinigt,  so  ist  der  Kegelschnitt  offenbar  eine  Hy- 
perbel und  die  Geraden  sind  die  Asymptoten  derselben  (§  36,  III  und  §  38, 
IV);  daher  folgen  unmittelbar-  die  bekannten  Eigenschaften  der  Hyperbel: 
55Dass  das  Eechteck  unter  den  Absclinitten  ra,  q^,  oder  rB, 
q^,  ...,  welche  eine  beliebige  Tangente  a,  oder  b,  ...  von  den 
Asymptoten  (A,  Aj)  absclineidet,  eine  bestandige  Grosse  hat 
(§  12);"  „ dass  daher  auch  der  Inhalt  des  Dreiecks  raa1?  welches 
die  Tangente  mit  den  Asymptoten  einschliesst,  constant  ist, u  und 
andere  Eigenschaften  rnehr,  die  spater  vollstandig  aufgeziihlt  werden  sollen. 

Da  die  Geraden  A,  Al  im  gegemvartigen  Falle  (wo  sie  nicht  ahnlich 
sind)  Parallelstralilen  r,  q  haben,  so  folgt  also: 

5?Dass  sowohl  bei  der  Ellipse  als  bei  der  Hyperbel  die  Tan- 
genten  paarweise  parallel  sind"*). 

Hierbei  folgt  auch  unmittelbar  der  oben  (§  37)  in  der  Note  erwahnte 
Satz  von  Brianchon,  in  Bezug  auf  die  Durchschnitte  r,  q1  der  Parallel- 
stralilen, wie  leicht  zu  sehen. 

Beobachtet  man  die  Geraden  A,  A15  wahrend  sie  allmalig  aus  der 
schiefen  in  die  perspectivische  Lage  iibergehen,  so  sieht  man,  dass  der 
Kegelschnitt  zuletzt  in  diejenige  Gerade  (eej  iibergeht,  welche  deii  ent- 
stehenden  Projectionspunct  SS  rnit  dem  Durchschnitte  (eej  der  Geraden 
verbindet,  und  zwar  geht  die  Ellipse  in  das  durch  die  Puncte  (eej,  35 
begrenzte  Stuck,  die  Hyperbel  in  die  beiden  iibrigen  (unendlichen)  Stiicke, 
und  die  Parabel,  bei  welcher  der  Projectionspunct  2S  sich  ins  Unendliche 
entfernt  (§  13, 1),  in  die  eine  Halfte  der  durch  den  Punct  (eCj)  getheilten 
Geraden  (eex)  fiber. 

II.  So  wie  bei  zwei  projectivischen  ebenen  Strahlbiischeln  25,  SSj,  die 
in  einer  Ebene  concentrisch  liegen,  entweder  zwei,  oder  nur  ein,  oder 
gar  kein  Paar  entsprechende  Strahlen  sich  vereinigen  (§  16,  II),  gleicher- 
massen  werden,  wenn  die  Strahlbuschel  beliebig  liegen,  entweder  zwei, 
oder  nur  ein,  oder  gar  kein  Paar  entsprechende  Strahlen  parallel  sein; 
derm  lasst  man,  von  jener  Lage  ausgehend,  den  einen  Strahlbiischel  sich 
so  bewegen,  dass  sich  jeder  Strahl  sich  selbst  parallel  bewegt,  so  hat  man 
die  letztere  Lage,  und  die  zuvor  vereinigten  entsprechenden  Strahlenpaare 
werden  sodann  parallel  sein.  Sind  aber  zwei  entsprechende  Strahlen 
parallel,  so  zeigt  dies  an,  dass  der  erzeugte  Kegelschnitt  einen  unendlich 


*)  Diese  Eigenschaft  folgt  auch  leicht  aus  der  obigen  Betrachtung  des  Kegels  (§  36), 
wie  man  im  zweitea  Abschuitte  sehen  wird. 
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entfernten  Punct  habe,  nach  welchem  sie  gericlitet  sind,  daher  konnen  die- 
selben  zwei  Strahlbuschel  im  Allgemeinen  Kegelschnitte  von  alien  drei 
Arten  erzeugen,  je  nachdem  sie  gegen  einander  gerichtet  sind  (§  36  und 
§  16,  II),  und  zwar,  wie  folgt: 

a)  j,Zwei  gleichliegende  projectivische  ebene  Strahlbuschel 
35,  3^   konnen  Ellipsen,   Parabeln,   oder  Hyperbeln  erzeugen,  je 
nachdem  sie  gegen  einander  gericlitet  sind,   namlich  innerhalb 
eines    bestimmten  Spielraurnes    erzeugen   sie   nur  Ellipsen,    an 
den  beiden  Grenzen  desselben,    also   in  zwei  bestimmten  Eicli- 
tungen,   wo  die  Strahlen  g,  g15  oder  li,  \  parallel  sind  (§  16,  II), 
erzeugen  sie  Parabeln,   und  jenseits    dieser  Grenzen  erzeugen 
sie  nur  Hyperbeln."     Und 

b)  5,Sind  die  Strahlbiischel  ungleichliegend,  so  erzeugen  sie 
nur  Hyperbeln." 

Da,  im  Falle  die  Strahlbiischel  eine  Hyperbel  erzeugen,  die  zwei  Paar 
paralleler  entsprechender  Strahlen  nothwendiger  Weise  den  Asyrnptoten  pa- 
rallel sein  mussen,  weil  sie  mit  diesen  nach  denselben  unendlich  entfernten 
Puncten  gerichtet  sind,  und  da  die  Hyperbel  gleichseitig  heisst,  wenn 
die  Asyrnptoten  zu  einander  rechtwinklig  sind,  so  folgt  also:  ,,Dass  die 
Strahlbuschel  in  beiden  vorstehenden  Fallen  (a,  b)  eine  gleich- 
seitige  Hyperbel  erzeugen,  wenn  man  sie  so  gegen  einander 
richtet,  dass  die  Schenkel  (s  und  s1?  t  und  tj  der  entsprechenden 
recliten  Winkel  (§  9,  H)  parallel  sind." 

Sind  insbesondere  die  Strahlbiischel  33,  Sd1  gleich,  so  erzeugen  sie 
im  Falle  (a)  einen  Kreis  (§  37)  und  im  Falle  (b)  eine  gleichseitige  Hyperbel. 

Liisst  man  die  beliebigen  Strahlbuschel  23,  S52  allmalig  in  perspec- 
tivische  Lage  iibergehen,  namlich  cladurch,  dass  zwei  parallele  entsprechende 
Strahlen  auf  einander  fallen,  welches  also  nur  von  der  hyperbolischen  und 
parabolischen  Lage  aus  geschehen  kann,  so  sieht  man,  dass  der  Kegelschnitt 
zuletzt  in  zwei  bestimmte  Gerade  iibergeht,  wovon  die  eine  der  entstehende 
perspectivisclie  Durchschnitt  A,  und  die  anclere  der  genieinschaftliche  (durch 
beide  Mittelpuncte  S,  SSj  gehende)  Strahl  SSSj  ist  Bei  der  parabolischen 
Lage  werdeu  diese  zwei  Geraden  parallel. 

Lasst  man  die  Strahlbuschel  35,  33j  in  concentrische  Lage  iibergeheu, 
so  geht  die  Hyperbel  in  zwei  und  die  Parabel  in  eine  Gerade  u'ber, 
namlich  in  diejenigen  Geraden,  in  welchen  entsprechende  Strahlen  zu- 
saininenfalleu,  dagegen  zieht  sich  die  Ellipse  in  den  gemeinschaftlichen 
Mittelpunct  (3S23J  der  StraMbiischel  zusammen. 

IH.  Beirn  Kegel  ini  Allgemeinen  find  en  keine  so  wesentlich  ver- 
schiedene  Klassen  statt,  wie  bei  seinen  Schnitten  (§  36),  wohl  aber  bei 
einem  besonderen  Falle  desselben,  er  kann  namlich,  wie  folgt,  in  Grenz- 
falle  iibergehen  und  besondere  Gestalt  erhalten. 
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Dor  von  zwei  projectivischen  Ebenenbiisclieln  31,  3^  oder  ebenen 
Strahlbiischeln  SB,  SBj  erzeugte  Kegel  (§  38,  II)  andert  nothwendiger  Weise 
seine  Gestalt,  je  nacliclem  die  Gebilde  so  oder  anders  gegen  einander  ge- 
riclitet  sind,  er  kann  rander  oder  platter  werden,  mid  wenn  insbesondere 
die  Gebilde  in  perspectivisclie  Lage  kommen,  so  gelit  der  Kegel  in  fol- 
gende  Grenzfalle  fiber:  bei  den  Ebenenbiisclieln  SI,  3^  in  zwei  Ebenen, 
wovon  die  eine  der  perspectivische  Durchschnitt  33  (§  31)  clerselben  und 
die  andere  die  durch  beide  Axen  31,  3^  gehende  Ebene  (ssj  ist  (in  wel- 
clier  letzteren  zwei  entsprechende  Eleniente  s,  s,  vereinigt  sind),  und  bei 
den  Strahlbfischeln  33,  3^  in  diejenige  Ebene,  welclie  durch.  die  Projcc- 
tionsaxe  A  derselben  und  durch  die  DurchschnittsHnie  (eex)  der  Ebenen 
S3,  23,  gelit. 

Lasst  man  die  nainlichen  zwei  Ebenenbuschel  31,  3lj  ilire  Lage  all- 
malig  so  andern,  bis  ilire  Axen  31,  3^  parallel  sind,  so  miissen  notli- 
wendiger  Weise  alle  Strahlen  des  Kegels  init  denselben  parallel 
werden,  so  dass  sich  sein  Mittelpunct  S  ins  Unendliche  entfernt.  In 
diesem  besonderen  Falle  heisst  die  erzeugte  Figur  nicht  melir  Kegel,  son- 
dern  ,,Cylinder",  und  zwar  Cylinder  zweiten  Grades.  Bei  dieser 
besonderen  Lage  der  Ebenenbiischel  31,  3^  konnen,  ebenso  wie  bei  zwei 
projecthdschen  ebenen  Strahlbiischeln  S3,  2^  in  einer  Ebene  (II),  entweder 
zwei  oder  nur  ein  oder  gar  kein  Paar  entsprechende  Ebenen  parallel 
sein  (§  31,  HI),  und  daher  kann  die  Cylinderflache  entweder  zwei  oder 
nur  einen  oder  gar  keinen  unendlich  entfernten  Strahl  haben,  wodurch 
sicli  drei  Klassen  von  Cylindern  von  einander  unterscheiden,  die  nach  der 
Eeihe  hyperbolische,  parabolische  und  elliptische  Cylinder  heissen. 
Die  Bedingungen,  unter  welchen  die  Ebenenbiischel  den  einen  oder  den 
anderen  dieser  drei  Cylinder  erzeugen,  sind  den  dbigen,  unter  welchen  die 
ebenen  Strahlbiischel  23,  23X  den  einen  oder  anderen  der  drei  Kegelsclmitte 
erzeugen  (II),  ganz  ahnlich.  Dies  gilt  auch  von  deni  besonderen  Falle, 
wenn  die  Ebenenbuschel  31,  3^  gleich  sind,  in  welchem  Falle  sie  nanv 
lich  entweder  den  sogenannten  geraden,  oder  den  gleichseitig  hyper- 
bolischen  Cylinder  erzeugen. 

Wird  der  Cylinder  von  irgend  einer  Ebene  E  geschnitten,  so  werden 
die  ihn  erzeugenden  Ebenenbuschel  31,  3-^  in  zwei  ebenen  Strahlbiischeln 
25,  25j  geschnitten,  die  sich  nothwendiger  Weise  in  Hinsicht  paralleler 
entsprechender  Strahlen  in  gleichem  Falle  befinden,  als  die  Ebenenbiischel 
31,  Stj  in  Hinsicht  paralleler  entsprechender  Ebenen  (weil  parallele  Ebenen 
von  jeder  anderen  Ebene  in  parallelen  Geraden  geschnitten  werden),  daher 
kann  die  Ebene  E  den  ersten  Cylinder  nur  in  einer  Hyperbel,  den  zweiten 
nur  in  einer  Parabel  und  den  dritten  nur  in  einer  Ellipse  schneiden 
(II).  Wird  die  schneidende  Ebene  E  den  Strahlen  der  Cylinderflache  oder 
den  Axen  31,  3^  parallel,  so  geht  der  Schnitt  in  zwei  solche  Strahlen 

Steiner's  Werke.    I.  22 
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tiber,  dalier  folgt:  ,?class  zwei  parallele  Gerade  als  Grenzfall  ao- 
\volil  von  der  Hyperbel,  als  auch  Yon  der  Parabel,  oder  von 
der  Ellipse  anzusehen  sind." 

Andererseits  kann  der  Cylinder  nur  durcli  solche  besondere  ebene 
Strahlbiischel  SS,  S3,  erzeugt  werden,  die  aus  parallelen  Strahlen  bestehen. 
Es  findet  bei  ilinen  Aelinliclies  statt,  wie  oben  bei  den  Geraden  A,  Aa  (I). 

Der  yon  zwei  projectivischen  Ebenenbuscheln  31,  3^,  oder  von  zwei 
projectivlschen  ebenen  Strahlbiischeln  3S7  25,  (deren  Strahlen  parallel  sind) 
erzeugte  Cylinder  geht,  wenn  die  Gebilde  in  perspectivische  Lage  gelangen, 
im  ersten  Falle  in  zwei  und  ini  anderen  Falle  in  eine  Ebene  fiber,  auf 
dieselbe  Weise  wie  oben  der  Kegel. 

Einige  Eigenschaften  der  Kegelschnitte. 

41.  Wie  bereits  oben  erwahnt  (§  39),  sollen  nun  einige  benierkens- 
werthe  Satze  iiber  die  Kegelschnitte  aus  den  obigen  Fnndamentalsatzen 
(§  38,  III,  IV)  in  gedrlingter  Kurze  entwickelt  werden. 

I.  Da  die  projectivische  Bezieliung  zweier  Geraden  A,  A1  bestimint 
ist,  sobald  irgend  drei  Paar  entsprechende  Puncte  oder  irgend  drei  Pro- 
jectionastrahlen  a,  b,  c  gegeben  sincl,  und  da  ebenso  die  projectivische 
Bezieliung  zweier  Strahlbiischel  35,  S3,  durch  drei  entsprechende  Strahlen- 
paare  a  uncl  an  b  und  b,?  c  und  c,?  oder  durch  deren  Durchschnitte  a, 
b,  c,  bestimrat  ist  (§  10,  p),  so  folgen  unniittelbar  nachstehende  Satze 
(§38,  IV): 

^Durch    irgend    fiinf   Tan-  ,,Durch  irgend  ffinf  Puncte 

genten  (A,  A,,  a,  b,  c)  ist  ein  (SB,  S&1?  a,  b,  c)  in  einer  Ebene 
Kegelschnitt  bestimmt,  d.  h.  ist  ein  Kegelschnitt  bestimnit, 
fiinf  beliebige  Gerade  in  einer  d.  h.  funf  beliebige  Puncte  in 
Ebene  Iconnen  allemal  von  einer  Ebene  liegen  allemal  in 
einem,  aber  nur  von  eineni  einem,  aber  nur  in  einem  ein- 
einzigen  Kegelschnitt  beriihrt  zigen  Kegelschnitt." 
werden." 

Diese  Satze  finden  immer  statt,  die  gegebenen  fiinf  Elemente  mogen 
eine  gegenseitige  Lage  haben,  welche  man  will,  wenn  namlich  auch  die 
Grenzfalle,  in  welche  der  Kegelschnitt  ubergehen  kann  (§40,  I,  II),  ge- 
stattet  werden;  nur  in  dern  einzigen  Falle,  wo  von  den  fiinf  gegebenen 
Geraden  sich  Yier  in  einem  Puncte  sclineiden,'  oder  Yon  den  fiinf  gegebenen 
Puncten  vier  in  einer  Geraden  liegen,  ist  der  Kegelschnitt  nicht  Yollkomnaen 
bestimmt,  Wie  bei  jedem  Yorgelegten  Falle  die  Gestalt  oder  Art  des 
Kegelschnittes  leicht  zu  erforschen  ist,  wird  spater  gezeigt. 

n.  Aus  §  24,  HI  sieht  man,  wie,  wenn  irgend  fiinf  Tangenten  oder 
irgend  fiinf  Puncte  eines  Kegelschnittes  gegeben  sind,  alsdann  beliebige 
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andere  Tangenten    oder  beliebige    and  ere  Puncte    desselben   raittelst    des 
Lineals  allein  zu  finden  siiid.   . 
III.     Nach  §  18  folgt: 


1.  ,,dass  durch  irsjend  einen 


1.  5,  das s  irgend  eine  Ge- 
rade  in  der  Ebene  eines  Kegel- 
schnittes  den  letzteren  im  All- 
gemeinen  und  hochstens  nur 
in  zwei  Puncten  schneidet. 
Namlich  die  genannte  Gerade 
kann  den  Kegelsclinitt  ent- 
weder  in  zwei  Puncten  schnei- 
den  oder  nur  in  einem  Punct 
treffen,  d.  li.  ihn  beriihren, 
oder  linn  gar  nicht  begegnen." 


Punctin  der  Ebene  einesKegel- 
sclinittes  im  Allgemeinen  und 
hochstens  nur  zwei  Tangenten 
des  letzteren  gelieiL*  Namlicli 
es  gehen  zwei  oder  nur  eine 
oder  gar  keine  Tangente  durcli 
den  genannten  Punct,  je  nacli- 
dem  derselbe  ausserhalb,  oder 
in  oder  innerlialb  des  Kegel- 
schnittes  liegt." 

Diese  Eigenschaft  der  Kegelsclinitte  be\virkt,  dass  dieselben  ,,Linien 
der  zweitenKlasse"*)  und  ,,Linien  der  zweiten  Ordnung"  genannt 
werden.  Dieselben  Eigenschaften  lassen  sich  aucli,  mittelst  des  Kegels 
(§  36),  vom  Kreise  herleiten. 

Es  folgt  ferner  (§  18): 
2.  ,,dass  und  wie  man,  wenn 
funf  Tangenten  eines  Kegel- 
schnittes  gegeben  sind,  olme 
dass  er  selbst  gezeichnet  vor- 
liegt,  die  durcli  irgend  einen 
Punct  gehenden  Tangenten 
desselben  bloss  durch  Hiilfe 
des  Lineals  ziehen  konne,  so- 
bald  in  derselben  Ebene  ir- 
gend ein  Kreis  (oder  sonstiger 
Kegelschnitt)  gegeben  ist." 

42.     I.    Da  durch  filnf  Eleznente  ein  Kegelschnitt  bestrmmt  ist  (§  41, 
I),   so  miissen  zwischen  sechs  Elenienten  desselben  nothwendiger  Weise 
bestimmte  Beziehungen  stattfinden;  diese  Beziehungen  sind  zum  Theil  in 
§  24,  I  enthalten  und  lassen  sich  hier,  wie  folgt,  iibertragen  (§  38,  IV): 
1.   wBeijedem  einem  Eegel-  1.     ,,Bei  jedem    einem  Ke- 

schnitte  umschriebenen Sechs-       gelschnitte     eingeschriebenen 


2.  dass  und  wie  man,  wenn 
fiinf  Puncte  eines  Kegelschnit- 
tes  gegeben  sind,  ohne  dass  er 
selbst  gezeichnet  vorliegt,  die 
in  irgend  einer  Geraden  lie- 
genden  Puncte  desselben  bloss 
durch  Hiilfe  des  Lineals  finden 
konne,  sobald  in  derselben 
Ebene  irgend  ein  Kreis  (oder 
sonstiger  Kegelschnitt)  ge- 
geben ist^ 


seit  (d.  h.  dessen  Seiten  Tan- 
genten des  Kegelschnittes 
sind)  treffen  die  drei  Haupt- 


Sechseck  (d.  h.  dessen  Ecken 
irn  Kegelschnitte  liegen)  liegen 
die  drei  Durchschnittspuncte 


*)  Gergonne  nennt  eine  Curve,  an  welche  Ton  irgend  einem  Puncte  aus  hochstens 
n  Tangenten  gehen?  eine  Curve  der  n*en  Klasse. 
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cliagonalen,     welche     uamlicli        der      einancler     gegeniiberste- 
die  gegenuberstehenden  Ecken       henden     Seitenpaare     allemal 
verbinden,     in    irgend    einem       in  irgend  einer  Geraden." 
Puncte  zusaminen." 

Und  umgekehrt: 

2.    73Treffen  die  drei  Haupt-  2.    wLiegen  die  drei  Durch- 

diagonalen  eines  Sechsseits  schnitte  der  gegenitberstehen- 
in  irgend  einem  Puncte  zu-  den  Seitenpaare  eines  Sechs- 
sammen,  so  worden  seine  Sei-  ecks  in  irgend  einer  Geradon, 
ten  von  irgend  einem  bestiinm-  so  liegen  seine  Ecken  in  irgend 
ten  Kegelschnitte  beruhrt."  einem  Kegelschnitte." 

Den  Satz  rechts  (1)  hat  Pascal*}  und  den  links  Brianclion**}  zuerst 
bekannt  geniacht.    Pascal  nannte  das  betreffende  Sechseck  ^Hexagrammum 
wysticum."    In  einer  Abhandlung,  die  verloren  gegangen  ist,  soil  er  eine 
vollstandige  Behandlung  der  Kegelschnitte  aiif  seinen  Satz  gegriindet  haben. 
Spater  wurde  der  Pascakche  Satz  vornelinilich  von  Mac-Lawiin^  Robert 
Simson  nnd  Garnot  bewiesen,  und  auch  Schwab  theilt  denselben,  im  An- 
hange  zu  Euklides  Data,  insbesondere  vom  Kreise  mit    Seit  Srianchon 
seinen  Satz   entdeckt  hat,   erkannte  man  besonders   die  Wichtigkeit  der 
beiden  Siitze  fur  die  Betrachtung  der  Kegelschnitte,  und  deslialb  warden 
sie  in  neuerer  Zeit  so  hanflg  nnd  verschiedenartig  bewiesen,  wie  nur  selten 
geonietrischen  Satzen  gleiche  Aufinerksamkeit  zu  Theil  ward.    Nainentlich 
haben  sich  damit  die  franzosischen  Mathematiker  Gergorme,  Poncelet,  Chasles, 
Sturm,  Bobillier  u.  a.  m.,    der   belgische  DandeUn    und   die    deutschen 
MoeUm  und  flicker  bescliaftigt.     Die  gegenwartige  Ableitung  der  Satze 
belenchtet  sie  von  einer  neuen  Seite,   sie  zeigt,  dass  dieselben  nicht  die 
eigentliche  Qrundlage  fur  die  Untersuchuag  der  Kegelschnitte  sincl,  sondern 
dass  sie  vielmehr,  mit  vielen  anderen  Eigenschaften  zugleicli,   aus  einer 
umfassenderen  Quelle,  namlich.  aus  der  Beziehuhg  projectiviseher  Gebilde, 
seLr  leicht  und  War  hervorgehen.    Eine  wesentliche  Vervollstandigung  der 
beiden  Satze  habe  ich  zuerst  bekannt  geniacht  im  XVIIL  Bande  der  AnnaUs 
de  Mathematiques***)]  dieselbe  soil  auch  hier  weiter  unten  (im  Anhange) 
wiedemm  zum  Beweise  vorgelegt  werden. 

Die  fruheren  Satze  (§  23,  III)  sind  als  Grenzfalle  der  vorstehenden 
anzusehen,  wie  man  leicht  bemerken  wird  (§  40). 

Die  oben  stehenden  Satze  (1,  2)  konnen  auch  auf  eine  andere  Art 
aufgefasst  und  ausgesprochen  werden,  und  zwar  so?  dass'statt  des  jedes- 
maligen  Sechsecks  zwei  Dreiecke  betraclxtet  werden,  welche  durch  die- 

*)  la  semem  USssai  sur  Us  Coniques. 

**)  Im  XIII.  Heft  des  Journal  de  fJSeok  Polytecfinique. 

***)  Cf.  S.  224  dieser  Ausgabe. 


Einige  Eigenschaften  der  Kegelschnitte. 


341 


selben  sechs  Elemente  bestimnit  sind,  namlich  statt  des  umscliriebenen 
Sechsecks  diejenigen  zwei  Dreiecke,  wovon  das  eine  die  erste,  dritte  und 
ftinfte,  und  das  andere  die  zweite,  vierte  und  sechste  Ecke  des  Sechsecks 
zu  Ecken  hat,  und  statt  des  eingeschriebenen  Sechsecks  diejenigen  zwei 
Dreiecke,  von  denen  das  eine  die  erste,  dritte  und  fiinfte,  und  das  andere 
die  zweite,  vierte  und  sechste  Seite  desselben  zu  Seiten  hat.  In  dieser 
Hinsicht  lauten  die  Satze,  wie  folgt: 

3.  ,,Treffen  die  drei  Gera- 
den,  welche  die  Ecken  zweier 
in  einer  Ebene  liegenden  Drei- 
ecke, in  irgend  einer  Ordnung 
paarweise  genommen,  verbin- 
den,  in  irgend  einem  Puncte 


zusammen,      so     werden     die 


3.  ,,Liegen  die  drei  Puncte, 
in  welchen  die  Seiten  zweier 
in  einer  Ebene  liegenden  Drei- 
seite,  in  irgend  einer  Ordnung 
paarweise  genommen,  sich 
schneiden,  in  irgend  einer 
Geraden,  so  liegen  die  iibrigen 
sechs  Puncte,  in  welchen  die 
Seiten  des  einen  Dreiseits  die 
des  anderen  schneiden,  allemal 
in  irgend  einem  Kegelschnitte." 
Und  auch  umgekehrt. 


iibrigen  sechs  Geraden,  welche 
die  Ecken  des  einen  Dreiecks 
mit  denen  des  anderen  ver- 
binden,  allemal  von  irgend 
einem  Kegelschnitte  beriihrt." 
Und  auch  umgekehrt. 

II.  Vernxoge  der  Schlussbemerkungen  in  den  Satzen  (§  38,  IV)  folgt, 
dass,  wie  bei  der  obigen  Aufgabe  (§  24,  III,  b,  (3)  bei  zwei  schiefliegenden 
projectivischen  Gebilden  (A,  A:  oder  33,  23J  die  den  vereinigten  Elernenten 
(i),  Cj  .oder  d,  ej  entsprechenden  Eleniente  (t)1?  e  oder  d15  e)  gefunden 
worden,  durch  dasselbe  Verfahren  auch: 

,,wenn  fiinf  beliebige  Tan-  ,,wenn  funf  beliebige  Puncte 

genten    eines    Kegelschnittes       eines  Kegelschnittes  gegeben 


gegeben  sind,  die  Beriihrungs- 
puncte  derselben  nur  mit  Hiilfe 
des  Lineals  gefunden  werden 
konnen." 


sind,  die  Tangenten  in  clen- 
selben  nur  mit  Hiilfe  des  Li- 
neals gefunden  werden  kon- 
nen." 


Es  sind  darin  zugleich  die  nachstehenden  bekannten  Satze  enthalten: 


,,Bei  jedern  einem  Kegel- 
schnitte umschriebenen  Funf- 
eck  treffen  die  Diagonalen, 
welche  irgend  zwei  Ecken- 
paare  verbinden,  und  die  Ge- 
rade,  welche  die  jedesmalige 
fiinfte  Ecke  mit  dern  Beriih- 
rungspuncte  der  gegeniiber- 
stehenden  Seite  verbindet, 


,,Bei  jedem  einem  Kegel- 
schnitte eingeschriebenen 
Funfecke  liegen  die  Durch- 
schnittspuncte  irgend  zweier 
Seitenpaare  und  der  Durch- 
schnittspunct,  welchen  die  je- 
desmalige fiinfte  Seite  mit 
der  Tangente  in  der  gegen- 
iiberstehenden  Ecke  bildet, 
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einander     in      irgcnd      einem  allemal  in  irgend  einer  Gera- 

Puncte."  den." 

III.    Die  Siitze  in  §  24,  II  lassen  sich  Her,  mit   anderen  Worten, 
wie  folgt,  wiederholen  (§  38,  IV): 

1.  ,,Bei  alien  einem  Kegel-  1.    ,,Bei  alien  einem  Kegel- 
sclinitte  umschriebenen  Yier-  schnitteeingeschriebenen  Vier- 
seiten,   bei   welchen   ein  Paar  ecken,    bei   welchen   das    eine 
gegeniiberstehende    Seiten    in  Paar  gegeniiberstehende  Ecken 
irgend  zwei  festen  Tangenten  in  irgend  zwei  festen  Puncten 
clesselben  sich  befinden,  liegt  desselben  sich  befinden,   geht 
dor     Durchschnittspunct     dor  die  Gerade,  welche  die  Durch- 
Geraden,     welche    dtirch    die  sclinittspuncte  der  gegeniiber- 
gegeniiberstelienclen  Ecken  ge-  stehenden    Seiten    verbindet, 
lien  (Diagonalen),  in  einer  und  durch  einen  und  denselben  be- 
cleraelben    bestimmten    Gera-  stimraten  Punct,  der  namlich 
den?    die    namlich    durch    die  in  den  zu  jenen  festen  Puncten 
Beruhrungspuncte  jener  zwei  gehorigen  Tangenten  liegt  (ihr 
festen  Tangenten  geht."  Durchschnittspunct  ist),u 

Diese   allgenieiu  bekannten  Satze  werden  kilrzer,  wie  folgt, 'ausge- 
sprochen: 

2.  ,,Bei  jedem  einem  Kegel-  2.  ,,Bei  jedem  einem  Kegel- 
sclinitte   umscliriebenen  Tier-  schnitte  eingeschriebenen  Tier- 
seit   gehen  die   beiden  Diago-  ecke  liegen  die  Durchschnitts- 
nalen  und  die  Gerade,  welche  puncte    der    gegeniiberstehen- 
die   Berfihrungspuncte   zweier  den    Seiten     und    der    Durch- 
gegentiberstehender   Seiten  schnitt  der  Tangenten  in  zwei 
verbindet,    durch   einen    und  gegenuberstehenden  Ecken  in 
denselben  Punct.44  einer  Geraden." 

Oder  fur  das  vollstandige  Vierseit,  welches  durch  irgend  vier  Tan- 
genten eines  Kegelschnittes  gebildet  wird,  und  for  das  vollstandige  Tier- 
eck,  welches  durch  ii^gend  vier  Pimcte  eines  Kegelsclinittes  bestimmt  wird, 
da  jecles  clrei  einfache  Tierecke  (oder  Tierseite)  entlialt  (§  19),  folgen  daraus 
unmittelbar  nachstehende  Eigenscliaften: 

3.  w"\Verden  irgend   vier  Tangenten    eines   Kegelschnittes 
als  ein  vollstandiges  Vierseit  und  ihre  vier  Beruhiungspunote 
als  ein  vollstandiges  Tiereck  angesehen,   sind    etwa  A,  A1?  A2? 
A3  (Fig.  39)  die  vier  Tangenten  tind  a,  a15  a2?  a3  die  vier  Beriih- 
rungspuncte,    so    findet    zwischen   denselben  folgende   Bezie- 
Iiung  statt: 

Die  drei  Diagonalen  Bg,  cf,  Die  drei  Btirchschnitte  y,  5, 

be  des  vollstandigen  Tierseits       j  der  gegeniiberstehenden  Sei- 
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fallen   mit    den   drei    Geraden  ten  des  vollstandigen  Vierecks 

?^3  £3?  9S?  welclie  die  Durch-  fallen    mit    den    drei    Durch- 

schnitte  £,  t),  j  der  gegeniiber-  sclinitten  jr,  ty,  g  der  Diagonalen 

stehenden  Seiten  des  vollstan-  des     vollstandigen    Vierseits 

digen  Vierecks  verbinden,  zu-  zusainmen." 
sammen." 

Zufolge  dieses  Satzes  kann  man  also,  wie  man  sieht,  sehr  leicht 
mittelst  des  Lineals: 

4.     ?,wenn  irgend  vier  Tan-  4.      ,,wenn      irgend     vier 

genten  A,  A15  A2,  A3  einesKegel-  Puncte  a,  a1?  as,  as  eines  Kegel- 

schnittes  und  der  Beruhrungs-  schnittes  und  die  Tangente  in 

punct  einer  derselben,  etwa  a,  einem  derselben,  etwa  A?  ge- 

gegeben  sind,  die  Beriihrungs-  geben  sind,  die  Tangenten  A15 

puncte  an  a3,  a3  der  drei  iibri-  A2,    A3    in    den    drei    iibrigen 

gen  Tangenten  finden."    Denn  Puncten    finden."     Denn    dui%ch 

dtirch.  die  vier  Tangenten  sind  die  die  vier  Puncte  sind  die  Geraden 

Puncte  £,  t),  g  gegeben,  durch  diese  tt),  yj,  Qj  bestimmt,   durcb.  diese 

und  durch  a  werden  die  Strahlen  und  durch  A  sind  die  Puncte  b,  c, 

d,  c,  b  bestimmt,  welclie  durch  die  16  gegeben,  welche  in  den  gesuchten 

gesuchten  Puncte  a3,  aS3  ^  gehen.  Tangenten  A3,  A2,  A1  liegen. 

IV.  Die  Satze  in  II  und  III,  nebst  vielen  anderen  Satzen,  kann  man, 
wie  es  einige  franzosische  Mathematiker  gethan  haben,  dadurcli  aus  den 
Satzen  in  I  ableiten,  dass  man  von  den  jedesmaligen  sechs  Elementen 
des  Kegelschnittes  allmalig  ein  oder  zwei  Paar  u.  s.  w.  sich  vereinigen 
lasst.  Auf  diese  Weise  folgen  z.  B.,  wenn  man  in  I,  3  die  beiden  Drei- 
ecke  (sowohl  links  als  rechts)  sich  allmalig  so  verandern  lasst,  dass  die 
Seiten  des  einen  zuletzt  den  Kegelschnitt  beruhren,  wobei  dann  nothwen- 
diger  Weise  die  Ecken  des  anderen  in  die  Beruhrungspuncte  der  Seiten 
des  ersteren  zu  liegen  kommen,  umnittelbar  nachstehende  bekannte  Satze: 

1.  3)Bei  jedeni  einem  Kegel-  1.     ?,Bei  jedeni   einem  Ke- 
schnitte  umschriebenen  Drei-  gelschnitte     eingeschriebenen 
seit  treffen  die  drei  Geraden,  Dreiecke     liegen     die     drei 
welche  die.  Ecken  mit  den  Be-  Puncte,  in  welchen  die  Seiten 
riihrungspuncten    der    gegen-  von    den    Tangenten    in    den 
iiberstehenden  Seiten  verbin-  gegenliberstehenden  Ecken  ge- 
den,   in   irgend  einem  Puncte  schnitten    werden,    in    irgend 
zusammen."  einer  Geraden." 

Und  umgekehrt: 

2.  3)Zieht     man    aus    den  2.     ^Schneidet    man    die 
Ecken    eines    Dreiecks    durch       Seiten    eines   Dreiecks    durch 
irgend   einen  Punct   drei   Ge-       irgend    eine   Gerade,    so    sind 
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rade,  so  begegnen  diese  den  die  drei  Geraden,  welche  die 
gegemiberstehencleii  Seiten  in  Durclischnitte  rait  den.  gegen- 
drei  solchen  Puncten,  in  wel-  uberstehenclen  Ecken  verbin- 
cheu  sie  von  irgencl  einem  be-  den,  Tangenten  irgend  eines 
stinmiten  Kegelschnitte  be-  bestimmten,  dem  Dreiecke  um- 
riihrt  werden."  -  schriebenen  Kegelschnittes," 

Man  sieht,  wie  man  vermoge  dieser  Siitze  sehr  leicht: 
3.'  5,weun  irgencl  drei  Tan-  3.      ,,wenn     irgend      drei 

genten  eine,s  Kegelsclinittes  Puncte  eines  Kegelschnittes 
und  die  Beriihrungspuncte  und  die  Tangenten  in  zweien 
zweier  derselben  gegoben  sind,  derselben  gegeben  sind,  die 
den  Beriihrungspunct  der  drit-  Tangente  im  dritten  finden 
ten  fin clea  kann."  kann." 

Die  vorstelienden  Satze  sind  vieler  Folgerungen  fahig,  die  aber  gegen- 
wartig  nicht  ausgefiikrt  werden  diirfen;  spatcr  soil  ein  Theil  da  von  ent- 
\vickelt  werden.  Eine  grosse  Reilie  von  Siitzen,  mit  denen  sie  in  Bezie- 
hung  stelien,  habc  ich  im  ersten  und  zweiten  Hefte  des  XIX.  Bandes  der 
Annales  de  Mathematiques  bekannt  geinaclit*). 

43»  I.  Andere  Bczielmngen  zwischen  sechs  gleichnamigen  Elementen 
eines  Kegelsclinittes  (§  42,  I)  griinden  sich  auf  die  Gleichheit  der  Doppel- 
verhtiltnisse  bei  project! vischen  Gebilden  und  lauten,  wie  folgt  (§10,  a 
imcl  §  38,  III): 

1.  ,,Bei  irgencl  sechs  Tan-  1.  55Bei  irgend  sechs  Punc- 
genten     eines     Kegelschnittes       ten    eines    Kegelschnittes    be- 
werden  je  zwei  von  den.  jedes-       stiinmen  je  zwei  mit  den  vier 
maligen    vier    ubrigen   so   ge-       ubrigen  solche  Strahlen,  dass 
schnitten,  dass  die  Doppelver-       die  Dqppelverhaltnisse  der  Si- 
haltnisse  aus  den  Abschnitten       nusse  der   daz-wischen  liegen- 
gleich  sind.a    Oder                            den  Winkel  gleich  sind."    Oder 

,,Irgend     vier    feste    Tan-  ,,Irgend    vier  feste   Puncte 

genten    eines    Kegelschnittes  eines    Kegelschnittes    bestim- 

schneiden    alle   iibrigen   Tan-  men  mit  jedem  anderen  Puncte 

genten    clesselben  nach  einem  desselben  vier  Strahlen,  denen 

und  deinselben  Doppelverhalt-  ein    und    dasselbe   Doppelveiv 

nisse."  haltniss  zukommt." 

Und  umgekehrt: 

2.  ^Alle   moglichen    Gera-  2.   5,  Alle  moglichen  Puncte, 
den,    welche   von   irgend   vier  welche  mit  irgend  vier  festen 
festen    Geraden    nach    einem  Puncten  vier   solche   Strahlen 
und  demselben  Doppelverhalt-  bestimmen,    denen    ein    gege- 

*)  Of.  S.  189—210  dieser  Ausgabe. 
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niss  geschnitten  werden,  sind,  benes    Doppelverhaltniss    zu- 

sammt  den  vier  festen   Gera-  kommt,  liegen  in  irgend  eiaem, 

den,    Tangenten   irgend    eines  clurcli   die    vier  festen  Puncte 

bestimmten  Kegelschnittes."  gelienden  KegeLsclinitt," 

Die  Satze  links  sind,  unter  anderer  Form  ahgefasst,  bekannt. 

Die  vielen  Folgerimgen,  die  sich  axis  den  vorstehenden  Siitzen  zielien 
lassen,  miissen  hier  iibergangen  werden:  nur  der  naehstehende  besondere 
Fall  soil  gegenwartig  in  Betracht  gezogen  werden. 

II.  .  Wenn  bei  den  vorigen  Satzen  die  erwahnten  Doppelverhaltnisse 
den  besonderen  Werth  =  1  haben,  so  dass  also  die  jedesinaligen  be- 
treffenden  vier  Elemcnte  liarrnomsch  sind  (§  12,  II),  so  lauten  die  Satze 
insbesondere,  wie  folgt: 

1.  ,5Sclineiden     vier    Tan-  1.   ,,Bestinimen  vier  Puncte 
genten     eines     Kegelschnittes        eines   Kegelsolinittes   niit    ir~ 
irgend  eine  fiinfte  harnionisch,        gend     einem    fiinften     liarmo- 
so     schneiden    sie    auch    jede       niselie  Strahlen,    so  thun  sie 
andere     Tangente     desselben       mit     jedein     anderen    Pancte 
ebenso."                                                 desselben  ein  Gleiches." 

Und  umgekehrt: 

2.  ,,Alle    Geraden,   welche  2.     55Alle    Puncte,     welohe 
von   irgend   vier   festen  Gera-  mit   irgend  vier  festen  Punc- 
clen     harnionisch    geschnitten  ten  vier  harmonisclie  Strahlen 
werden,     berfihren    einen    be-  bestimroen.    liegen    in    einein 
stinamten    Kegelschnitt,    wel-  bestimmten  Kegelschnitt,  der 
cher    auch    von    jenen    festen  durchjene  festen  Puncte  geht." 
Geraden  beruhrt  wird." 

Die  vier  festen  Tangenten  sollen  in  Bezug  auf  den  m  betreflfenden  Kegel- 
schnitt ,,vier  harmonische  Tangenten",  und  umgekehrt  soil  der  Kegel- 
schnitt in  Bezug  auf  das  durch  jene  gebildete  Vierseit  wder  einge- 
schriebene  harmonisclie  Kegelschnitt"  genamit  werden.  Eben  so 
sollen  andererseits  die  vier  festen  Puncte  in  Bezug  auf  den  zugehorigen 
Kegelschnitt  ,,vier  harmonische  Puncte,"  und  umgekehrt  der  Kegel- 
schnitt in  Bezug  auf  das  durch  die  Puncte  bestimmte  Yiereck  »der  um- 
schriebene  harmonische  Kegelschnitt"  heissen.  Uia  diese  Eigen- 
schaften  vollstandig  aufzuklaren,  miissen  hier  noch  folgende  Betrachtungen 
hinzugefugt  werden. 

Sind  A,  Aj,  A2,  A3  (Fig.  40)  irgend  vier  harmonische  Tangenten 
eines  Kegelschnittes,  und  ist  A4  eine  beliebige  fiinfte  Tangente  desselben, 
so  sind  also  die  vier  Puncte  I),  i,  f,  I,  in  welchen  sie  von  jenen  geschnitten 
wird,  harmonisch.  Nun  sind  z.  B.  A  und  A4  in  Ansehung  der  Puncte, 
in  welchen  sie  von  den  iibrigen  Tangenten  geschnitten  werden,  prqjec- 
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tivisch,  iind  zwar  entspriclit  dera  Puncte  fj  in  A4  der  Beriihrungspunct  a 
in  A  (§  38,  HI),  so  dass  also  den  vier  Puncten  §,  i,  f,  I  in  A4  die  vier 
Puncte  a,  B,  c,  b  in  A  entsprechen ;  folglich  sind  aucli  die  vier  letzteren 
Puncte  harrnonisch.  Gleiches  folgt  fur  die  drei  ubrigen  Tangenten  A15 
A,,  Ar  Wenn  aber  sowohl  c,  6,  <X,  b  als  c,  e,  a2,  g  harmonisch  sind, 
so  miissen  die  drei  Geraden  be,  aa2,  bg  einander  in  einem  und  demselben 
Puncte  f  treffen  (§  12  und  §  14).  Aus  gleichen  Griinden  liegen  die  Be- 
riilirungspioicte  an  a3  der  sich  zugeordneten  harmonischen  Tangenten  A1} 
A3  mit  dem  Durclisclmitte  c  der  beiden  ubrigen  A,  A3  in  einer  Geraden  co^. 
Sincl  andererseits  35,  3517  353,  333  (Fig.  41)  irgend  "vier  harmonische 
Puncte  in  einem  Kegelschnitte,  und  ist  234  ein  beliebiger  fiinfter  Punct 
desselben,  so  sind  also  die  vier  Strahlen  li,  i,  k,  1  harmoniscli,  und  da 
die  Strahlbtischel  S34  und  35  in  Ansehung  der  Strahlen  h,  i,  k,  1  und  a, 
b,  c,  d,  wo  namlich  a  die  Tangente  im  Mittelpuncte  25  ist,  projectivisch 
sind  (§  38,  III),  so  sind  folglich  aucli  die  vier  Strahlen  a,  b,  c,  d  har- 
moniscli.  Gleiclies  findet  fur  die  drei  ubrigen  Puncte  S515  353,  353  statt. 
Wenn  aber  sowohl  c,  b,  a,  d  als  c,  e,  as,  g  harmonisch  sind,  so  miissen 
die  drei  Punete  35i;  C,  333  in  einer  Geraden  liegen  (§  12  und  14).  Aus 
ahnlichen  Griinden  mtissen  die  Tangenten  a1?  a3  in  den  zwei  sich  zu- 
geordneten harmonischen  Puncten  2SX ,  333  mit  der  durch  die  zwei  ubrigen 
(zugeordneten)  Puncte  S3,  232  bestinimten  Geraden  c  in  eineza  Puncte  f 
zusammentreffen. 

Aus  dieser  Betrachtung  fliesst  Folgendes: 

3.     ,,Irgend    vier   harmoni-  3.     „ Irgend     vier     harmo- 

sche  Tangenten  eines  Kegel-  nische  Puncte  eines  Kegel- 
schnittes  haben  solche  Bezie-  schnittes  haben  solche  Bezie- 
httng  zu  einander,  class  a)  der  hung  zu  einander,  dass  a)  die 
Beriihrungspunct  einer  jeden  Tangente  in  jedem  zu  den  drei 
zu  den  drei  Puncten,  in  welchen  Strahlen,  welche  er  mit  den 
sie  von  den  drei  iibrigen  ge-  drei  iibrigen  bestimmt,  der" 
schnitten  wird,  der  vierte  har-  vierte  harmonische  Strahl  ist, 
monische  Punct  ist,  und  zwar  und  zwar  derajenigen  zuge- 
demjenigen  zugeordnet,  in  ordnet,  welcher  durch  den, 
welchem  die  jedesmalige  Tan-  dem  jedesmaligen  Puncte  zu- 
gente  von  der  ihr  zugeordneten  geordneten  Punct  geht;  und 
geschnitten  .wird;  und  dass  dass  (3)  die  Tangenten  in  je 
P)  die  Beruhrungspuncte  je  zwei  zugeordneten  Puncten 
zweier  zugeordneten  Tangen-  und  die  Gerade,  welche  die 
ten  und  der  Durchschnitt  der  zwei  ubrigen  Puncte  verbin- 
zwei  ubrigen  Tangenten  in  clet,  durch  einen  Punct  gehen." 
einer  Geraden  liegen."  Und  Unclumgekehrt:  y)  7? Erf iillen  vier 
mugekehrt:  7)  MErfiillen  vier  Puncte  eines  Kegelschnittes 
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Tangenten  eines  Kegelschnit- 
tes  eine  der  zwei  Bedingungen 
(a),  (p),  so  sind  sie  harmonisch." 
Dalier  folgt  welter  (7  rechts):  o) 
,,dass  vier  harmonische  Tan- 
genten eines  Kegelschnittes 
diesen  in  vier  harmonischen 
Puncten  beriihren." 

Mittelst  dieser  Eigenschaften  lassen  sich  nachstehende  Aufgaben  sehr 
leicht  losen: 


eine  der  zwei  Bedingungen  (a), 
(J3),  so  sind  sie  harmonisch." 
Daher  folgt  welter  (7 links):  o)  7>dass 
vier  Tangenten  eines  Kegcl- 
schnittes,  die  ilin  in  vier  har- 
inoniscljen  Puncten  beruhren, 
ebenfalls  harmonisch  sind." 


4.  ,,Die  eineni  gegebenen 
Vierseit  eingeschriebenen  drei 
harmonischen  Kegelschnitte 
zu  finden,  d.  h.  die  Puncte  an- 
zugeben,  in  welchen  sie  die 
gegebenen  Geraden  beriihren." 


4.  5,  Die  eineni  gegebenen 
Viereck  urnschriebenen  drei 
harmonischen  Kegelschnitte 
zu  finden,  d.  h.  die  Tangenten 
anzugeben,  von  welchen  sie 
in  den  gegebenen  Puncten  be- 
riihrt  werden." 

Da  namlich  die  Seiten  des  gegebenen  Yierseits,  etwa  A,  A!,  A3,  A3 
(Fig.  42),  auf  drei  verschiedene  Alien  einander  zugeordnet  werden  konnen 
(§4),  namlich  entweder  a)  A  und"A1?  A2  und  Aa,  oder  b)  A  und  A3, 
Al  und  A3,  oder  c)  A  und  A,,  A,  und  A2,  so  giebt  es  auch  drei  einge- 
schriebene  harmonische  Kegelschnitte,  deren  Beriihrungspuncte  unmittelbar, 
wie  folgt,  gefunclen  werden.  Sind  £,  t),  j  die  Durchschnitte  der  drei  Dia- 
gonalen  des  Vierseits,  so  miissen,  ini  Falle  (a)  die  Beriihrungspuncte  t,  \ 
einerseits  mit  g  (3,  (3),  und  andererseits  mit  3  (§  42,  III)  in  einer  Gera- 
den liegen,  folglich  miissen  sie  in  der  Geraden  gg  liegen.  Ebenso  sind 
.die  zwei  iibrigen  Berulmmgspuncte  t2,  t3  durch  die  Gerade  bj  gegeben. 
Axis  gleichen  Grunden  sind  im  Falle  (b)  die  beiden  Paar  Beruhrungspuncte 
a  und  a2,  ax  und  a3  mittelst  der  Geraden  ft),  ct)  gegeben;  und  ebenso 
werden  im  Falle  (c)  die  gesuchten  zwei  Paar  Beruhrungspuncte  §  und  §3, 
\  und  f)3  bloss  durch  Ziehen  der  Geraden  eg,  bg  gefunden.  —  Anderer- 
seits, d.  h.  bei  der  Aufgabe  rechts,  werden  die  gesuchten  Tangenten  durch 
ein  entsprechendes  Verfahren  gefunden,  was  Jeder  leicht  wircl  ausfuhren 
konnen. 


5.  3,Zuirgend  drei  gegebe- 
nen Tangenten  eines  Kegel- 
schnittes die  vierte  harmo- 
nische zu  finden." 


5.  wZuirgend  drei  gegebe- 
nen Puncten  eines  Kegelschnit- 
tes den  vierten  harmonischen 
zu  finden." 


Es  darf  kaum  erinnert  werden,  dass  die  Auflosung  dieser  Aufgaben 
unmittelbar  aus  (3,  (3)  folgt.  Jeder  Aufgabe  kommen,  vermoge  der  ver- 
schiedenen  Zuordnungen,  drei  Auflosimgen  zu. 
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So  wie  zu  zwei  festen  Puncten  if),  f  in  einer  Geraden  A4  (Fig.  40) 
unzahlige  Paare  von  zugeordneten  harmouisehen  Puncten  t,  I  moglich  sincl 
(§  8,  III),  ebenso  wind  also  auch  zu  irgend  zwei  festen  Tangenten  A,  Aa 
ernes  Kcgelschnittes  unzahlige  Paare  von  zugeordneten  harmonischen  Tan- 
genten AI5  A,  moglich,  and  cs  muss  (zufolge  3,  (3)  der  Durchschnitt  f 
eines  jeden  der  letzteren  Paare  in  der  Geraden  a  a,  liegen,  welche  durch. 
die  Beriihrungspunctc  jenes  festen  Tangent enpaares  geht,  und  die  ver- 
schiedenen  Paare  Beriihrungspuncte  derselben  miissen  iii  Geraden  OjCtj,  ... 
liegen,  welclie  sammtlich  durch  den  Durchschnitt  c  der  festen  Tangenten 
gehen.  Andercrseits  folgt  Entsprechendes.  Daher  folgen  welter  nach- 
stehende  Satze: 

6.      ,,In   Bezug    auf   irgend  6.      ,,In   Bezug    auf  irgend 

zwei  Tangenten  A,  A,  eines  zwei  Puncte  33,  338  eines  Kegel- 
Kegelschnittes  giebt  es  un-  schnittes  giebt  es  unzahlige 
zahlige  zugeordnete  harmoni-  zugeordnete  hannonische 
sche  Tangentenpaare,  namlich  Punctepaare,  nainlich  jede 
jede  zwei  Tangenten  (A17  A3),  zwei  Puncte  (3S15  233),  die  in 
deren  Durchschnitt  (f)  in  der-  einer  Geraden  (f)  liegen,  wel- 
jenigen  Geraden  aa2  liegt,  che  durch  den  Durchschnitt 
welche  durch.  die  Bertihrungs-  der  Tangenten  in  jenen  Punc- 
puncte  jener  zwei  geht,  sincl  ten  geht,  sincl  ein  solches 
eiii  solches  Paar."  Paar." 

Dieso  Satze  gestatten  verschiedene  Umkehrungen,  woven  einige,  als 
Theile  umfassenderer  Satze,  im  nachsten  Paragraph  folgen*). 

Harmonische  Pole  und  Gferade  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt. 

44.  Aus  vorhergehenden  Satzen  folgt  leicht  eine  merkwiirdige  Eigen- 
schaft  der  Kegelschnitte,  die  fiir  mancherlei  Untersuchungen  sehr  fruchtbar 
und  in  neuerer  Zeit,  seit  Monge  sie  in  Anregung  gebracht,  mit  gutem 
Erfolge  bemitzt  worden  ist.  Das  Wesentlichste  davon  soil  Her  kurz  an- 
gedeutet  werden. 

Es  seien  A,  A1?  A2,  A3  (Fig.  43)  irgend  vier  Tangenten  eines  Kegel- 
schnittes  und  a,  a17  as,  a3  ihre  Beruhrungspuncte,  so  kommen  dem  Vier- 
seit  AAjAoAj  und  dem  Viereck  a^a^g,  ausser  den  in  §  42,  III,  3  an- 
gegebenen  Beziehungen,  auch  noch  die  in  §  20,  I  ausgesprochenen  Eigen- 
vschaften  zu,  wonach  unter  anderen  z.  B.  die  vier  Strahlen  ja,  jt|,  ja3,  gj: 
harmonisch  sind.  Diese  Strahlen  werden  also  jede  Gerade  harmonisch 

*)  Auch  enthalten  sie  besondere  Falle,  die  spater,  bei  Untersuchuag  der  conjugirten 
Durchmesser  der  Kegelschnitte,  in  Betracht  kommen,  namlich  maa  wird  finden,  dass  die 
Scheitel  irgend  zweier  conjugirten  Durchmesser  eines  Kegelschnittes  vier  hannonische 
Puncte,  und  die  ihnen  zugehorigen  Tangenten.  vier  hannonische  Tangenten  desselben  sind. 
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schneiden  (§  8,  II),  so  class  sowohl  die  vier  Puncte  a,  r,  a3,  tr,  als  a,  ty, 
a2,  u,  als  a19  ty,  a3,  t>,  als  ct15  £,  a2,  f  harnionisch  sind.  Yermoge  dieser 
Puncte  sind  ferner  sowohl  die  vier  Strahlen  fa15  fty,  fa3,  ft),  als  ea15  e3, 
ea2,  ef  hannonisch.  Da  zu  den  drei  Puncten  a,  (l>,  U  nur  ein  einziger, 
clem  u  zugeordneter,  vierter  harmonischer  Punct  t)  moglich  1st,  so  muss 
also,  wenn  der  Kegelsclinitt  nebst  den  Tangenten  A,  A3  mid  der  Geraden 
cu  fest  bleiben,  die  Beruhrungssehne  c^CL,  der  Tangenten  A13  A3  stets 
durch  denselben  festen  Punct  t)  gelien,  wo  man  auch  clen  Durchsehnitt 
f  der  Tangenten  auf  der  festen  Geraden  cu  annelimen  raag^  aus  amilichen 
Griinden  muss,  wenn  der  Kegelsclinitt  nebst  den  Tangenten  A,  A3  und 
der  Geraden  br  fest  bleiben,  die  Gerade  aaa2,  welclie  die  Beruhrungspuncte 
der  Tangenten  A1?  A2  verbindet,  iminerhin-  durch  den  festen  Punct  j:  gehen, 
wo  man  auch  den  Durchsehnitt  e  dieser  Tangenten  langs  der  festen  Gera- 
den br  hlnriicken  mag.  "Wird  noch  bemerkt,  class  (zufolge  §  43,  II,  3,  J3) 
die  Gerade  be  durch  die  Beruhrungspuncte  p,  q  der  sich  in  f  schneiden- 
den  Tangenten  jrp,  ;rq  geht  (dies  wiirde  auch  folgen,  wenn  man  die  drei 
Puncte  e,  a17  a2  allmalig  niit  p  oder  q  zusanimenfallen  liesse),  so  folgen 
zusammengenoninien  nachstehende  Satze: 


I.  ^Dreht  sich  eine  Gerade 
(o1a3  odera^g),  die  einen  Kegel- 
schnitt  schneidet,  um  irgend 
einen  (in  ihr  liegenden)  festen 
Punct  (t)  oder  f),  a)  so  ist  der 
Ort  desjenigen  Punctes  (t)  oder 
§),  welcher  zu  den  zwei  Durch- 
schnittspuncten  (a1?  a3  oder  a1? 
a2)  und  dem  festen  Puncte  der 
vierte,  und  zwar  dem  letzte- 
ren  zugeordnete,  harnionische 
Punct  ist,  eine  bestimmte  Ge- 
rade (y  oder  x);  und  p)  in  dieser 
Geraden  bewegt  sich  zugleich 
der  Durchsehnitt  (f  oder  e)  der- 
jenigen  zwei  Tangenten  (A1? 
A3  oder  A15  A3),  durch  deren 
Bertihrungspuncte  jene  be- 
wegliche  schneidende  Gerade 


I.  jjBewegt  sich  ein  Punct 
(f  oder  e)  in  einer  festen  Gera- 
den (y  oder  x)  in  der  Ebene 
eines  Kegelschnittes,  a)  so 
geht  diejenige  Gerade  (v  Oder 
s),  welche  zu  den  zwei  durch 
den  Punct  gehenden  Tangen- 
ten (A15  A3  oder  A1,  A2)  und  cler 
festen  Geraden  die  vierte,  der 
letzteren  zugeordnete,  harmo- 
nische  Gerade  (Strahl)  ist,  durch 
einen  bestimmten  Punct  (^ 
oder  p);  und  p)  um  diesen  Punct 
dreht  sich  zugleich  diejenige 
Gerade  (a^  oder  ^aj,  welche 
durch  die  Beruhrungspuncte 
(a1?  a3  oder  Oj,  a2)  der  jedesma- 
ligen  zwei  Tangenten  geht." 


Yermoge  dieser  merkwurdigen  gegenseitigen.  Beziehung  des  Punctes  Q 
oder  £  und  ier  Geraden  y  oder  x  im  Verhaltniss  zum  Kegelsclmitt  (a) 
soil  in  der  Folge  die  Gerade  wdie  Harmonische  des  Punctes",  und 
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cler  Punct  ,,der  harnionische  Pol  der  Geraden"  in  Bezug  auf  den 
Kegelsclmitt  heissen*).  Man  sieht,  dass,  je  naclidem  cler  Punct  innerhalb, 
wie  ty,  od er  ausserhalb,  wie  jc,  des  Kegelsclmittes  liegt,  seine  Harnao- 
nisclie  dem  Kegelsclmitt  gar  niclit  begegnet,  wie  y,  oder  ihn  schneidet, 
wie  x,  und  zwar  ihn  in  den  Beriihrungspuncten  p,  q  der  durch  den  Punct 
f  gehenden  Tangenten  schneidet,  wie  bereits  oben  bemerkt  worden;  so 
dass  also  ^der  Durchsclmitt  irgencl  zweier  Tangenten  eines 
Kegelsclmittes  der  harmonisclie  Pol  der  durch  die  Berulirungs- 
puncte  gehenden  Geraden  ist;"  dass  also  z.  B.  e  die  Harmonisclie 
des  Punctes  e,  f  die  Harmonisclie  des  Punctes  f,  c  die  Harnionische  des 
Punctes  c,  u.  s.  w.  ist.  Demnach  gelit  die  Harnionische  jedes  Punctes 
(f,  c,  jc,  . . .)  der  Geraden  y  durch  den  harmonischen  Pol  cler  letzteren, 
Gleiches  findet  auch  bei  der  Geraden  x  statt,  namlich  nicht  nur  die  Har- 
monischen cler  kausserhalb  des  Kegelsclmittes  liegenden  Puncte  e,  b,  . . . , 
sondern  auch  die  der  innerhalb  liegenden,  wie  etwa  3,  gehen  durch  den 
Pol  r,  denn  da  die  vier  Puncte  a,,  8,  as,  £  harmonisch  sind,  so  liegt  £ 
in  der  Harmonischen  s  des  Punctes  8.  Daher  folgt  (was  zum  Theil,  mit 
anderen  Worten  ausgesprochen,  im  vorstehenden  Satze  (I,  ^)  enthalten  ist): 


II.  ,,Die  harmonischen  Pole 
aller  Geraden,  die  durch  irgend 
einen  Punct  (q  oder  p)  gehen, 
in  Bezug  auf  einen  Kegel- 
schnitt,  liegen  in  einer  be- 
stinimten  Geraden  (y  oder  x), 
namlich  in  der  Harmonischen 
jenes  Punctes/ 


II.  5,Die  Harmonischen  al- 
ler Puncte,  die  in  irgend  einer 
Geraden  (y  oder  x)  liegen,  in 
Bezug  auf  einen  Kegelschnitt, 
gehen  durch  einen  bestimmten 
Punct  (t)  oder  j:),  namlich  durch 
deii  harmonischen  Pol  jener 
Geraden." 


Oder  kurzer: 
,Geht    eine    Gerade    dnrch  ?)Liegt  ein  Punct  in  irgend 


irgend  einen  Punct,  so  geht 
die  Harmonisclie  des  letzteren 
durch  ihren  harmonischen  Pol." 


einer  Geraden,  so  liegt  der  Pol 
der  letzteren  in  seiner  Harmo- 
nischen." 


Man  wird  bemerken,  dass  Beides  im  Grande  nur  ein  und  derseibe 
Satz  ist.  In  der  Folge  sollen  irgend  zwei  solche  Gerade,  von  denen  jede 
durch  den  harmonischen  Pol  cler  anderen  geht,  ,,zwei  zugeordnete 
harmonische  Gerade"  oder  schlechthin  wzwei  zugeordnete  Har- 
nionische, "  und  alinlicher  Weise  sollen  ihre  Pole  ,,zwei  zugeordnete 
harmonisclie  Pole"  heissen.  Es  sind  also  sowohl  y  und  x,  als  x  und  z, 
als  z  und  y,  u.  s.  w.  zwei  zugeordnete  Harmonische,  und  sowohl  p  und  ty, 


*}  Die  franzosischen  Mathem-atiker  nennen   sie  gewolinlich   schlechthin  Polaire 
und  Pole. 
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£  und  .g,  t)  und  g,  u.  s.  w.  zwei  zugeordnete  liarmonische  Pole.  Ferner 
sollen  je  drei  Gerade,  von  denen  jede  clurch  die  harnionischen  Pole  der 
zwei  iibrigen  geht,  wie  z.  B.  x,  y,  z  oder  x,  e,  s,  ,,drei  zttgeorduete 
Harmonisclie",  mid  ebenso  je  drei  Puncte,  von  denen  jeder  der  Durch- 
schnitt  der  Harnionischen  der  zwei  iibrigen  1st,  wie  z.  B.  j;,  i),  g  oder  £, 
e,  3,  ,,drei  zugeordnete  harmonische  Pole"  genannt  werden.  Die 
Durchschnitte  dreier  zugeordneten  Harmonisclien  sincl,  wie  man  sieht,  zu- 
gleich  drei  zugeordnete  liarmonische  Pole,  und  auch  umgekelirt. 

Da  die  drei  Geraden  x,  y,  z,  sowie  die  drei  Puncte  r:,  ty,  j  sowohl 
durch.  das  vollstandige  Vierseit  AAjA^,  als  durch  das  vollstandige  Vier- 
eck  daja2a3  bestimnit  werden,  so  folgen  unraittelbar  nachstehende  Siitze: 


III.  ,,Alle  einem  vollstan- 
digen  Vierseit  AAjA^jA^  einge- 
scliriebenen  Kegelschnitte  lia- 
ben  gemeinschaftlicli  drei  zu- 
geordnete Harmonisclie  und 
drei  zugeordnete  harnionische 
Pole,  namlicli  die  drei  Dia- 
gonalen  x,  y,  z  des  Yierseits 
und  ihre  Durchschnitte  y,  t|?  . 


III.  5?Alle  einena  (vollstan- 
digen)  Viereck  a^a^a^  um- 
schriebenen  Kegelschnitte  ha- 
ben  gemeinschaftlich  drei  zu- 
geordnete liarmonische  Pole 
und  drei  zugeordnete  Harnio- 
nische, namlicli  die  drei  Durch- 
schnitte der  gegeniiberstehen- 
clen  Seiten  uncl  die  durch  sie 
bestimmten  Geraden." 


Nach  dern  festgestellten  Plane  darf  diese  fruchtbare  Betrachtung  gegen- 
wartig  nicht  weiter  entwickelt  werden;  nur  folgende  Aufgaben,  die  mittelst 
des  Lineals  sehr  leicht  zu  losen  sind,  mogen  hier  noch  Platz  finden: 


IV.  ?,Die  Harmonisclie  ir- 
gend  eines  gegebenen  Punc- 
tes  in  Bezug  auf  einen  gege- 
benen Kegelschnitt  zu  finden." 


IV.  ,,Den  harmonischen  Pol 
einer  gegebenen  Geraden  in 
Bezug  auf  einen  gegebenen 
Kegelschnitt  zu  finden." 


Es  sei  etwa  £  oder  Jj  der  gegebene  Punct  (links).  Man  ziehe  durch 
denselben  irgend  zwei  ,den  Kegelschnitt  schneidende  Geraden  d,  e  oder 
c,  f,  yerbinde  die  jedesmaligen  vier  Durchschnitte  a,  a1?  a2,  a3  paarweise 
durch  zwei  Paar  Geraden  b  und  g,  c  und  f,  oder  b  und  g,  d  und  e?  so 
liegen  die  Durchschnitte  g,  t)  oder  g,  f  dieser  Geradenpaare,  zufolge  der 
oben  angegebenen  Beziehungen,  in  der  gesuchten  Harmonischen  x  oder  y, 
welche  also  gefunden  ist.  Auf  diese  Weise  suche  man,  um  die  Aufgabe 
rechts  zu  losen,  zu  irgend  zwei  Puncten  der  gegebenen  Geraden  die  Har- 
monischen, so  ist  der  Durchschnitt  der  letzteren  der  verlangte  Pol  (H). 

V.  3JAn  einen  (gezeichnet  vorliegenden)  Kegelschnitt  mittelst 
des  Lineals  Tangenten  zu  ziehen,  "die  durch  einen,  ausserhalb 
desselben  liegenden,  gegebenen  Punct  y  gehen. 
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Man  .suche,  nach  (IV)  links,  die  HannonJsche  x  des  gegebenen  Punctes 
\r  und  verbincle  die  Puncte  ^)?  q,  -in  welchen  sie  deni  Kegelsclinitte  be- 
gognct.  mit  dem  gegebenen  Puncte  durch  Gerade,  so  sind  diese  die  vor- 
langten  Tangenten  (zufolgo  der  obcn  stelienden  Betrachtung). 

45.  Die  vorhiu  (§  44)  entwickelten  Satze  liber  liannonische  Gerade 
und  Pole  sinol  die  Fundamentalsatze  von  einer  selir  fruchtbaren  geonietri- 
jschen  Untersuchung,  die  in  der  neuesten  Zeit  von  franzosisohen  Matlie- 
matikem  init  grossem  Erfolge  angewandt  und  ausgebildet  worden.  Icli 
muss  mir  vorbehalten,  spater  auf  diesen  Gegenstand  zuriickxukonimen  (im 
vierten  Absclmitte),  wo  alsdann  niclit  allein  grosse  Reilien  von  Satzen  und 
merkwiirdigen  Eigenscliaften  entwickelt  werden,  sondern  aucli  das  eigent- 
liclie  Wesen  des  Gogenstandcs  griindliclier  und  umfassender  entliiillt  wer- 
den wird.  Denn  in  der  That  wircl  sich  zeigen,  dass  weder  das  Vorste- 
liende  (was  Mer  nur  beilaufig  entwickelt  wurde),  nodi  die  Art  und  Weise, 
wie  der  Gegenstand  bislier  von  Anderen  beliandelt  worden,  liber  die  innere 
ISfatur  und  die  eigentliclie  Becleutung  dieser  Eigenscliaften  gehorige  Aus- 
kuiift  giebt,  sondern  dass  vielinehr  dieser  Gegenstand,  wie  er  bislier  auf- 
gefasst  iind  erkannt  worden,  nur  ein  Theil  eines  umfassenderen  Ganzen 
ist,  wovon  der  andere  Theil,  der  mit  jenem  in  sehr  nalier  Bezielung  stelit, 
unter  anderer  Gestalt  langst  allgemein  bekannt  war,  und  dass  endlicli  die 
gemeinscliaftliclie  Urquelle  beider  Tlieile  aus  einer  eigenthumlichen 
Verbindung  projectivischer  Gebilde  entspringt*). 

Urn  Mer  nur  an  eineni  Beispiele  die  fruchtbare  Anwendung  der  irn 
Vorliergehenden  aufgestellten  Eigenscliaften  der  liarmonischen  Geraden  und 
Pole  zu  zeigen?  soil  ein  von  Brianchon  gefundener  merkwtirdiger  Satz  iiber 
Kegelsclmitte**)  durch  dieselben  bewiesen  werden.  Der  Satz  wird  durch 
folgende  Aufgabe  lierbeigeftilui: 

5,Wenn  in  einer  Ebene  sich  ,,Wenn  in  einer  Ebene  sich 

irgend  zwei  Kegelschnitte  K,  irgend  zwei  Kegelschnitte  K, 
Kj  befinden,  welcliem  Gesetz  Kj  befinden,  welchem  Gesetz 
sind  dann  die  den  Tangenten  sincl  dann  die  denPuncten  des 
des  einen  Kn  in  Bezielmng  auf  einen  K15  in  Bezietung  auf  den 
den  anderen  K,  entsprechen-  anderenK,  entsprechenden  Har- 
den harmonisclien  Pole  unter-  monisclien  unterworfen?"***) 
worfen?"*"*) 

*)  Dadurch  wird  unter  anderen  auch  die  rnerkwurdige  Eigenschaft  von  sechs  Puncten 
in  einer  Geraden,  die  von  Dgsargues  .„ Involution"  genannt  wurde,  und  mit  der  sich 
nach  ihm  verschiedene  Mathematiker  beschaftigt  haben,  auf  eine  sehr  einfache  und  be- 
friedigeade  Weise  aufgeklart  werden* 

**)  CahierX.  du  Journal  de  FEcole  Poll/technique, 

***)  Wena  in  der  Ebene  eines  Kegelschnittes  mehrere  Gerade  oder  Puncte  ange- 
nommen  werden,  die*  in  Ansehung  ihrer  gegenseitigen  Lage  irgend  eineni  bestimmten 
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Es  seien  a,  b,  c,  d,  e,  f  irgend  sechs  Tangenten  des  Kegelsclinittes 
K1?  und  a,  6,  c,  b,  e,  f  die  ihnen  entspreclienden  liarraonlsclien  Pole.  Das 
Sechsseit  abcdef  hat  die  Eigenschaft,  dass  die  drei  Diagonal  en ,  welclie 
die  gegenuberstehenden  Ecken  verbinden,  einander  in  irgencl  einem  Puncte 
treflen  (§  42, 1,  1),  daher  miissen  die  drei  Durchschnitte  der  gegenuber- 
stelienden  Seiten  des  Sechsecks  abcbef  in  einer  Geraden  liegen,  weil  sie 
die  harmonischen  Pole  jener  Diagonalen  sind  (§  44,  II);  folglich  muss  das 
Secliseck  aficbef  irgend  einem  Kegelschnitte  K2  eingeschrieben  sein  (§  4£, 
I,  2);  und  da  dieser  Kegelsclinitt  durch  irgend  fiinf  Puncte,  etwa  durch 
a,  B,  c,  b,  e,  bestimmt  ist  (§  41, 1),  so  ist  er  folglich.  der  Ort  der  liarmo- 
nischen Pole  der  Tangenten  des  Kegelsclinittes  Kj ,  weil  jede  beliebige 
andere  Tangente  statt  jener  sechsten  f  genonimen  werden  kann.  Lasst 
man  die  bewegliche  Tangente  f  allmalig  mit  einer  der  festen,  etwa  mit 
a,  zusammenfallen,  so  wird  sich  der  Durchschnitt  beider  Tangenten  niit 
dem  Bertihrungspuncte  c^  der  festen  Tangente  a  voreinigen,  und  claim 
miissen  auch  ihre  Pole  f,  a  sich  vereinigen,  und  also  die  Secante  af  des 
Kegelsclinittes  K2  in  jiie  Tangente  ax  im  Puncte  a  tibergehen,  und  zwar 
muss  diese  Tangente  ^  die  Harmonische  jenes  Beriihrungspunctes  ^  sein. 
Also  folgen '  nachstehende  Satze: 

,,Wenn  in  einer  Ebene  sich  irgend  zwei  Kegelschnitte  K,  Kj 
befinden,  so  liegen  die  den  Tangenten  a,  b,  c,  . . .  des  zweitenKj, 
in  Beziehung  auf  den  ersten  K,  entsprechenden  liarmonischen 
Pole  a,  b,  c,  ...  in  irgend  einem  bestimmten  dritten  Kegelsclinitt 
K2,  und  es  beriihren  die  den  Puncten  a19  Bj,  cn  ...  des  zweiten 
Kj  entsprechenden  Harmonischen  a19  b1?  c1?  ...  einen  und  den- 
selben  dritten  Kegelschnitt  K2,  und  zwar  dergestalt,  dass  jeder 
Tangente  a  und  ihrem  Beriihrungspuncte  cq  des  zweiten  Kegel- 
sclinittes Kj  ein  bestimmter  Punct  a  und  dessen  zugehorige 
Tangente  aj  im  dritten  Kegelschnitt  K2  entsprichi" 

Wofern  der  zweite  Kegelsclmitt  Kx  nicht  (oder  wenigstens  nicht 
ganz)  von  deni  ersten  K  'eingeschlossen  wird,  folgt  aus  diesein  Satze 
vermoge  §  44,  unmittelbar  der  anfangs  erwahnte  Satz  des  Brianclfion, 
namlich: 

?5Bewegen  sich  zwei  veranderliche  Tangenten  eines  Kegel- 
schnittes  K  so: 


Gesetze  unterworfen  sind,  so  kann  gefragt  werden,  welch  em  Gesetze  die  iknen  in  Be- 
zug  auf  den  Kegelsclinitt  entspreclienden  harmonischen  Pole  oder  Geraden  unterworfen 
seien.  Und  eine  ahnliche  Frage  kann  anfgeworfen  werden,  in  Bezug  auf  eine  Fliiclxe 
zweiten  Grades  im  Ratune.  Die  aus  diesen  Fragen  entspiingende  Untersuchung  haben 
die  franzosischen  Matheinatiker  ,}Th£orie  des  polaires  rtfeiprogues"  genannt. 
Das  allgemeine  Gesetz,  welches  dieser  Untersuchung  zu  Grunde  liegt,  hat  auch  Mo&bim 
(Barycentrischer  Calcul,  §  287)  auf  sehr  geschickte  Weise  bewiesen. 

Steiner's  Werke.    I.  23 
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clasps    die    Gerade     durch    ihre  dass   ihr   Durchschnitt  irgend 

Beriihrungspuncte  stets  irgend  einen  zweiten  Kegelschnitt  Kt 

einen  zweiten  Kegelschnitt  Kx  durchlauft,  so  beruhrt  die  Ge- 

beriihrt,      so     durclilauft     ihr  rade    durch    ihre    Bertihrungs- 

Durchschnitt      irgend      einen  puncte  stets  irgend  einen  drit- 

dritten  Kegelschnitt  K2«*).  ten  Kegelschnitt  K2"*)« 


Zusammengesetztere    Siitze   und   Porismen. 

46.  Durch  Zusammenstellung  oder  Verbindung  projectivischer  Gebilde 
(Gerade  mid  ebene  Strahlbuschel)  gelangt  man,  mit  Berucksichtigung  der 
Erzeugung  der  Kegelschnitte  durch  sie  (§  38,  III,  IV),  zu  zahlreichen  merk- 
wiirdigen  Satzen  und  Porismen,  woven,  gemass  der  obigen  Feststelluug 
(§  39),  beispielsweise  hier  einige  entwickelt  werden  sollen. 

I.  Sind  in  einer  Ebene  irgend  zwei  Gerade  A,  A,  (Fig.  45)  per- 
spectivisch,  und  ist  S53  ihr  Projectionspunct,  und  sind  sie  ferner  mit  irgend 
zwei  Strahlbfischeln  3S,  SSj  perspectivisch,  namlich  A  mit  S3,  und  A1  mit 
5Bn  so  sind  diese  StrahMschel  S3,  S2  unter  sich  projectivisch  (§  11,  III), 
und  erzeugen  folglich  (§  38,  IV)  einen  Kegelschnitt,  d.  h.  die  Durchschnitte 
a,,  b,,,  ...  ihrer  entsprechenden  Strahlen,  also  insbesondere  auch  der 
Durchsclmitt  eCj  der  Geraden  A,  A15  weil  in  ihra  zwei  entsprechende 
Strahlen  e,  e1  sich  treffen,  liegen  in  irgend  einem  Kegelschnitt,  der  fortan 
durch  [3333J  bezeiclniet  werden  soil.  —  Sind  andererseits  35,  3$^  (Fig.  44) 
irgend  zwei  perspectivische  Strahlbuschel;  ist  A2  ihr  perspectivischer  Durch- 
schnitt,  und  sind  sie  ferner  mit  irgend  zwei  Geraden  A,  A:  perspectivisch, 
so  sind  diese  unter  sich  projectivisch  und  erzeugen  also  irgend  einen  Kegel- 
schnitt [AAJ.  Hieraus  gehen  unmittelbar  folgende  bekannte  Satze  hervor: 

,,Bewegen    sich    die    Ecken  ,,Drehen  sich  die  Seiten  a, 

a,  a1?  a2    eines   veranderlichen  a15   a2      eines     veranderlichen 

Dreieoks  a^o.,  (Fig.  44)  in  drei  Dreiecks  aa1a3  (Fig.  45)  um  drei 

beliebigen   festen  Geraden  A,  beliebige   feste  Puncte  23,  23^ 

An  A2,  und  gehen  zwei  Seiten  332,    und    bewegen    sich    z^ei 

a,  ax  desselben  stets  durch  ir-  Ecken  a,  at  desselben  in  irgend 

gend  zwei  feste  Puncte  S3,  331}  zwei  festen  Geraden  A,  Ai:    so 

so  beruhrt  die   dritte  Seite  a2  durchlauft   die   dritte  Ecke  a2 

bestandig    irgend    einen    be-  irgend   einen  bestimmten  Ke~ 


*)  Mittelst  dieser  Satze  kann  von  folgenden  zwei  Aufgaben: 

,,Die   gemeinschaftliclien   Tan-  ,,Die  getaeinschaftlichen  Puncte 

genten   zweier   gegebenen   Kej*el-        zweier     gegebenen    Kegelschnitte 
schnitte  zn  fiaden"  '  zu  finden" 

jede  auf  die  andere  zuruckgefuhrt  werden. 
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stimmten   Kegelschnitt  [AAJ,  gelschnitt   [2323J,   in  welcliem 

der   namlich  aucli  die    beiclen  namlich  aucli  die  beiden  ersten 

ersteren  Geraden  A,  A2    nebst  Puncte  25,  S5j  nebst  clem  Durch- 

der    Geraden    ee,     clurcli     die  scknitte  eCj  der  festen.  Geraden 

festen   Puncte  35,  33j    zu    Tan-  A,  A,  liegen.'" 
genten  hat." 

Und  umgekehrt: 

,,Bewegt   sich  eine  Seite  a2  ,,Bewegt  sich  eine  Ecke  <x, 

eines  veranderlichen  Dreiecks  eines  veranderlichen  Dreiecks 

ac^da  als  Tangente  eines  festen  ac^o,    in   irgend   cinein    festen 

Kegelschnittes  [AAJ,  und  dre-  Kegelschnitte  [3533J,   wahrend 

hen  sich  die  zwei  fibrigen  Sei-  die    zwei   iibrigen  Ecken  a?  (^ 

ten  a,  ^   um  irgend  zwei  feste  irgend  zwei  feste   Geraden  A, 

Puncte   33,  33X    in    einer    Tan-  A1,   deren  Durchschnitt  eCj    im 

gente  desselben,  und  bewegen  Kegelschnitt    liegt,    durchlau- 

sich  die   diesen  Seiten  gegen-  fen,  und  drehen  sich  die  die- 

iiberliegenden  Ecken  a,  ^    des  sen  Ecken  gegenuberliegenden 

Dreiecks  in  irgend  zwei  ande-  Seiten  a,  \    uni    irgend    zw'ei 

ren  festen  Tangenten  A,  Al  des  feste  Puncte  S3,  SSj   des  Kegel- 

Kegelschnittes,    so    durchlauft  schnittes,    so    geht   die    dritte 

die  dritte  Ecke  a2   irgend  eine  Seite    a3     stets     durch    irgend 

bestimmte  Gerade  A2."    Ebenso  einen   bestimmten   Punct  353.tt 

kann  jede  der  zwei  Geraden  A,  A1?  Ebenso  kann  jeder  der  zwei  Puncte 

sowie  jeder  der  zwei  Puncte  23,  SSj  23,  S3j ,  sowie  jede  der  zwei  Gera- 

als    Folge    der    jedesnialigen    fiinf  den  A,  A1   als  Folge   der  jedesma- 

iibrigen  Gebilde  gesetzt  werden.  ligen  fiinf  iibrigen  Gebilde   gesetzt 

werden. 

II.  Sind  irgend  vier  Gebilde  A,  A1?  23,  33X  (Fig.  46)  unter  einander 
projectivisch,  und  zwar  liegen  sowohl  A  und  33,  als  Ax  und  ^81  perspec- 
tivisch,  dagegen  sowolil  A  und  A1?  als  33  und  23a  schief,  so  dass  also  die 
zwei  letzteren  Paare  irgend  zwei  Kegelschnitte  [AAJ,  [2533J  erzeugen,  so 
folgen  in  Ansehung  der  entsprechenden  Elemente,  wie  etwa  a,  ctj ;  a,  at 
und  der  durch  diese  erzeugten  a2,  Og,  unmittelbar  nachstehende  Satze: 

1.     53Drehen  sich  zwei  Sei-  1.  ^Bewegen  sich  zwei  Ecken 

ten  a,  ^   eines  veranderlichen  a,  a2  eines  veranderlichen  Drei- 

Dreiecks  aa^  um  irgend  zwei  ecks  aa^  in  irgend  zwei  festen 

feste  Puncte  23,  33a  eines  festen  Tangenten  A,  Al    eines   festen 

Kegelschnittes  [2333J,  wahrend  Kegelschnittes  [AAJ,  wahrend 

die   ihnen   gegenuberliegenden  die   ihnen  gegenuberliegenden 

Ecken   ctj,   a    in    irgend    zwei  Seiten   a15   a    sich    um    irgend 

festen  Geraden  A13  A   sich  be-  zwei   feste  Puncte  2519  S3   dre- 
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wegen  und  die  dritte  Ecke  a3  lien  und  die  dritte  Seite  a2 
den  Kegelschnitt  durchlauft,  stets  den  Kegelsclinitt  be- 
so  bewegt  sich  die  dritte  Seite  riihrt,  so  durchlauft  die  dritte 
a3  als  Tangente  irgend  eines  Ecke  ct3  irgend  einen  anderen 
bestimmten  Kegelschnittes  bestimmten  Kegelschnitt 
[AAJ,  der  namlich  auch  jene  [3333J,  der  namlich  allemal 
zwei  festen  Geraden  beriihrt."  durch  jene  zwei  festen  Puncte 

geht.« 

Die  Abfassung  der  iibrigen  Satze,  wo  nainlich,  statt  wie  hier  auf  die 
Kegelschnitte  [3333  J,  [AAJ,  umgekehrt  auf  eins  der  Gebilde  A,  A,,-  25,  3^ 
geschlossen  wird,  iibeiiasse  ich  deni  Leser. 

Die'  beiden  Kegelschnitte  [AAJ,  [3333J  haben  eine  eigenthumliche 
Beziehung  zu  einander,  die  sich,  so  lange  [AAJ  ganz  oder  zum  Theil 
innerhalb  [S3®  J  liegt,  durcli  folgende  merkwiirdige  Eigenschaft  kundgiebt. 
Gelangt  nainlich  der  bewegte  Punct  a2  in  die  Durchschnitte  b2 ,  C2 ,  bs ,  e2 
der  Geraden  A,  At  und  des  Kegelschnittes  [933SJ,  so  vereinigen  sich 
offenbar  sowohl  die  Strahlen  bj  und  b3,  als  ca  und  c3,  als  d  und  d17  als 
e  und  en  so  dass  also  jedes  der  zwei  Dreiecke  B2C2S517  b2e2S  dem  Kegel- 
schnitte [S358J  eingeschrieben  und  dem  Kegelschnitte  [AAJ*  umschrieben 
ist.  Da  durch  diese  zwei  Dreiecke  und  durch  den  einen  oder  den  anderen 
der  beiden  Kegelschnitte  die  oben  angegebenen  projectivischen  Beziehungen 
der  Gebilde  A,  A15  S53  SSj  bestimint  sind,  wie  man  leiclit  benierken  wird, 
so  folgen  also  nachstehende  bekannte  Satze: 

2.  ,,Sind  zwei  Dreiecke  2.  ?5Sind  zwei  Dreiecke. 
MgSj,  ^es®  einem  Kegel-  16^8,,  b2e223  einem  Kegel- 
schnitte [3333J  eingeschrieben,  schnitte  [AAJ  uraschrieben,  so 
so  sind  sie  zugleich  irgend  sind  sie  zugleich  irgend  einein 
einem  anderen  Kegelschnitte  anderen  Kegelschnitte  [2SSSJ 
[AAJ  umschrieben."  eingeschrieben." 

Und  ferner  folgt: 

3.  wHaben  zwei  Kegelschnitte  [AAJ,  [3333J  solche  Lage, 
dass  irgend  ein  Dreieck  dem  einen  umschrieben  und  zugleich 
dem  anderen  eingeschrieben  werden  kann,  so  lassen  sich  un- 
zahlige  andere  Dreiecke  unter  denselben  Bedingungen  be- 
schreiben  (niimlich  jeder  Punct  des  Kegelschnittes  [35 ©J,  der  nicht 
innerhalb  des  Kegelschnittes  [AAJ  liegt,  kann  Ecke  eines  solchen  Drei- 
ecks  sein)." 

III.  Beweis  der  Auflosung  in  §17,  II.  Das  bei  dieser  Auf- 
losung,  die  sich  auf  eine  der  fruchtbarsten  Aufgaben  bezieht,  angewandte 
sehr  bequeme  Verfahren,  griindet  sich  auf  folgende  Verbindung.  Haben 
namlich  die  vier  Gebilde  A,  A, ,  23,  33a ,  ausser  den  vorhin  angegebenen 
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projectivisclien  Beziehungen,  noch  solche  besondere  Lage  zu  einander, 
dass  A  und  A1  auf  einander  imd  33  und  IQ1  concentrisch  liegen,  wie  in 
Fig.  23,  und  geht  irgend  ein  Kegelschnitt  durch  den  gemeinschaftlichen 
Mittelpunct  (3333J  der  Strahlbiischel,  welcher  die  Strahlen  der  letzteren 
in  a,  (J,  7,  ...;  a19  P15  719  . . .  schneidet,  so  werden,  wenn  man  etwa  a 
und  ttj  als  Mitte.lpuncte  zweier  Strahlbiischel  a,  ax  annimrat,  sowohl  die 
Strahlbuschel  a  und  SSj  in  Ansehung  der  Strahlen  a2J  b2,  c2,  ...  und  ax, 
b1?  c19  . . . ,  als  die  Strahlbiiscliel  o^  und  33  in  Ansehung  der  Strahlen 
a3?  bs,  c3,  . . .  und  a,  b,  c,  . . .  projectivisch  sein  (§  38,  III),  dalier  sind 
auch  die  Strahlbuschel  a  und  cq  in  Ansehung  der*  Strahlen  as,  b2,  c2,  ... 
und  as,  b3,  c3,  ...  projectivisch  (§11,  HI),  und  zwar,  da  zwei  ent- 
sprechende  Strahlen  a2,  a3  vereinigt  sind,  liegen  sie  perspectivisch,  so 
dass  also  die  Gerade  p372  oder  A2  ihr  perspectivischer  Durchschnitt  ist. 
Durch  jeden  Punct  der  Geraden  A3  sind  demnach  irgend  zwei  entsprechende 
Strahlen  der  Strahlbiischel  a,  ctj  bestininit,  wie  z.  B.  durch  p2  die  Strahlen 
b2,  bs,  und  durch  die  Puncte  [J15  p,  in  welchen  diese  Strahlen  dein  Kegel- 
schnitte  begegnen,  sind  wiederum  zwei  entsprechende  StralJen  b19  b  der 
Strahlbiischel  3B1?  S3  bestimmt;  daher  ist  klar,  dass  die  auf  diese  Art  von 
den  Puncten  s,  x,  in  welchen  die  Gerade  A2  vom  Kegelschnitte  getroffen 
wird,  abhangigen  entsprechenden  Strahlenpaare  e  und  e13  k  und  kI  der 
Strahlbiischel  S3  und  33X  nothwencliger  Weise  auf  einander  fallen  mussen, 
und  dass  daher  auch  in  den  Puncten,  in  welchen  diese  Strahlen  den  auf 
einander  liegenden  Geraden  A,  Ax  begegnen,  entsprechende  Punctepaare 
e  und  en  !  und  ^  der  letzteren  vereinigt  sind,  was  bei  cler  obigen  Auf- 
losung  angenommen  wurde. 

Wenn  man  anstatt  des  Kegelschnittes,  der  durch  den  gememschaft- 
lichen  Mittelpunct  (3333^  der  Strahlbiischel  33,  3Sa  geht,  einen  anderen 
Kegelschnitt  zu  Hiilfe  nahme,  der  die  auf  einander  liegenden  Geraden  A, 
Aj  beruhrte,  so  wiirde  man  den  Beweis  fiir  die  entgegengesetzte  Auflosung 
erhalten,  welcher  oben  (§  17,  II,  b)  Erwahnung  geschah.  Die  Ausfahrung 
wird  dem  Leser  iiberlassen. 

IV.  Wird  ausser  den  oben  (II)  vorausgesetzten  Beziehungen  der  vier 
Gebilde  A,  A1?  33,  3315  dass  sie  narnlich  unter  einander  projectivisch  seien, 
und  sowohl  A  tind  33,  als  A1  und  33 j  perspectivisch  liegen,  nun  noch 
angenommen,  es  sollen  entweder  die  Geraden  A,  AL  gleich  sein,  auf 
einander  liegen  und  gleichliegend  sein?  wie  etwa  in  Fig.  48,  oder  es 
sollen  die  Strahlbiischel  33,  33j  gleich  sein,  concentrisch  liegen  und  gleich- 
liegend sein,  wie  etwa  in  Fig.  47,  so  folgen  unmittelbar  nachstehende  be- 
kannte  Satze: 

,,Bleibt  der  Winkel  (aaj  an  wBleibt  die  Grundlinie  aaa 

der  Spitze  eines  veranderli-  eines  veranderlichen  Dreiecks 
ciien  Dreiseits  aa^  (Fig.  47)  actjO,  (Fig.v48)' der  Grosse  nach 
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cler  Grosse  nach  bestandig, 
abcr  dr-eht  or  sich  urn  seinen 
festen  Scheitelpunct  (3323J, 
wahrend  die  zwei  ubrigen 
Ecken  a,  ax  des  Dreiecks  ir- 
gend zwei  feste  Geraden  A,  Aj 
durchlaufen,  so  bewegt  sich 
die  Grundlinie  a2  als  Tan- 
gente irgend  eines  bestimmten 
Kegolschnittes  [AAJ,  der  auch 
die  zwei  festen  Geraclen  be- 
riihrt." 1st  sowohl  der  Winkel 
(ddx)  als  (eej  dem  bestandigen 
Winkel  (aaj  gleich,  so  sind  b,  ^ 
diejenigen  Puncte,  in  welcheu  die 
Geraden  A,  A1  voin  Kegelschnitte 
beriihrt  werden  (§  38,  IV).  Spater 
wird  sich  zeigen,  dass  der  Punct 
(33  S^)  allemal  Brennpunct  des  Ke- 
gelsclinittes  ist*). 


bestandig,  aber  bewegt  sie 
sicli  in  irgend  einer  festen 
Geraden  (AAJ,  wahrend  die 
zwei  iibrigen  Seiten  a,  \  sich 
um.  zwei  feste  Puncte  23,  33  j 
drehen,  so  durchlauft  die 
Spitze  <X3  des  Dreiecks  einen 
bestimmten  Kegelschnitt 
[3333,] ,  der  namentlich  durch 
die  zwei  festen  Puncte  geht." 
Ist  sowohl  bbx  als  eCj  gleich  der 
bestandigen  Grundlinie  aan  so  sind' 
d,  6j  die  den  Puncten  33,  2^  zu- 
gehorigen  Tangenten  des  Kegel- 
schnittes  (§  38,  IV).  Da  die  un- 
endlich  entfernten  Puncte  der  Gera- 
den A,  Aj  einander  entsprechen 
(§  16,  III),  so  muss  nothwendig 
(AAJ  Asymptote  des  Kegelschnit- 
tes,  und  folglich  muss  dies.er  eine 


Hyperbel  sein;  u.  s.  w. 
V.  Sind  vier  Gerade  A,  A15  A2,  A3  unter  einander  projectivisch, 
uncl  sind  sowohl  A  und  A2,  als  A1  und  A3  gleich,  und  liegen  sowohl  die 
ersteren,  als  die  letzteren  auf  einander  und  sind  gleichliegend  (wie  etwa 
in  Fig.  49),  und  befinden  sich  A  und  A:  in  perspectivischer,  dagegen  so- 
wohl A  und  A3,  als  A1  und  A2,  als  A2  und  A3  in  schiefer  Lage,  wonach 
also  jene  einen  Projectionspunct  33  haben  und  die  letzteren  drei  Kegel- 
schnitte [AAJ,  [AjAJ,  [AAJ  erzeugen;  —  und  sind  andererseits  von 
vier  projectivischen  Strahlbuscheln  33,  33j,  332,  3S3  (Fig.  50)  sowohl  33 
und  352,  als  SSj  und  333  gleich,  concentrisch  und  gleichliegend,  und  befin- 


*)  Lfisst  man  die  eine  Gerade,  etwa  Al9  sich  entfernen,  Ms  sie  zuletzt  in  unend- 
licher  Feme  gedacht  wird,  so  sieht  man,  dass  alsdann  die  Strahlen  aj7  a%  parallel  wer- 
den, und  mithin  der  Winkel  (aa2)  auch  bestandig  wird,  wenn  (aaj)  es  ist;  da  aber  in 
diesem  Falle  der  Kegelschnitt  [AAJ,  vermoge  der  unendlich  entfernten  Tangente  A3, 
eine  Parabel  sein  muss  (§36),  so  fliesst  daraus  der  folgende  bekannte  Satz:  ,,Bewegt 
sich  der  Scheitel  a  eines  bestandigen  Winkels  (aa2)  in  einer  festen  Gera- 
den A,  wahrend  der  eine  seiner  Schenkel  a  sich  um  einen  festen  Punct 
(881)  dreht,  so  bewegt  sich  der  andere  Schenkel  as  als  Tangente  einer 
bestimmten  Parabel,  welche  auch  jene  feste  Gerade  beriihrt  (und  den 
festen  Punct  zum  Brennpunct  hat)."  —  Andererseits  (rechts)  entsteht  ebenfalls  ein  eigen- 
thumlicher  besonderer  Fall,  wenn  man  den  einen  Punct,  etwa  $1:  sich  in's  Unendliche 
entfernen  lasst.  Auch  konnen  hier  die  Geraden  A,  Aj  ahnlich  angenommen  werden, 
wodurch  der  obige  Satz  wesentlich  verandert  wird. 
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den  sich  33  und  2B1  in  perspectivischer,  dagegen  sowohl  25  und  233,  als 
33j  und  233,  als  332  und  SS3  in  schiefer  Lage,  wonach  also  jene  einen  per- 

spectivischen  Durchsclinitt  A  haben,  und  die  letzteren  drei  Kegelsclinitte 
erzeugen  mussen,  so  ergeben  sich.  aus  dieser  Zusammenstellung  unmittelbar 
folgende  zum  Theil  bekannte  Satze: 

5)Bleiben    zwei    gegenuber-  3,Bleiben    zwei    gegenuber- 

stehende  Seiten  cta2,  c^a,  eines  stehende    Winkel   (aa3),  (a^) 

veranderlichen    vollstandigen  eines  veranderlichen  vollstan- 

Vierecks    ao^o,   (Fig.  49)   der  digen  Vierseits  aa^a^  (Fig.  50) 

Grosse    nach    bestandig,    aber  der    Grosse    nach    bestandig, 

bewegen    sie    sich    in    irgend  aber  drehen  sie  sich  ura  ihre 

zwei    festen    Geraden    (AA2),  festen    Scheitelpuncte    (23332), 

(AjA3),    wahrend    eine    dritte  (S^SSg),    wahrend    eine    dritte 

Seite    aax     sich     uin     irgend  Ecke  (aaj  sich  in  irgend  einer 

einen   festen   Punct  35    dreht,  festen    Greraden  A   bewegt,    so 

so  bewegen  sich  die  drei  iibri-  durchlaufen  *die    drei   iibrigen 

gen    Seiten  aa3,  a^,  a2a3    als  Ecken  (aa3)?  (a^),  (a2a3)  irgend 

Tangenten      dreier     Kegel-  drei     Kegelschnitte    [SSS33], 

schnitte   [AAJ,    [A.AJ,  [A,A,],  [^SSJ,   [a52S53]?    wovon    jeder 

wovon  jeder  jene  zwei  festen  durch  jene  zwei  festen  Puncte 

Geraden  beruhrt*  *)  gehtw  *) 

47.  Von  der  grossen  Menge  von  Verbindungen  projectivischer  Gera- 
den und  ebener  Strahlbuschel  soil  hier  nur  noch  folgende  Verbindung 
Platz  finden,  welche  zu  solchen  zusammengesetzten  Satzen  (oder  Porismen) 
und  Aufgaben  fiihrt,  die  nach  der  Art,  wie  man  dergleichen  Satze  und 
Aufgaben  bei  der  bisher  gewohnlichen  Darstellungsweise  zu  wiirdigen  pflegt, 
leicht  fur  bedeutender  und  schwieriger  gehalten  werden  diirften,  als  sie 
es  nach  Maassgabe  der  gegenwartigen  Entwickelung  in  der  That  sind. 

Es  seien  in  einer  Ebene  n  beliebige  projectivische  Gerade  A,  A1J 
A2,  ...  An_i  gegeben,  wovon  je  zwei  sich  in  schiefer  Lage  beflnden 
(mithin  je  zwei  einen  Kegelschnitt  erzeugen),  so  erzeugen  sie  im  G-anzen 
-|-n(n — 1)  Kegelschnitte,  und  zwar  wird  durch  je  eine  Eeihe  entsprechen- 
der  Puncte,  wie  etwa  durch  a,  at,  a2,  ...  an~i,  ein  vollstandiges  n-Eck 
bestimmt,  von  dessen  -|-n(n — 1)  Seiten  (§  19)  jede  einen  von  jenen  Kegel- 


*)  Den  Satz  rechts  (wean  namlich.  niir  der  Kegelschnitt  [§82SB3]  berucksichtigt  wird) 
hat  Newton  zur  Erzeugung  oder  Beschreibung  der  Kegelschnitte  angewandt  (Princip. 
phil.  nat.  math^  und  Mac-Laurin  bemitzte  ihn  in  seiner  organischen  Geometrie. 

Die  obigen  Satze  sind  ubrigens,  wie  man  bemerken  wird,  nur  besondere  Falle  yon 
denjenigen  Satzen,  die  stattfinden,  wenn  einerseits  A  und  Aj,  und  andererseits  §8  und 
93i  nicht  perspectivisch,  sondern  schief  liegen,  wo  alsdann  die  Seite  a  a!  sich  als  Tan- 
gente  eines  die  Geraden  A,  Aa  berahrenden  Kegelschnittes  bewegen,  und  anderseits  die 
Ecke  (aaj)  einen  durch  die  Puncte  $3  9^  gehenden  Kegelschnitt  durchlaufen  muss. 
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schnitten  beriihrt.  Durcli  n — 1  der  genannten  Kegelschnitte,  die  zusammen 
von  alien  Geradea  abhangen,  etwa  durch  die  Kegelsclinitte  [AAJ,  [A:AJ, 
[A2A3],  ...  [An_2An_i],  d.  li.  durch  die  n— 1  Kegelsclinitte,  welche,  wenn 
man  die  Geraden  in  eine  Reihe  geordnet  hat,  von  den  unmittelbar  auf  ein- 
ander  folgenden  Geraden  abliangen,  ist  offenbar  umgekelirt  die  projectivische 
Beziehung  der  Geraden,  nnd  sind  somit  aucli  alle  iibrigen  Kegelsclinitte 
bestimmt.  —  Da  andererseits  Entsprechendes  stattfindet,  so  folgen  also 
nachstehende  umfassende  Satze: 


I.  3,Wenn  in  einer  Ebene 
sicli  n  beliebige  feste  Gerade 
A,  A1?  A2,  ...  An-!  befinden, 
von  denen,  •  der  Reihe  nacli 
genominen,  je  zwei  unmittel- 
bar auf  einander  folgende 
von  irgend  einem  beliebigen 
festen  Kegelschnitte  beriihrt 
werden,  so  dass  also  im  Gan- 
zen  n— 1  Kegelsclinitte  [AAJ, 
[^AJ,  ...  [An-2An_-i]  vorhan- 
clen  sind,  und  wenn  ein 
veranderliches  vollstandiges 
n-Eck  adjCEg...^-!  sicli  so  be- 
Avegt,  dass  seine  Ecken  a,  alf 
a,,  ...  an-i  der  Reihe  nach 
jene  festen  Geraden  durchlau- 
fen,  wahrend  diejenigen  n — 1 
Seiten  desselben,  welche  die 
nach  der  Ordnung  unmittelbar 
auf  einander  folgenden  Ecken 
verbinden,  also  die  Seiten  a(X15 
a^y,  a,a3,  ...  an-2dn-i  sicli  be- 
ziehlich  als  Tangenten  um  jene 
festen  Kegelschnitte  herumbe- 
wegen,  so  bewegen  sich  die 
^-(n — l)(n  —  2)  ubrigen  Seiten 
als  Tangenten  um  eben  so 
viele  Kegelschnitte,  von  de- 
nen jeder  insbesondere  dieje- 
nigen zwei  festen  Geraden  be- 
riihrt, welche  von  den  End- 
puncten  der  zugehorigen  Seite 
durchlaufeu  werden." 


I.  ,,Wenn  in  einer  Ebene 
sich  n  beliebige  feste  Puncte 
S3,  S3,,  332,  ...  SSn-i  befinden, 
von  denen,  der  Reihe  nach 
genommen,  je  zwei  unmittel- 
bar auf  einander  folgende 
in  irgend  einem  beliebigen 
festen  Kegelschnitte  liegen, 
so  dass  also  im  Ganzen  n — 1 
Kegelschnitte  [SS33J,  [SS^J,  ... 
[Sn-sSSn-i]  vorhanden  sind, 
und  wenn  ein  verander- 
liches vollstandiges  n  -  Seit 
aa^,  ...  an~i  sich  so  bewegt, 
dass  seine  Seiten  a,  als  as,...an_i 
der  Reihe  nach  sich  urn  jene 
festen  Puncte  drehen,  wahrend 
diejenigen  n— 1  Ecken  dessel- 
ben, in  welchen  sich  die  nach 
der  Ordnung  unmittelbar  auf 
einander  folgenden  Seiten 
schneiden,  also  die  Ecken  aan 
axa2,  a2a3,  ...  an_2an._»i  nach  der 
Ordnung  beziehlich  jene  festen 
Kegelschnitte  durchlaufen,  so 
durchlaufen  die  |-(n  -  l)(n — 2) 
iibrigen  Ecken  des  n  -  Seits 
eben  so  viele  verschiedene 
Kegelschnitte,  von  welchen 
jeder  insbesondere  durch  die- 
jenigen zwei  festen  Puncte 
geht,  um  welche  sich  die  zwei 
Seiten,  die  sich  in  der  zugeho- 
rigen Ecke  schneiden,  drehen," 
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Zu  der  grossen  Menge  besonderer  Falle,  welche  in  den  vorstchenden 
Satzen  entlialten  sind,  tmd  die  namentlich  dadurcli  entstehen,  class  man 
den  Gebilden  A,  A1?  A2,  ...  oder  35,  2515  332,  ...  eigenthumliche  Lage 
zukominen  lasst,  oder  sie  als  gleich,  oder  die  ersteren  als  ahnlich  an- 
nimmt,  u.  s.  w.,  gehoren  z.  B.  aucli  folgende,  wo  namlich  angenommen 
wird,  von  den  Gebilden  A,  A19  ...  An-i,  oder  25,  351}  ...  35n-i  befinclen 
sich,  nach  der  Reihe,  je  zwei  unmittelbar  auf  einander  folgende  in  per- 
spectivischer  Lage.  In  diesem  Falle  vereinfachen  sich  die  obigen  Satze 
auf  folgende  bekannte  Satze: 

II.  ,,Durchlaufen  die  Ecken 
a,  an  a2,  ...  an-i  eines  ver- 
an  der  lichen  vollstahdigen 
n-Ecks  nach  der  Reihe  n  be- 
liebige  feste  Geracle  A15  A2,  ... 
An-i,  die  in  einer  Ebene  lie- 
gen,  wahrend  n— 1  Seiten  des- 
selben,  die  irgend  eineni  ein- 
fachen  n-Eck  angelioren.  aus 
welclien  das  vollstandige  be- 
steht,  etwa  die  Seiten  aa1? 
a^o,  ...  an-2dn-i,  sich.  um  eben 
so  viele  beliebige  feste-Puncte 
25,  Sj,  ...  S5n_x  drehen,  so  be- 
wegen  sich  die  ^(n — l)(n — 2) 
iibrigen  Seiten,  einzeln  ge- 
nommen,  als  Tangenten  um 
eben  so  viele  Kegelschnitte, 
von  denen  jeder  diejenigen 
zwei  festen  Geraden  bertihrt, 
welche.  die  zwei  Ecken,  die  in 
der  zugehorigen  Seite  liegen, 
durchlaufen."  Auf  die  genannten 
n — 1  Seiten  aa15  aa3,  ...  an-2CU—i 
konnte  man  ferner  den  nebenstehen- 
den  Satz  anwenden,  wodurch  der 
diesseitige  Satz  noch  ausgedehnter 
wui^de. 


II.  ,,Dreh.en  sich  die  Seiten 
a,  a1?  a3,  ...  an-i  eines  ver- 
anderlichen  vollstandigen 
n-Seits  nach  der  Reihe  um  n 
beliebige  feste  Puncte  25,  35j, 
353,  ...  35n-i,  die  in  einer  Ebene 
liegen,  wahrend  n — 1  Ecken 
desselben,  die  irgend  einem 
einfacheri  n-Eck  angehoren, 
aus  welchen  das  vollstandige 
besteht,  etwa  die  Ecken  aai: 
a^,  ...  an-2au-i,  eben  so  viele 
beliebige  feste  -Gerade  A. 
A1?  ...  An— 2  durchlaufen,  so 
durchlaufen  die  £(n — l)(n— 2) 
iibrigen  Ecken,  einzeln  genom- 
men,  eine  gleiche  Anzahl  bc- 
stimmter  Kegelschnitte,  von 
denen  niimlich  jeder  durch  die- 
jenigen zwei  festen  Puncte 
geht,  um  welche  sich  die  zwei 
Seiten,  die  sich  in  der  zuge- 
horigen Ecke  "schneiden,  dre- 
hen." Auf  die  genannten  n — 1 
Ecken  aa1?  a^,  ...  an_2an-i  konnte 
man  ferner  den  nebenstehenden  Satz 
anwenden,  wodurch  cler  diesseitige 
Satz  noch  vollstandiger  wiirde. 


Der  Satz  links  wurde  zuerst  von  Brcdkenridge  bewiesen*);  um  die 
Erfindung  eines  Theiles  'dieses  Satees  stritt  er  sich  mit  Mac-Laurin  (Phil. 
Trans.). 


*)  Exercitatio  ffeometrica  de  descriptione  lineamm  curvarum. 
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Dass  und  inwiefern  die  obigen  Satze  (§  22,  IT)  wiederum  besondere 
Fiille  der  vorstehenden  Satze  sind,  wird  nian  leiclit  wahrnehmen. 

Die  folgenden  zwei  Aufgaben  sind  auf  ahnliche  Weise  umfassend,  wie 
die  oben  stehenden  Satze  (I).: 

III.     ,,Werden  von  den  Sei-  III.   ,,Liegen  von  den  Ecken 

ten  A,  A,,  ...  Aa_i  eines  belie-  25,  3315  ...  S5n_i   eines   beliebi- 

bigen  n-Ecks  je  zwei  unmittel-  gen  n-Ecks  je   zwei  unmittel- 

bar  auf  einander  folgende  von  bar  auf  einander   folgende   in 

irgend     einem     Kegelschnitte  irgend     einem    Kegeschnitte, 

beriihrt,    welches    im    Ganzen  welches    im   Ganzen   n  Kegel- 

n  Kegelschnitte  [AAJ^AA]*---  schnitte    [3323J,    [^SSJ,    ... 

[An-iA]   sind,    so   soil   ein   an-  [Sn-iSB]  sind,    so    soil   ein  an- 

deres  n-Eck  beschrieben  wer-  deres  n-Eck  beschrieben  wer- 

den,  dessen  Ecken  a,  0^  ...  an-i3  den,  dessen  Seiten  a,  a1? ...  aa_i, 

nach  der  Keihe,  in  den  Seiten  nach    der    Reihe,     durch    die 

jenes     n  -  Ecks     liegen,     und  Ecken    jenes    n  -  Ecks    gehen, 

clessen  Seiten  aa1?  a^,  ....  an-iCt,  und  dessen  Ecken  aa15  a^,  . . . 

nach   der  Reihe,   jene   Kegel-  an-ia,  nach  der  Reihe,  in  jenen 

schnitte  beriihren."  Eegelschnitten  liegen." 

Die  Mittel,  durch  welche  die  vorliegenden  Aufgaben  leicht  gelost 
werden,  sind  in  clem  Bisherigen  enthalten  und  bereits  mehrfach  ange- 
wandt,  so  class  ich  die  Auflosung  clem  Leser  zur  Selbstiibung  tiberlassen 
darf.  Die  friihere  Aufgabe  in  §  25  ist  ubrigens  ein  besonderer  Fall  von 
jeder  der  zwei  vorstehendea  Aufgaben. 


Anmerknng. 

48.  Es  ist  fast  iiberfiiissig,  nochmals  zu  erinnern,  dass  die  von  §  41 
an  bis  hierher  durchgeftihrten  Betrachtungen,  clenen  projectivische  Gebiide 
(Gerade  und  ebene  Strahlbiischel)  in  der  Ebene  zur  Grundlage  dienten, 
auf  entsprechende  Weise  bei  projectivischen  Gebilden  (ebene  Strahlbiischel 
und  Ebenenbiischel)  im  Strahlbiischel  im  Raume  statthaben,  ja  dass  die 
Resultate  jener  Betrachtungen  5  sogleich  auf  die  letzteren  Gebiide  iiber- 
tragen  werden  konnen,  wenn  man  namlich,  wie  bereits  oben  angegeben 
worden  (§  33  und  Encle  §  36),  liberall:  Strahl,  ebener  Strahlbuschel, 
Ebenenbiischel,  n-kantiger  Eorperwinkel,  n-seitiger  Korperwiakel, 
Kegel  (zweiten  Grades)  beziehlich  statt:  Punct,  Gerade,  ebener  Strahl- 
biischel, n-Eck,  n-Seit,  Kegelschnitt  setzt.  —  Ebenso  finden  die 
Betrachtungen  auf  entsprechende  Weise  auf  der  Kugelflache  statt,  und  es 
lassen  sich  die  genannten  Resultate  ahnlicherweise  auf  dieselbe  ubertragen 
(§  34  und  §  38). 
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Erzeugnisse   projectivischer   Grebilde   im   Raume. 

49.  Es  ist  nun  nocli  zu  untersuchen  (§  39) ,  was  fur  Figuren  durch 
die  entspreclienden  Elementenpaare  irgend  zweier  project! vischen  Gebilde, 
die  sich  weder  in  derselben  Ebene,  noch  in  demselben  Strahlbuschel,  son- 
dern  beliebig  im  Raume  befinden,  erzeugt  werden.  Die  drei  Arten  von 
Gebilden,  Gerade,  ebene  Strahlbuschel  und  Ebenenbuschel,  geben  in  dieser 
Hinsicht,  wenn  sie  paarweise  genommen  werden,  folgende  seclis  Falle: 

1)  eine  Gerade  A  und  ein  Ebenenbiischel  21, 

2)  zwei  ebene  Strahlbuschel  33,  331? 

3)  ein  Ebenenbiischel  21  und  ein  ebener  Strahlbuschel  35, 

4)  ein  ebener  Strahlbuschel  SB  und  eine  Gerade  A, 

5)  zwei  Gerade  A,  Ax  und 

6)  zwei  Ebenenbiischel  21,  2^ . 

Von  diesen  sechs  Fallen  sind  der  fiinfte  und  sechste  ungleich  wich- 
tiger  und  folgenreicher,  als  die  vier  iibrigen;  letztere  sollen  daher  zuerst 
beseitigt  werden. 

I.  Liegen  zwei  projectivische  Gebilde,  eine  Gerade  A  und  ein  Ebenen- 
biischel 21,  beliebig  im  Raume,  d.  hu  befinden  sie  sich  in  schiefer  Lage, 
so  findet  kein  unmittelbares  Erzeugniss  durch  ihre  entsprechenden  Ele- 
mentenpaare statt.  Ein  mittelbares  Erzeugniss  wird  unten  im  Anhange 
gegeben  (§  60,  26). 

n.  Liegen  zwei  projectivische  ebene  Strahlbuschel  25,  3^  beliebig  im 
Raume,  so  geben  sie  ebenfalls  kein  unmittelbares  Erzeugniss,  wohl  aber 
findet  bei  ihnen  der  folgende  Umstand  statt: 

wLegtman  von  irgend  einem  beliebig  angenommenen  Puncte 
S)  aus  Gerade,  welche  die  entsprechenden  Strahlenpaare  a  und 
a15  b  und  b13  c  und  c1?  ...,  der  Strahlbuschel  33,  SSj  schneiden,  so 
liegen  alle  diese  Geraden  in  einer  Kegelflache  3)®  zweiten  Grades." 

Dieser  Satz  grlindet  sich  auf  den  friiheren  (§38,  II,  rechts).  Denn 
denkt  man  sich  zwei  Ebenenbiischel  51,  311?  deren  Axen  durch  den  Punct 
S)  gehen,  und  welche  nut  den  gegebenen  ebenen  Strahlbiischeln  S3,  351 
perspectivisch  sind,  so  werden  dieselben  unter  sich  projectivisch  sein,  und 
mithin  werden  die  Durchschnitte  der  entsprechenden  Ebenenpaare  a  und  ax, 
[3  und  j315  -y  und  -y^  . . .,  zufolge  des  angefiihrten  Satzes,  in  einer  Kegel- 
flache S)®  liegen,  und  da  diese  Durchschnitte  offenbar  die  genannten,  durch 
den  Punct  S)  gelegten  Geraden  sind,  so  folgt  daraus  die  Richtigkeit  des 
vorstehenden  Satzes. 

III.  Liegen  zwei  projectivische  Gebilde  21,  S3  —  ein  Ebenenbiischel 
und  ein  ebener  Strahlbuschel  —  beliebig  im  Raume,  ,,so  liegen  offen- 
bar die  Puncte,  in  welchen  die  entsprechenden  Elementenpaare 
a  und  a,  [3  und  b,  *y  und  c,  . . .  sich  schneiden,  in  irgend  einem 
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Kegelschnitt."  Denn  die  Ebene  des  Strahlbuschels  23  sclineidet  den 
Ebenenbiischel  SI  in  einem  ebenen  Strahlbiischel  251?  welcher  mit  dem 
Strahlbuschel  23  projectiviscli  ist  mid  mit  ihm  den  genannten  Kegelschnitt 
erzeugt. 

IV.  Liegen  zwei  projectivische  Gebilde  A,  23  —  eine  Gerade  und 
em  ebener  Strahlbuschel  —  beliebig  im  Raume,  so  wird  durch  je  zwei 
entsprechende  Eleniente  derselben  eine  Ebene  bestimmt,  d.  h.  durch  jeden 
Punct  a,  b,  c,  ...  der  Geraden  A  und  durch  den  ihm  entsprechenden 
Strahl  a,  b,  c,  . . .  des  Strahlbuschels  23  geht  eine  bestirnmte  Ebene,  und 
es  fragt  sich,  welchem  Gesetz  diese  Ebenen  insgesammt  unterworfen  seien? 
Diese  Frage  kann  leicht  durch  fruhere  Satze  beantwortet  werden,  z.  B. 
\vie  folgt. 

Denkt  man  sich  einen  Strahlbuschel  2315  welcher  mit  dem  gegebenen 
53  concontrisch  und  mit  der  Geraden  A  perspectivisch  ist,  so  wird  also 
derselbe  mit  23  projoctivisch  sein,  und  die  Ebenen,  welche  durch  die  ent- 
sprechenden Strahlenpaare  der  beiden  Strahlbuschel  23,  23!  gehen,  werden 
offenbar  die  vorgenannten,  zu  untersuchenden  Ebenen  sein.  Nun  werden 
allo  dieso  Ebenen,  zufolge  §  38,  n,  von  einem  Kegel  zweiten  Grades 
beriihrt,  und  zwar  findet  dabei  der  besondere  Umstand  statt,  dass  die 
Ebenen  der  Strahlbuschel  23,  SSj  vom  Kegel  in  denjenigen  zwei  Strahlen 
beriihrt  werden,  deren  entsprechende  in  ihrem  Durchschnitte  vereinigt  sind. 
Daher  werden  aucli  die  Gebilde  A,  23  vom,  Kegel  in  denjenigen  Elementen 
beriihrt,  deren  entsprechende  in  ihrem.  gegenseitigen  Durchschnitte  zu- 
sammentreffen,  d.  h.  trifft  die  Gerade  A  den  Strahl  d  des  Strahlbuschels 
23,  und  wird  sie  von  demselben  im  Puncte  e  getroffen,  so  wird  sie  vom 
Kegel  im  Puncte  b  und  die  Ebene  des  Strahlbuschels  wird  von  demselben 
im  Strahle  e  beriihrt.  Demgemass  folgt  der  nachstehende  Satz: 

,,Befindeii  sich  eine  Gerade  A  und  ein  ebener  Strahlbuschel 
23,  die  projectivisch  sind,  im  Raume  in  beliebiger  Lage,  so  be- 
riihren  die  Ebenen,  welche  durch  ihre  entsprechenden  Ele- 
mentenpaare  bestimmt  werden,  irgend  eine  Kegelflache  zweiten 
Grades,  deren  Mittelpunct  (Scheitel)  mit  dem  Mittelpunct  23  des 
Strahlbuschels  zusammenfallt,  und  welche  die  Gerade  A  und  die 
Ebene  des  Strahlbiischels  23  in  denjenigen  Elementen  b,  e  be- 
riihrt, deren  entsprechende  d,  e  (im  gegenseitigen  Durchschnitte 
der  Gebilde)  sich  treffen." 

Bei  diesem  Satze  konnen  folgende  zwei  besondere  Falle  eintreten. 
1)  Die  Gerade  A  kann  den  Mittelpunct  des  Strahlbiischels  23  treffen,  dann 
reducirt  sich  der  genannte  Kegel  auf  die  Gerade  A,  d.  h.  in  diesem  Falle 
bilden  die  genannten  beriihrenden  Ebenen  ein  Ebenenbuschel,  dessen  Axe 
A  ist.  2)  Der  Strahlbuschel  S3  kann  aus  einem  System  paralleler  Strahlen 
bestehen;  dann  tritt  an  die  Stelle  des  Kegels  ein  Cylinder. 
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50.  Von  den  obigen  sechs  Fallen  sincl  nun  noch  die  zwei  wiclitigsten 
zu  untersuchen  (§  49,  5,  6),  narnlich  es  1st  nodi  zu  untersuchen,  welehen 
Gesetzen  bei  zwei  projectivischen  Geraden  A,  A1?  die  im  Raume  beliebig 
liegen,  die  sammtlichen  Projectionsstralilen,  und  bei  zwei  projectivischen, 
im  Raume  beliebig  liegenden  Ebenenbuscheln  31,  3^  die  Durchschnitts- 
linien  der  entsprechenden  Ebenenpaare  unterworfen  sind,  d.  h.  welche 
Figuren  durcli  sie  erzeugt  werden,  und  welche  bemerkenswerthe  Umstande 
dabei  stattfinden.  Nach  der  Art,  wie  vorhin  die  vier  iibrigen  Falle  be- 
traclitet  wurden,  lassen  sicli  iiber  die  gegenwartigen  Falle  vorlaufig  fol- 
gende  Eigenschaften  angeben. 

Befinden  sich  zwei  projectivische  Gerade  A,  A,  in  beliebiger  Lage 
im  Raume,  so  wird  jeder  beliebige  Punct  5)  init  alien  ihren  Projections- 
stralilen ein  System  von  Ebenen  bestinmien,  welche  die  gesaminten  Be- 
riihrungsebenen  eines  Kegels  S)W  zweiten  Grades  sind.  Denn  denkt  man 
sicli  zwei  ebene  Stralilbuschel  33,  33 1?  deren  Mittelpuncte  in  S5  liegen,  und 
welche  mit  den  gegebenen  Geraden  A,  Aj  perspectivisch  sind,  so  sincl  die- 
selben  unter  sich  projectivisch  (§  11,  III)  und  erzeugen  (zufolge  §  38,  II)  den 
genannten  Kegel,  weil  offenbar  die  Ebenen,  welche  durch  die  entsprechenden 
Strahlenpaare  der  Strahlbuschel  S3,  Sj  gehen,  dieselben  sind,  wie  diejenigen, 
welche  durch  den  Punct  S)  und  durch  die  entsprechenden  Punctepaare 
(oder  die  Projectionsstralilen)  der  Geraden  A,  Ax  bestimmt  werclen,  wo- 
her  denn  die  Richtigkeit  der  eben  ausgesprochenen  Behauptung  erhellt. 

Befinden  sich  andererseits  zwei  projectivische  Ebenenbiischel  31,  ^ 
in  beliebiger  schiefer  Lage  im  Raume,  so  wird  irgend  eine  Ebene  E  die 
gesammten  Durchschnittslinien  ihrer  entsprechenden  Ebenenpaare  in  einem 
Kegelschnitte  schneiden,  d.  h.  die  Puncte,  in  welchen  die  Ebene  alien  jenen 
Durchschnittslinien  begegnet,  bilden  irgend  einen  Kegelschnitt.  Denn  die 
Ebene  E  schneidet  die  gegebenen  Ebenenbiischel  31,  2^  in  zwei  ebenen 
Strahlbuscheln  23,  251?  welche  projectivisch  sind  (weil  31  und  3^  es  sind), 
und  welche  also  (zufolge  §  38,  IV)  einen  Kegelschnitt  erzeugen,  der 
offenbar  der  vorgenannte  Kegelschnitt  ist. 

Demnach  folgt  also  zuvorderst: 

,,Wenn   zwei  projectivische  ,,Wenn  zwei  projectivische 

Gerade  A,  Al  im  Raume  belie-  Ebenenbiischel  31,  3^  im  Raume 
big  liegen,  so  sind  die  Ebenen,  beliebig  liegen,  so  wird  die 
welche  irgend  ein  beliebig  an-  Figur  (Flache),  welche  durch 
genommener  Punct  2)  mit  alien  die  gesammten  Durchschnitts- 
ihren  Projectionsstrahlen  be-  linien  ihrer  entsprechenden 
stimmt,  die  gesammten  Be-  Ebenenpaare  bestimmt  wird, 
riihrungsebenen  eines  Kegels  von  jeder  beliebigen  Ebene  E 
zweiten  Grades,  welcher  jenen  in  irgend.  einem  Kegelschnitte 
Punct  zurn  Mittelpunct  hat"  geschnitten." 
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51.  Tim  die  begonnene  Untersuchung  (§  50)  nach  ihrem  ganzen  Um- 
fange  durchzufuhren,  diene  folgende  Betrachtung,  durch  welche  der  Gegen- 
stancl  vollstandig  und  War  dargestellt  wird. 

I  .  Sind  zwei  Gerade  A,  A1  mit  einem  und  demselben  Ebenenbuschel 
A,,  (welcher  ztir  Zweckinassigkeit  fur  die  gegenwartige  Betrachtung  durch 
A,>,  statt  durch  91,,  wie  bisher,  bezeichnet  werden  soil)  perspectivisch 
(§28,  HI),  so  sind  sie  unter  sich  projectivisch,  und  wenn  sie  einander 
nicht' schneiden,  so  wird  man  Hire  Lage  als  eine  beliebige  schiefe  Lage 
im  Eauine  ansehen  konnen.  Da  die  entsprechenden  Punctepaare  a  und  a17 
6  und  617  c  und  q  u.  s.  w.  der  Geraden  A,  A,  in  den  Ebenen  a2,  p2,  7, 
u.  s.  w.  des  Ebenenbuschels  A3  liegen,  so  miissen  auch  ihre  Projections- 
strahlen  aa1?  bbi;  cc,  u.  s.  w.,  oder  a,  b,  c,  ...  in  diesen  Ebenen  liegen; 
daher  schneiden  alle  Project ionsstrahlen  a,  b,  c,  ...  die  Axe  A2,  so 
class  also  dieselben  ein  System  von  Geraden  bilden,  wo  von  jede  die  drei 
Geraden  A,  A19  A,  schneidet.  —  Sind  andererseits  zwei  Ebenenbuschel 
A,  A,  mit  einer  und  derselben  Geraden  A2  perspectivisch,  also  unter  sich 
projectivisch ,  und  liegen  ihre  Axen  A,  Al  nicht-in  einer  Ebene,  so  dass 
also  ihre  Lage  als  beliebig  schlef  angesehen  werden  kann,  so  begegnen 
die  Durchschuittslinien  je  zweier  entsprechender  Ebenen  derselben,  d.  h. 
die  Durchschnittslinien  der  Ebenenpaare  a  und  a1?  p  und  p1?  7  und  y1? 
u.  s.  w.  oifenbar  jeder  der  drei  Geraden  A,  An  A2. 

II.  Geht  man  umgekchrt  von  der  Forderung  aus,  es  sollen,  wenn  im 
Raume  irgend  drei  Gerade  A,  A1?  A2,  wovon  keine  zwei  in  einer  Ebene 
liegen,  gegeben  sind,  andere  Gerade  a,  b,  c,  d,  ...  gefunden  werden, 
welche  jene  drei  schneiden,  so  wird  man  nach  dem,  was  man  soeben 
(I)  gesehen  hat,  auf  folgende  zwei  Arten  der  Aufgabe  ihrem  ganzen  Um- 
fange  nach  geniigen: 

a)  Durch  eine  der  drei  gegebenen  Geraden,  etwa  durch  A2,  denke 
man  sich  eine  beliebige  Ebene  a25  so  wird  diese  die  zwei  tibrigen  Gera- 
den A,  A1  in  zwei  Puncten  a,  az  schneiden,  durch  welche  eine  Gerade 
acij  oder  a  bestimrnt  wird,  die  offenbar  der  Forderung  genugt.  Lasst  man 
nun  in  der  Vorstellung  die  Ebene  a2  sich  urn  A2  herumbewegen,  so  sieht 
man  die  Gerade  a  langs  der  drei  Geraden  A,  A13  A2  fortgleiten,  und  zwar 
so,  dass  sie  nothwendiger  Weise  nach  und  nach  in  die  Lage  jeder  anderen 
Geraden  b,  c,  d,  ...  gelangt,  die  der  Aufgabe  genugt.  Zugleich  folgt 
daraus,  dass  diirch  jeden  Punct  jeder  der  zwei  Geraden  A,  A1  eine,  aber 
nur  eine  einzige  schneidende  Gerade  geht.  Denn  da  die  Ebene  ot3 
durch  ihre  Bewegung  ein  Ebenenbuschel  A3  beschreibt,  so  sind  die  Gera- 
den A,  A1?  in  Ansehung  der  entsprechenden  Punctepaare  a  und  a15  B  und 
61?  u.  s.  w.,  in  welchen  sie  nach  einander  von  jener  bewegten  Ebene  ge- 
schnitten  werden,  projectivisch  (§  28,  III),  d.  h.  sie  werden  von  den  ge- 
sanxrnten  Geraden  a,  b,  c,  d,  . . . ,  welche  die  drei  Geraden  A,  Al ,  A2 
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schneiden,  proj^etivisch  geschnitten,  so  dass  diese  Schaar  Gerader  ihre 
Projectionsstrahlen  sind.  Diejenigen  zwei  schneiclenden  Geraden  oder  Pro- 
jectionsstrahlen q,  r,  welche  nach  den  unendlicli  entfernten  Puncten  q,  i\ 
der  Geraden  A,  A1  gerichtet  sind,  also  die  Parallelstralilen  (§  9),  erlialt 
man,  wenn  die  bewegte  Ebene  a2  in  die  Lage  kommt,  wo  sie  mit  A  oder 
A1  parallel  ist;  ist  sie  namlich  mit  A  parallel,  so  wird  sie  die  andere 
Gerade  Ax  im  Puncte  q1  schneiden,  und  ist  sie  mit  Az  parallel,  so  wird 
sie  der  A  irn  Puncte  r  begegnen,  und  alsdann  sind  die  Strahlen,  welche 
man  durch  diese  Puncte  q1?  r  den  Geraden  A,  AL  parallel  zielit,  die  ge- 
nannten  Parallelstrahlen  q,  r.  Hierdurch  ist  auch  zugleich  die  Aufgabe  ge- 
lost:  ,,Diejenige  Gerade  (q  oder  r)  zu  finden,  welche  irgend  zwei 
(im  Raume)  gegebene  Gerade  (A3  und  An  oder  A2  und  A)  schneidet 
und  mit  irgend  einer  gegebenen  dritten  Geraden  (A  oder  Aj)  pa- 
rallel ist" 

Gleich  wie  die  zwei  Geraden  A,  Aj  von  der  Schaar  Gerader  a,  b,  c, 
d,  ...  projectivisch  geschnitten  werclen,  eben  so  werden  auch  die  zwei 
Geraden  A,  A2,  oder  A1?  A2,  und  also  alle  clrei  Geraden  A,  A17  A2  von 
denselben  projectivisch  geschnitten. 

5)  In  einer  der  drei  gegebenen  Geraden ,  etwa  in  A3,  nehrae  man 
einen  beliebigen  Punct  a2  an,  und  denke  sich  durch  diesen  und  durch  die 
zwei  ubrigen  Geraden  A,  Aj  zw^ei  Ebenen  a,  a19  so  wird  die  Durchschnitts- 
linie  a  der  letzteren  offenbar  der  obigen  Forderung  geniigen,  d.  h.  sie 
wird  die  drei  Geraden  A,  A19  A2  schneiden.  Lasst  man  nun  in  der  Yor- 
stellung  den  Punct  a2  sich  in  der  Geraden  A3  fortbewegen,  so  wird  die 
genannte  Durchschnittslinie  a  liings  der  drei  festen  Geraden  A,  A15  Aa 
fortgleiten,  und  zwar  so,  dass  sie  nach  und  nach  in  die  Lage  jeder  an- 
deren  Geraden  b,  c,  d,  . . .  gelangt,  die  der  Aufgabe  gentigt.  Durch  jeden 
Punct  der  Geraden  A2  geht  dernnach  eine,  und  nur  eine  Gerade,  welche 
die  drei  festen  Geraden  A,  A15  A2  schneidet.  Wahrend  der  Punct  a3  die 
Gerade  A2  durchlauft,  drehen  sich  die  genannten  Ebenen  a,  a1  urn  die 
Axen  A,  A1  und  beschreiben  also  zwei  Ebenenbiischel  A,  A15  die  unter 
sich  projectivisch  sind,  weil  beide  mit  der  Geraden  A2  perspectivisch  sind, 
und  cleren  entsprechenden  Ebenen  a  und  an  p  und  P15  y  und  yn  u.  s.  w. 
jene  Schaar  Gerader  a,  b,  c,  . . .  zu  Durchschnittslinien  haben.  Im  Falle, 
wo  der  unendlich  entfernte  Punct  der  Geraden  A2  an  die  Stelle  des  be- 
wegten  Punctes  a2  tritt,  werden  offenbar  die  zugehorigen  Ebenen  (oc,  aj 
der  Geraden  A2  parallel,  und  folglich  wird  auch  ihre  Durchschnittslinie 
dieser  Geraden  parallel,  so  dass  man  also  daraus  ein  zweites  Verfahren 
entnehmen  kann,  um  die  vorhin  (a)  angefuhrte  besondere  Aufgabe :  weine 
Gerade  zu  finden,  welche  irgend  zwei  gegebene  Gerade  A,  A1 
schneidet  und  mit  irgend  einer  gegebenen  dritten  Geraden  A3 
parallel  ist,"  zu  losen;  legt  man  namlich  durch  A?  A1  diejenigen  zwei 
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Ebenen,  welche  der  A3  parallel  sind,    so  ist  ihre  Durchschnittslinie  die 
verlangte  Gerade. 

Ebenso  wie  die  genannte  Schaar  schneidender  Geraden  a,  b,  c,  d,  . . . 
die  Durchschnittslinien  der  entspreclienclen  Ebenenpaare  a  und  aa ,  [3  und 
pj,  u.  s.  w.  zweier  projectivischen  Ebenenbiischel  A,  A1  sind,  sind  sie  es 
auch  sowohl  yon  zwei  projectivischen  Ebenenbiischeln  A,  A2,  als  A15  A2 
und  mithin  Ton  drei  projectivisclxen  Ebenenbiischeln  A,  A1?  A2. 

III.  Irgend  drei  beliebige  Gerade  A,  A13  A3  im  Raume,  woven  kerne 
zwei  in  einer  Ebene  liegen,  konnen  also  (U)  von  einer  unzahligen  Schaar 
anderer  Geraden  a,  b,  c,  d,  ...  geschnitten  werden,  und  zwar  finden  da- 
bei  die  Umstande  statt,  dass  je  zwei  von  jenen  drei  Geraden  durch  die 
Schaar  Gerader  projectivisch  geschnitten  werden,  und  dass  sie  andererseits 
die  Axen  zweier  projectivischen  Ebenenbuschel  sind,  deren  entsprechende 
Ebenen  die  Schaar  von  Geraden  zu  Durchschnittslinien  haben.  Da  die  Lage 
von  zwei  solchen  projectivischen  Geraden  oder  Ebenenbiischeln,  wie  etwa  A 
und  Al?  als  eine  beliebige  schiefe  Lage  angesehen  werden  kann,  so  ist  zu 
vennuthen,  dass  auch  umgokehrt  die  Projectionsstrahlen  a,  b,  c,  d,  . . .  irgend 
zweier  schiefliegender  projectivischer  Geraden  A,  A,,  oder  die  Durch- 
schnittslinien a,  b,  c,  d,  . . .  der  entsprechenden  Ebenenpaare  irgend  zweier 
schiefliegenden  projectivischen  Ebenenbuschel  A,  Ax  allemal  von  vielen 
ancleren  Geraden,  wie  etwa  A3,  geschnitten  werden  konnen.  Diese  Ver- 
muthung  wird,  wie  folgt,  als  wahr  erwiesen: 

a)  Befinden  sich  zwei  projectivische  Gerade  A,  Al  in  beliebiger 
schiefer  Lage  im  Raume,  und  man  legt  irgend  eine  Gerade  A2  so,  dass 
sie  irgend  drei  Projectionsstrahlen  derselben  schneidet,  etwa  die  Projections- 
strahlen a,  b,  c  (II),  so  werden,  weim  man  sich  fur  einen  Augenblick  die 
Schaar  Gerader  denkt,  welche  die  drei  Geraden  A,  A15  A2  schneiden,  die 
beiden  gegebenen  Geraden  A,  Al  von  denselben  projectivisch  geschnitten 
(H)5  da  nun  die  drei  Geraden  a,  b,  c  sowohl  zu  dein  einen  als  zu  dem 
anderen  System  von  Projectionsstrahlen  der  Geraden  A,  Al  gehoren,  und 
da  die  projectivische  Bezielmng  der  letzteren  durch  drei  Projectionsstrahlen 
bestiinmt  ist,  so  sind  folglich  die  urspriinglichen  Projectionsstrahlen  a,  b, 
c,  d,  e,  ...  der  Geraden  A,  A1  und  die  genannte  Schaar  Gerader,  welche 
die  drei  Geraden  A,  A15  A3  schneiden,  eine  und  dieselbe  Schaar  von 
Geraden,  und  folglich  schneidet  jede  Gerade  A^,  welche  irgend  drei  Pro- 
jectionsstrahlen a,  b,  c  der  gegebenen  Geraden  A,  A1  begegnet,  auch  alle 
(ibrigen  Projectionsstrahlen  d,  e,  . . .  derselben. 

5)  Befinden  sich  zwei  projectivische  Ebenenbuschel  A,  A1  in  belie- 
biger schiefer  Lage,  und  legt  man  irgend  eine  Gerade  A2,  welche  irgend 
drei  Durchschnittslinien  von  entsprechenden  Ebenenpaaren  schneidet,  etwa 
die  DtirchSchnittslimen  a,  b,  c  der  Ebenenpaare  a  und  an  [3  und  j313  ^  und- 
Yi;  so  wird  dieselbe  nothwendiger  Weise  auch  alien  ubrigen  Durchschnitts- 
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linien  entsprechencler  Ebenen  begegnen;  denn  wollte  man  sich  um  die 
namlichen  Axen  A,  Al  zwei  andere  Ebenenbiischel  denken,  die  unter  sicli 
projectivisch  und  zwar  beide  zugleich  mit  jener  Geraden  A2  perspectiviscli 
wiiren,  so  dass  je  zwei  entsprechende  Ebenen  derselben  durch  den  nam- 
lichen  Punct  der  Geraden  A2  gingen,  so  wiirden  dieselben  niclit  von  den 
gegebenen  Ebenenbuscheln  A,  A2  verschieden  sein  konnen,  weil  sie  mit 
diesen  die  genannten  drei  entspreclienden  Ebenenpaare  gemein  hatten, 
durch  welche  eben  die  projectivisehe  Beziehung  bestimnit  ist. 
Aus  beiden  vorstelienden  Betrachtungen  (a,  b)  folgt  also: 

1)  ,,Die  Projectionsstrahlen  1)    ,,Die    Durchschnittsli- 

a,  b,  c,  d,  ...  zweier  project!-  nien  a,  b,  c,  d,  ...  der  entspre- 

visclien  Geraden  A,  AJ5  die  sicli  chenden  Ebenen  zweier  schief- 

in  beliebiger  schiefer  Lage  im  liegenden  projectivisclien  Ebe- 

Raume   befinden,    konnen   von  nenbiischel  A,  Aj   konnen  von 

unzahligen    Geraden    A3,     A3,  unzahligen     Geraden    A2,    A3, 

A4,    .  .  .     geschnitten    werden,  A4,    .  .  .     geschnitten    werden, 

und    zwar    schneidet  jede    der  und    zwar    schneidet  jede   der 

letzteren  alle  jene  Projections-  letzteren     alle     jene    Durch- 

strahlen,      sobald     sie     irgend  schnittslinien,    sobald   sie    ir- 

drei  derselben  begegnet."  gend  drei  derselben  begegnet.^ 

2)  ^Demnacli  haben  die  Projectionsstrahlen  zweier  schief- 
liegenden  projectivischen  Geraden  A,  Al  im  Raume  und  die 
Durchschnittslinien  der  entsprechenden  Ebenen  zweier  schief- 
liegenden  projectiv-ischen  Ebenenbiischel  A,  A1  gleiche  Eigen- 
schaft,  namlich  sie  sind  eine  Schaar  von  Geraden  a,  b,  c,  d,  e,  . .., 
welche  von  einer  anderen  Schaar  von  un^ahligen  Geraden  A,  A1? 
A2,  A3,  A4,  ...  geschnitten  werden,  und  zwar  sind  (zufolge  II): 
je  zwei  Gerade,  die  zu  der  je  zwei  Gerade,  die  zu  der 
einen  oder  zu  der  anderen  einen  oder  zu  der  anderen 
Schaar  gehoren,  unter  sich  Schaar  gehoren,  die  Axen  pro- 
projectivisch,  und  die  jedes-  jectivischer  Ebenenbiischel, 
malige  andere  Schaar  Gerader  deren  entsprechende  Ebenen 
sind  ihre  Projectionsstrahlen."  die  andere  Schaar  zu  Durch- 
schnittslinien haben." 
Oder  (II): 

3)  »Wenn  irn  Raume  irgend  3)  5?Wenn  im  Raume  irgend 

drei  Gerade  A,  A17  A2,  wovon  drei  Ebenenbiischel  A,  A17  Aa, 
keine  zwei  in  einer  Ebene  lie-  von  deren  Axen  keine  zwei  in 
gen,  gegeben  sind,  so  giebt  es  einer  Ebene  liegen,  gegeben 
in  denselben  unzahlige  Mai  sind,  so  giebt  es  in  denselben 
drei  solche  Puncte,  die  in  einer  unzahlige  Mai  drei  solche  Ebe- 

Steiner's  Werke.    I.  -  24 


370  Erzeugnisse  projectivischer  Gebilde.  51. 

Geraden  liegen,  so  class  also  nen,  die  sich  in  einer  Geraden 
dieselben  von  einer  unzahligen  schneiclen,  welche  den  drei 
Schaar  Gerader  a,  b,  c,  d,  ...  Axen  begegnet,  so  dass  also 
geschnitten  werden  konnen,  cliese  von  einer  Schaar  Gera- 
und  cliese  letzteren  konnen  der  geschnitten  werden,  welche 
hinwieder  von  einer  anderen  ebenfalls  von  einer  anderen 
Schaar  Gerader  geschnitten  Schaar  Geracler  geschnitten 
werden,  zu  welchen  auch  jene  werden,  zu  welcher  jene  drei 
drei  Geraden  gehoren;  oder:  Axen  gehoren;  oder: 

,,Wenn  im  Raume  irgend  drei  Gerade  A,  A1?  A2  irgend  drei 
anclere  Gerade  a,  b,  c  schneiden,  so  schneiden  alle  Geraden  d, 
e,  ...,  welche  den  drei  ersten  begegnen,  alle  Geraden  A3,  A4,  ..., 
welche  den  drei  letzten  begegnen*);  und  es  haben  die  zwei 
Schaaren  Gerader  A,  A,,  A2,  A3,  A4,  . . .  a,  b,  c,  d,  e,  . . .  solche  Be- 
ziehung  zu  einander: 

dass  je  zwei  Gerade,  die  der  •  dass  je  zwei  Gerade  aus  einer 
namlichen  Schaar  angehoren,  Schaar  die  Axen  projectivi- 
unter  sich  projectivisch  sind  scher  Ebenenbuschel  sind,  de- 
und  zwar  die  andere  Schaar  ren  entsprechende  Ebenen  die 
Gerader  zu  Projectionsstrah-  andere  Schaar  zu  Durch- 
len  haben."  schnittslinien  haben. cc 

IT.  Zwei  solche  zusannnengehorige  Schaaren  von  Geraden,  die  ein- 
ander gegenseitig  schneiden,  erfullen  eine  windschiefe,  krumme  Flache 
zweiter  Ordnung,  namlich  das  ^ein facie  Hyperboloi'd"  Qiyperbolo'ide  a 
une  nappe).  Man  kann  daher,  den  vorstehenden  Satzen  gemass,  auch  sagen: 

1)    ^Irgend  zwei  im  Raume  1)    ,,Irgend  zwei  im  Raume 

beliebig  schiefliegencle  projec-  beliebig  schiefliegende  projec- 
tivische  Gerade  A,  A:  erzeugen  tivische  Ebenenbuschel  A,  Al 
ein  einfaches  Hyperboloid,  d.  h.  erzeugen  ein  einfaches  Hyper- 
sie  und  alle  ihre  Projections-  boloi'd,  d.  h.  die  Durchschnitts- 
strahlen,  nebst  der  Schaar  Ge-  linien  ihrer  entsprechenden 
rader?  welche  die  letzteren  Bbonen,  nebst  der  Schaar  Ge- 
schneiden,  liegen  in  einem  ein-  racier,  welche  dieselben  schnei- 
fachen  Hyperboloid."  den,  liegen  in  einein  einfachen 

Hyperboloid." 

Wenn  in  der  Folge  das  einfache  Hyperboloi'd  als  durch  zwei  projec- 
tivische  Gerade  oder  Ebenenbuschel  A,  Aa  erzeugt  angesehen  werden  soil, 
so  mag  es  durch  [AAJ  bezeichnet  werden. 

*}  Diese  Bigenschaft  wird  hier  inittelst  der  project! vischen  Beziehungen  unstreitig 
viel  einfacher  bewiesen,  als  es  z.  B.  bei  dem  Beweise  der  Fall  1st,  welchea  Hachette 
im  Journal  fur  Mathematik,  Bd.  I.  S.  342  mittheilt. 
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Aus  clem  Obigen  folgen  ferner  unmittelbar  nachstehende  Eigenschaften 
des  einfaclien  Hyperboloi'ds : 

2)  „ Das  einfaclie  Hyperboloi'd  kann  auf  zwei  Arten  durch 
Bewegung  einer  G-eraden  a  oder  A,  welche  sicli  Kings  drei  festen 
Geraden  A,  A15  A2  oder  a,  b,  c  fortbewegt,  erzeugt  werden  (HI,  3); 
oder  es  entliiilt  zwei  Sehaaren  von  Geraden  (oder  zwei  Systeme 
von  Strahlen),  welche  einander  sclineiden,  und  welche  die  vor- 
hin  (HI,  3)  angegebene  Beziehung  zu  einander  haben,  namlich: 
dass  die  Geraden  jeder  dass  die  Geraden  jeder 

Schaar  unter  sich  projectivisch  Schaar  Axen  projectivischer 
sind,  und  zwar  die  andere  Ebenenbiischel  sind,  deren  ent- 
Schaar  Gerader  zu  Projections-  sprechende  Ebenen  die  andere 
strahlen  haben."  Schaar  Gerader  zu  Durch- 

schnittslinien  haben." 

Da  hiernach  jede  Gerade  aus  der  einen  oder  aus  der  anderen  Schaar 
Axe  eines  Ebenenbiischels  ist,  dessen  Ebenen  durch  die  jedesmalige  andere 
Schaar  Gerader  gehen,  so  folgt  also  von  selbst  die  bekannte  Eigenschaft: 

3)  ,,Jede  Ebene,    welche  das  einfache  Hyperboloi'd  in  irgend 
einer  Geraden    schneidet,    schneidet   dasselbe    allemal   noch    in 
irgend  einer  anderen  Geraden,  und  diese  zwei  Geraden  gehoren 
nicht  zu  einerlei  Schaar." 

Jede  solche  Ebene,  in  der  zwei  Strahlen  des  Hyperboloi'ds  liegen, 
heisst  55Beriihrungsebene"  des  Hyperboloi'ds,  und  der  Punct,  in  welchem 
sich  die  zwei  in  ihr  liegenden  Strahlen  schneiden,  heisst  ihr  ^Beriih- 
rungspunct"  Mit  Eucksicht  auf  diese  Benierkung  lassen  sich  jetzt  die 
obigen  Satze  (§  50),  wie  folgt,  aussprechen: 

4)  ,,Alle  Beriihrungsebenen  4)  ,,Der  gegenseitigeDurch- 
eines  Hyperboloi'ds,   die  durch       schnitt  eines  einfachen  Hyper- 
irgend  einen  bestimrnten  Punct       boloi'ds  und  irgend  einer  belie- 
S)  gehen,   umhtillen  einen  Ke-        bigen  Ebene  E   ist  irgend    ein 
gel  zweiten  Grades."                          Kegelschnitt." 

Da  je  zwei  Gerade  aus  einer  Schaar  projectivisch  sind  und  die  andere 
Schaar  zu  Projectionsstrahlen  haben  (2),  und  da  sie  im  Allgemeinen,  wenn 
sie  namlich  nicht  ahnlich  sind,  Parallelstrahlen  haben  (§  9, 1),  so  nmssen 
also  irgend  zwei  Gerade  aus  der  anderen  Schaar  mit  ihnen  parallel  sein, 
und  daher  folgt  weiter: 

5)  ?,Die  zwei  Schaaren  Gerader  eines  einfachen  Hyperboloi'ds 
sind  paarweise  parallel,  d.  h.  mit  jeder  beliebigen  Geraden  aus 
der  einen  Schaar  ist  eine  bestimmte  Gerade  aus  der  anderen 
Schaar  parallel." 

Spater,  im  dritten  Band,  wird  durch  weitere  Entwickelung  zu  dem 
letzten  Satze  noch  folgende  Eigenschaft  Mnzugefugt  werden: 

24* 
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6)  j,Alle  Ebenen,  welche  sich  durch.  die  verschiedenenPaare 
paralleler  Geraden  (5)  ernes  einfaclien  Hyperboloi'ds  legen  lassen, 
sclineiden  einander  in  einem  uncl  demselben  Puncte,  namlich  im 
Mittelpuncte    des  Hyperboloi'ds,    und    alle   beriihren    einen    be- 
stimmten  Kegel  zweiten  Grades,  welcher  Asymptoten-Kegel  des 
Hyperboloi'ds  genannt  wird." 

Angenommen  es  seien  etwa  a  und  A  zwei  parallele  Gerade,  so  werden, 
wenn  man  sich  den  Ebenenbiischel  A  denkt,  dessen  jEbenen  (J,  y,  S,  ... 
siimmtlich  der  Geraden  a  parallel  sein,  und  da  dieselben  durch  die  Scliaar 
Gerader  b,  c,  d,  ...  gelien,  zu  welcher  auch  a  gehort  (3),  so  folgt  also 
durch  Umkelirung  der  nachstehende  Satz: 

7)  aLegt  man   durch  eine   Schaar  Gerader   eines   einfachen 
Hyperboloi'ds  Ebenen,   welche   sainmtlich   nait   irgencl   einer   zu 
dieser  Scliaar  gehorigen  Geraden  (a)  parallel  sind,  so  schneiden 
sich  alle  diese  Ebenen  in  einer  und  derselben  Geraden  (A),  welche 
der  anderen  Schaar  angehort,  und  welche  jener  besonderen  Gera- 
den (a)  parallel  ist." 

Yon  den  Geraden,  die  in  einem  einfachen  Hyperboloi'd  liegen,  ist  noch 
folgende  raerkwiirdige  Eigenschaft,  die  sich  auf  ihre  Eichtung  bezieht, 
anzugeben.  Betrachtet  man  das  Hyperboloi'd  als  durch  zwei  Ebenenbuschel, 
etwa  durch  die  Ebenenbiischel  A,  A^  erzeugt,  und  denkt  sich  einen  dritten 
Ebenenbiischel  31,  der  dem  A  gleich  ist,  und  der  so  liegt,  dass  die  ent- 
sprechenden  Ebenen  (und  also  auch  die  Axen)  der  Ebenenbiischel  A,  SI 
parallel  sind,  und  dass  sich  die  Axen  der  Ebenenbiischel  SC,  Aj  schneiden, 
so  werden  also  auch  die  zwei  letzten  Ebenenbiischel  projectivisch  sein  und 
einen  Kegel  [StAJ  zweiten  Grades  erzeugen  (§  38,  II).  Da  die  ent- 
sprechenden  Ebenen  der  Ebenenbiischel  A,  SI  parallel  sind,  und  mithin 
von  den  entsprechenden  Ebenen  des  Ebenenbiischels  Ax  in  parallelen  Gera- 
den gesehnitten  werden,  so  folgt  also,  dass  die  Strahlen  des  Hyperboloi'ds 
[AAJ  mit  den  Strahlen  des  Kegels  [31 AJ  parallel  sind,  d.  h.  es  folgt 
daraus  der  nachstehende  inter essante  Satz: 

8)  wAlle  Strahlen  (Geraden)   eines   einfachen  Hyperboloi'ds 
sind  rnit  den  Strahlen  irgend  eines  bestimmten  Kegels  zweiten 
Grades   parallel,    so   dass,    wenn  man  durch  irgend  einen  belie- 
bigen  Punct  Strahlen  sich  denkt,    welche  den  Strahlen  des  Hy- 
perboloids  parallel  sind,  dieselben  eine  bestiminte  Kegelflache 
zweiten  Grades  erfiillen"*). 

*)  Die  Strahlen  des  Hyperbolo'ids  sind  namentlich  mit  denen  seines  Asymptoten-Kegels 
(6)  parallel,  und  zwar  liegt  jeder  Strahl  des  letzteren  in  der  Mitte  zwischen  denjenigen  beiden 
Strahlen  des  Hyperbolo'ids,  mit  welchen  er  parallel  ist  nnd  mit  denen  er  in  einer  Ebene  liegt. 
Diese  Eigenschaft  nebst  den  obigen  (3, 5, 6,  7,  8  und  9,  b)  habe  ich  schon  bei  einer  friiheren 
Gelegenheit,  im  Jour  XL  f.  Mat  hem.  Bd.  II.  S.  268,  mitgetheilt.  (Of.  S.  145  dieser  Ausgabe.) 
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Aus  clem  letzten  Satze  und  aus  den  obigen  Siitzen  (2,  4  rechts)  folgt 
weiter : 

9)  ,,Das  einfache  Hyperboloid  wird,  ausser  den  obigen  Fallen  (1,  2), 
imter  anderen  auch  durch  folgende  Angaben  bestimmt  und  auf  die  clabei 
bemerkte  Art  erzeugt;  namlich: 

a)  ,,wenn  irgend  zwei  Gerade,  die  zu  einer  Schaar  gehoren,  und  ir- 
gend  ein  ebener  Schnitt  (4  rechts)  desselben  gegeben  sind,    d.  h. 
wenn  im  Raume  irgend  ein  Kegelschnitt  K  und  irgend  zwei  ihn 
schneidende  Gerade,    etwa  A,  An   wo  von   aber   keine   in  seiner 
Ebene  liegt,  und  die  auch  nicht  zusaminen  in  einer  Ebene  liegen, 
gegeben  sind;  denn  wird  alsdann  eine  dritte  Gerade  a  so  bewegt, 
dass  sie  stets  die  drei  gegebenen  festen  Elemente  K,  A,  Al  sclinei- 
det,    so  beschreibt   sie   die  genannte  Flache;    oder  wird  alsdann 
durch  jeden  Punct  des  Kegelschnittes  K  eine  Gerade  gelegt,  welche 
die   zwei   gegebenen  Geraden  A,   A1  schneidet  (II),    so  sind  alle 
jene  Geraden  die   eine  Schaar,  und  die  zwei  gegebenen  Geraden 
gehoren  zu  der  anderen  Schaar  Gerader  der  genannten  Flache;" 

b)  ,,wenn   irgend  zwei  Gerade,    die  zu   einer  Schaar  gehoren,   und 
irgend   ein  Kegel,    mit  dessen  Strahlen  beide  Schaaren  Gerader 
parallel  sind,  gegeben  sind ;  d.  h.  wenn  irgend  ein  Kegel  K  zweiten 
Grades  und  irgend  zwei  Gerade  A,  A17  welche  "mit  zwei  Strahlen 
des  Kegels  parallel  sind,  aber  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  gegeben 
sind ;  denn  alsdann  beschreibt  eine  dritte  Gerade,  die  sich  so  bewegt, 
dass   sie   stets   die  zwei  gegebenen  festen  Geraden  schneidet  und 
bestandig  irgend  einein  Strahl  des  Kegels  parallel  lauft,   die  ge- 
nannte Flache;    oder  wird  alsdann  mit  jedem  Strahl  des  Kegels 
eine  Gerade  parallel  gelegt,    welche  die  zwei  gegebenen  Geraden 
schneidet  (II),  so  sind  alle  solche  Geraden  die  eine  Schaar,  und 
die  zwei  gegebenen  Geraden  gehoren  zu  der  anderen  Schaar  Gera- 
der der  genannten  Flache;" 

c)  „ wenn  irgend  zwei  zu  derselben  Schaar  gehorige  Gerade  A,  Al 
und  die  Richtungen  irgend  dreier  anderen  Geraden  gegeben  sind; 
denn  da  diese  Richtungen  dreien  Geraden  sowohl  von  der  einen 
als  der  anderen  Schaar  angehoren  (5),   so  sind  also   (zufolge  II) 
diejenigen  drei  Geraden  zu  finden,    welche  die  gegebenen   zwei 
Geraden  A,  AL  schneiden,   d.  h.    welche  nicht  mit   diesen   aus 
gleicher  Schaar  sind,  wo  sodann  der  obige  Fall  (2)  eintritt;  (auch 
kann  der  gegenwartige  Fall  auf  den  vorhergehenden  (b)  zuriick- 
gefuhrt  werden)." 

Endlich  folgt  noch,  wie  leicht  zu  sehen: 

10)  ,,Das   einfache  Hyperboloid  ist  der  Form    oder  Gattung 
nach  bestimmt,  sobald  irgend  funf  Strahlen  desselben  der  Rich- 
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tung  nach  gegeben  sind,  d.  h.  es  sind  alsdann  die-  Richtungen 
aller  iibrigen  Strahlen,  also  der  Asymptotenkegel,  genau  be- 
stimmt," 

52,  In  besonderen  Fallen,  wo  die  betrachteten  projectivischen  Ge- 
bilde entweder  ahnlich  sind,  oder  eigenthiimliche  Lage  zu  einander  haben, 
erhalt  auch  die  durch  sie  erzeugte  Flache,  welche  vorhin  im  AUgemeinen 
das  einfache  Hyperboloid  war  (§  51,  IV),  besondere  Gestalt,  oder  geht  in 
Grenzfalle  iiber,  die  zu  verscliiedenen,  theils  bekannten,  interessanten 
Satzen  fiihren. 

I.  Angenomroen  es  seien  irgend  zwei  Gerade,  die  einander  nicht 
schneiden,  aus  einer  der  zwei  Schaaren  von  Geraclen  A,  A15  A3,  A3,  ...  und 
a,  b,  c,  d,  ...  (§51,  IV),  etwa  die  zwei  Geraden  A,  An  project!  visch 
ahnlich,  so  rniissen  ilire  unendlicli  entfernten  Piincte  einander  entsprechen 
(§  13, 1),  und  also  muss  einer  ihrer  Projectionsstrahlen,  d.  h.  eine  Gerade 
der  anderen  Schaar  (a,  b,  c, ...),  unendlich  entfernt  sein,  mid  daher  folgt 
weiter,  dass  nicht  nur  jene  zwei  Geraden,  sondern  dass  je  zwei  Gerade 
der  ersten  Schaar  A,  A,,  A2,  ...  projectivisch  ahnlich  sind,  weil  sie 
clenselben  unendlich  entfernten  Projectionsstrahl  haben.  Denkt  man  sich 
den  Ebenenbiischel,  welcher  irgend  eine  Gerade  der  ersten  Schaar,  etwa 
die  Gerade  A2,  zur  Axe  hat,  so  werden  dessen  Ebenen  cc3,  p3,  y3,  ••- 
durch  die  z\veite  Schaar  Gerader  a,  b,  c,  . .  .  gehen  (§  51,  IV),  und  es 
wird  diejenige  Ebene,  welche  nach  der  vorerwahnten  unendlich  entfernten 
Geraden  gerichtet  ist,  nothwendiger  Weise  den  Geraden  A,  Ax  parallel 
sein,  weil  sie  nach  ihren  unendlich  entfernten  Puncten  gerichtet  ist,  und 
folglich  vereinigt  diese  Ebene  die  Richtungen  der  drei  Geraden  A,  Aa,  A3 
in  sich;  da  ein  Gleiches  stattfindet,  wenn  anstatt  der  Geraden  A2  irgend 
eine  der  tibrigen  Geraden  A3,  A4,  ...  angenommen  wird,  und  da  durch 
die  Richtungen  der  zwei  ersten  Geraden  A,  At  alle  Richtungen  einer 
Ebene  bestimmt  sind,  so  miissen  folglich  die  Richtungen  aller  Geraden  A,  A19 
A2,  A3,  A4,  . . .  einer  einzigen  Ebene  angehoren,  d.  h,  die  Geraden  dieser 
Schaar  miissen  sarniatlich  eiaer  Ebene  parallel  sein,  und  zwar  tann  durch 
jede  Gerade  eine  solche  Ebene  gelegt  werden,  mit  welcher  alle  parallel 
sind,  und  welche  also  alle  Richtungen  der  Geraden  enthalt;  alle  solche 
Ebenen  sind  folglich  unter  sich  parallel,  sie  bilden  einen  Ebenenbiischel, 
der  aus  einem  System  Parallelebenen  besteht  und  dessen  Axe  die  genannte 
unendlich  entfernte  Gerade  der  zweiten  Schaar  ist.  Zur  leichteren  Fest- 
halkmg  mag  diese  unendlich  entfernte  Gerade  durch  e  bezeichnet  werden, 
dann  heissen  die  Parallelebenen,  nach  der  Reihe,  in  der  sie  durch.  die 

Geraden  A,  A13  A3,  A3,  . ..  gehen,  e,  e13  sa,  s3, Diese  Parallelebenen 

werden,  da  sie  durch  die  erste  Schaar  Gerader  A,  Ax,  A2,  A3,  . . .  gehen, 
die  andere  Schaar  langs  derselben  schneiden,  und  zwar  werden  sie  die 
selben  projectivisch  ahnlich  schneiden,  weil  Parallelebenen  alle  Gera- 
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den,  denen  sie  begegnen,  In  gleichem  Verhaltniss  theilen,  imd  folglich 
wird  auch  die  zweite  Scliaar  Gerader  a,  b,  c,  d,  ...  von  der  ersten 
project! vis ch  ahnlich  geschnitten,  daher  niussen  ihr  auch  dieselben 
Eigenschaften  zukommen,  wie  der  ersten,  namlich  es  niuss  einer  ihrer 
Projectionsstrahlen,  d.  h.  eine  Gerade  der  ersten  Schaar,  die  Au  heissen  mag, 
unendlich  entfernt  sein,  ferner  niussen  ihre  Geraden  sammtlich  einer  Ebene 
parallel  sein,  so  dass  durch  jede  von  ilinen  eine  Ebene  gelit,  rait  welcher 
sie  alle  parallel  sincl,  mid  dass  alle  diese  Ebenen,  die  nach  der  Reihe  an, 
(3n,  7ns  §n,  •  ••  heissen,  unter  sich  parallel  sincl,  und  einen  Ebenenbuschel 
bilden,  dessen  Axe  die  genannte  unendlich  entfernte  Gerade  An  der  ersten 
Schaar  ist. 

Man  stelle  sich  nun  wiederum  den  vorhin  erwahnten  Ebenenbuschel 
A2,  dessen  Ebenen  a.,,  [32,  7.,,  ...  durch  die  zweite  Schaar  Gerader  a,  b, 
c,  . . .  gehen,  vor,  und  achte  auf  den  ebenen  Strahlbiischel,  in  welchem 
er  von  einer  der  Parallelebenen  an,  J3n,  7n,  ...,  etwa  von  der  Ebene  an, 
geschnitten  wird,  ein  Strahlbiischel,  welcher  ebenfalls  ccn  heissen  soil,  so 
werden  offenbar  die  Strahlcn  an,  bn,  cn,  ...  dieses  Strahlbiischels  den  Gera- 
den a,  b,  c,  . . .  der  zweiten  Schaar  parallel  sein  (weil,  weim  z.  B.  eine 
Gerade  a  einer  Ebene  an  parallel  ist,  dann  jede  durch  a  gehende  Ebene 
at>  die  Ebene  an  in  eineni  Strahl  an  schneidet,  der  init  a  parallel  ist), 
woraus  also  folgt,  dass  diese  Schaar  Gerader  genau  alle  Richtungen  eines 
ebenen  Strahlbiischels  an,  oder  genau  alle  Richtungen  einer  Ebene  an,  ent- 
halt.  Aus  gleichen  Grunden  muss  auch  die  erste  Scliaar  Gerader  A, 
A19  A2,  A3,  ...  alle  Richtungen  eines  ebenen  Strahlbiischels,  oder  einer' 
Ebene,  nainlich  der  durch  sie  gehenden  Parallelebenen  3,  sn  e35  ...,  um- 
fassen.  Da  cler  Ebenenbuschel  A^  einerseits  mit  dena  ebenen  Strahlbiischel 
an  in  Ansehung  der  Elemente  ag?  ps,  y2,  ...  und  au?  bn,  cn,  ...,  und 
andererseits  mit  der  Geraden  A  in  Ansehung  der  Elemente  a3,  j325  7.,,  . . . 
und  a,  b,  c,  . . .  (wo  namlich  a,  B,  c,  . . .  die  Puncte  sind,  in  welchen  die 
Gerade  A  zugleich  von  der  zweiten  Schaar  Gerader  a,  b,  c,  . . .  geschnitten 
wird)  perspectivisch  ist,  so  sind  folglich  der  ebene  Strahlbiischel  an  uncl 
die  Gerade  A  in  Ansehung  der  Elemente  an,  bn,  cn,  ...  und  a,  b,  c,  . . . 
projectivisch,  und  da  ferner  die  Gerade  A  mit  alien  tibrigen  Geraden  der 
ersten  Schaar  A15  A35  A3,  ...  projectivisch  ist,  so  folgt  also,  dass  die 
zweite  Schaar  Gerader  a,  b,  c,  . . .  den  Strahlen  an,  bn,  cn,  ...  eines 
ebenen  Strahlbuschels  an  parallel  ist,  welcher  mit  den  Geraden  der  ersten 
Schaar  A,  A15  A2,  As,  .-..  projectivisch  ist.  Desgleichen  ist  die  erste 
Schaar  Gerader  A,  A15  A2,  A3,  ...  den  Strahlen  eines  ebenen  Strahl- 
biischels  parallel,  welcher  mit  der  zweiten  Schaar  Gerader  a,  b,  c,  . . . 
projectivisch  ist,  und  welcher,  z.  B.  in  der  Ebene  e  da^gestellt,  e  heissen 
soil.  Da,  wie  vorhin  bernerkt  worden,  die  zwei  Schaaren  Gerader  A,  A19 
A3,  A3,  ...,  a,  b,  c,  d,  .. .  mit  wei  Ebenen  s,  «„  (oder  vielmehr  mit 
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zwei  Systemen  Parallelebenen  s,  s1?  s3,  . ..,  an,  [3n,  -yn,  •  •)  parallel  sind, 
und  zwar  genau  alle  Richtungen  derselben  erschopfen,  wogegen  sie  friiher 
beiin  allgemeinen  Falle  mit  den  Strahlen  eines  Kegels  zweiten  Grades  (des 
Asymptotenkegels)  parallel  waren  (§  51,  IV5  8),  so  folgt  also,  dass  dieser 
Kegel  im  gegenwartigen  Falle  sicli  in  jene  zwei  Ebenen  aufgelost  liat  und 
somit  in  einen  Grenzfall  iibergegangen  ist.  Jene  Ebenen  haben  ferner  die 
Eigenschaft,  dass,  da  jede  durcli  eine  endlich  entfernte  und  durch  eine 
unendlicli  entfernte  Gerade  geht,  und  da  der  Durchschnitt  zweier  solchen 
Geraden  nothwendiger  Weise  unendlicli  entfernt  sein  muss,  ihre  Beruhrungs- 
puncte  (§  51,  IV)  mit  der  krummen  Flache  (welclie  durch  die  zwei  Schaaren 
Gerader  erftillt  wird)  unendlicli  entfernt  sind,  woher  denn  jede  solche  Ebene 
„  Asymptotenebene"  genannt  werden  kann,  so  dass  also  im  gegenwar- 
tigen Falle  der  Flache  zwei  Systerne  Asymptotenebenen  e,  s1?  s2,  ...,  an, 
pn,  yn,  ...  zukommen. 

Die  Geraden  A,  A1?  A2,  A3,  ...  der  einen  Schaar  sind  projectivisch 
alinlich,  und  zwar  in  Ansehung  der  Puncte,  in  welchen  sie  von  den  Asymp- 
totenebenen an,  prj,  Yn,  ...  geschnitten  werden  (weil  diese  Ebenen  durch  die 
zweite  Schaar  Gerader  a,  b,  c,  . . .  gehen),  clalier  werden  je  zwei  derselben, 
welclie  unter  gleichen  Winkeln  zu  diesen  Ebenen  geneigt  sind,  offenbar 
projectivisch  gleich  sein,  und  dass  sie  in  der  That  paarweise  projecti- 
visch gleich  sindj  und  dass  ein  Gleiches  "bei  der  zweiten  Schaar  Gerader, 
a,  b,  c,  d,  ...  stattfindet,  kann  leicht  gezeigt  werden.  Denn  man  denke 
sich  zwei  Asymptotenebenen,  etwa  e  und  an,  nenne  ihre  Durchschnittslinie 
X,  und  denke  sich  in  der  letzten  Ebene  an  den  ebenen  Strahlbtischel  an, 
dessen  Strahlen  an,  bn,  cn,  ...  den  Geraden  a,  b,  c,  . . .  parallel  sind,  so 
wircl  irgend  ein  bestimmter  Strahl  zu  der  Durchschnittslinie  X  senkrecht 
sein,  und  sodann  werden  von  den  iibrigen  Strahlen  immer  zwei  und  zwei 
sowohl  mit  jenera  Strahl,  als  mit  der  Durchschnittslinie  X  gleiche  Winkel 
bilclen,  und  daher  nothwendiger  Weise  zu  der  ersten  Ebene  s  unter  glei- 
chen Winkeln  geneigt  sein,  woraus  dann  weiter  folgt,  dass  auch  die  ihnen 
parallelen  Geraden  a,  b,  c, . . .  paarweise  mit  der  Ebene  s  gleiche  Neigungs- 
winkel  bilclen,  und  folglich  paarweise  projectivisch  gleich  sind.  Diejenige 
Gerade  aber,  welche  dem  besonderen  Strahle,  der  zu  der  Durchschnitts- 
linie X  senkrecht  ist,  parallel  ist,  kann  mit  keiner  anderen  projectivisch 
gleich  sein:  angenomnien  es  sei  dies  die  Gerade  a,  durch  welche  die 
Asymptotenebene  an  geht,  so  wird  also  a  auf  X  senkrecht  stehen;  aus  glei- 
chen Griinden  muss  unter  den  Geraden  A,  A1?  A2,  A3,  .. .  der  ersten  Schaar 
sich  eine  bestimmte  beflnden,  die  mit  keiner  anderen  projectivisch  gleich 
ist;  angenommen  es  sei  die  Gerade  A,  durch  welche  die  Asymptotenebene 
s  geht,  so  wird  also  auch  A  zu  X  senkrecht  sein;  dernnach  muss  denn 
auch  die  durch  die  zwei  Geraden  a,  A  gehende  Beriihrungsebene  (aA) 
auf  der  Durchschnittslinie  X,  und  folglich  auf  beiden  Systemen  Asymptoten- 
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ebenen  s,  s15  s3,  . . . ,  an,  J3n,  7n,  •  -  •  zugleich  senkreclit  stehen;  unter  diesen 
Umstanden  wird  X  ,,Axe",  und  der  Durchschnittspunct  der  Geraden  a,  A, 
ocler  der  Beriihrungspunct  der  Ebene  (aA),  welcher  §1  heissen  inag,  wird 
,,Scheitel"  der  krummen  Flache  genannt. 

Wird  die  krumme  Flache  von  irgend  einer  beliebigen  Ebene  E  ge- 
schnitten,  so  muss  der  Sclinitt  oifenbar  im  Allgemeinen  eine  Hyperbcl 
sein,  denn  da  die  Flache  zwei  unendlicli  entfernte  Gerade  hat,  muss  er 
zwei  unendlich  entfernte  Puncte  haben,  nach  denen  namlich  die  zwei 
Diirchschnittslinien,  in  welchen  die  Asyinptotenebenen  s,  ccn  von  der  Ebene 
E  geschnitten  werden,  gerichtet  sind,  er  muss  folglich  eine  Hyperbel  sein, 
deren  Asymptoten  diesen  Durchschnittslinien  parallel  sind;  in  dem  beson- 
deren  Falle  aber,  wo  diese  Durchschnittslinien  der  Axe  X  parallel  sind 
(wo  namlich  die  "schneidende  Ebene  E  der  Axe  X,  oder  der  Durchschnitts- 
linie  irgend  zweier  Asymptotenebenen  parallel  ist)r  und  wo  sie  also,  nach 
einem  einzigen  unendlich  entfernten  Puncte  gerichtet  sind,  geht  die  ge- 
nannte  Hyperbel  in  eine  Parabel  iiber;  den  Asymptoten  der  genannten 
Hyperbel  sind  ferner  auch  irgend  zwei  Gerade  aus  den  zwei  Schaaren 
Gerader  A,  A15  A2,  A3,  . . . ,  a,  b,  c,  d,  . . .  parallel,  namlich  jedesmal 
diejenigen  zwei,  welche  jenen  Durchschnittslinien  parallel  sind,  in  welchen 
die  Asymptotenebenen  s,  an  von  der  Ebene  E  gesclrnitten  werden. 

Je  zwei  Gerade  aus  einer  der  zwei  Schaaren  A5  A1?  A2,  ...,  a,  b,  c,  ... , 
wie  z.  B.  die  Geraden  A,  A: ,  sind  Axen  zweier  projectivischen  Ebenen- 
btischel,  deren  entsprechencle  Ebenen  die  jedesmalige  andere  Schaar  zu 
Durchschnittslinien  haben  (§  51,  HI),  diejenigen  zwei  entsprechenden  Ebenen 
aber,  welche  die  unendlich  entfernte  Gerade  e  der  anderen  Schaar  zur 
Durchschnittslinie  haben,  also  die  Ebenen  s,  s15  miissen  nothwendiger  Weise 
parallel  sein,  und  da  dies  die  einzige  Eigenthiimlichkeit  ist,  wodurch  sich 
in  diesem  Falle  die  zwei  Ebenenbiischel  auszeichnen,  so  ist  klar,  dass 
umgekehrt,  wenn  irgend  zwei  projectivische  Ebenenbiischel  A,  Ax  sich  in 
solcher  schiefen  Lage  befinden,  wo  irgend  zwei  entsprechende  Ebenen  pa- 
rallel sind,  alsdann  alle  oben  angegebenen  Umstande  und  Eigenschaften 
stattfinden  miissen. 

Unter  diesen  besonderen  Umstanden  heisst  die  krumme  Flache  nicht 
mehr  einfaches  Hyperbolold,  sondern  ,,hyperbolisches  Paraboloid". 
Aus  der  obigen  Betrachtung  folgen  nachstehende  Eigenschaften  und  Erzeu- 
gungsarten  des  hyperbolischen  Paraboloids: 

1)  3,Das  hyperbolische  Paraboloid  hat  unter  anderen  fol- 
gende  wesentliche  Eigenschaften:  a)  es  enthalt  zwei  Schaaren 
Gerader  A,  A1?  A3,  A3,  ...,  a,  b,  c,  d,  ...,  die  einander  projecti- 
visch  ahnlich  schneiden;  auch  sind  die  Geraden  jeder  Schaar 
paarweise  projectivisch  gleich,  so  dass  jede  Gerade  einer  be- 
stimmten  anderen  Geraden  projectivisch  gleich  ist;  zwei  Gerade 
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A,  a,  aus  jeder  Schaar  eine,  machen  hierin  eine  Ausnahme,  d.  h. 
sie  haben  nicht  ihres  Gleichen;  b)  zwei  andere  Gerade  An,  e, 
aus  jeder  Schaar  eine,  sind  unendlich  entfernt;  c)  durch  jede 
Schaar  von  Geraden  geht  ein  System  Parallelebenen,  welche  nach 
der  unendlich  entfernten  Geraden  der  anderen  Schaar  gerichtet, 
imd  welche  daher  -Asyinptotenebenen  sind,  so  dass  es  also  zwei 
Systeme  paralleler  Asymptotenebenen  s,  sj?  s3, ...,  an,  j3nj  7n,  •••  hat; 
d)  die  Geraden  jeder  Schaar  sind  den  Asymptotenebenen,  welche 
durch  die  andere  Schaar  gehen,  parallel,  und  sie  umfassen  ge- 
nau  alle  Richtungen  clieser'Ebenen,  so  dass  die  Strahlen  eines 
Strahlbiischels  in  einer  dieser  Ebenen  genau  die  Richtungen 
aller  jener  Geraden  darstellen,  d.  h.  jeder  Strahl  ist  einer  be- 
stimmten  Geraden  parallel,  und  auch  umgekehrt;  e)  jeder  solche 
Strahlbtischel,  dessen  Strahlen  rait  den  Geraden  der  einen 
Schaar  parallel  sind,  ist  mit  den  Geraden  der  anderen  Schaar 
projectivisch  (wobei  niimlich  jeder  Punct,  in  welchem  eine  die- 
ser Geraden  von  oiner  von  jenen  Geraden  geschnitten  wird,  dena- 
jeiiigen  Strahl  cles  Strahlbuschels  entspricht,  welcher  der  letzte- 
ren  Geraden  parallel  ist);  f)  je  zwei  projectivisch  gleiche  Gerade 
(a)  aus  der  einen  Schaar  sind  zu  den  Asymptotenebenen,  welche 
durch  die  andere  Schaar  gehen,  unter  gleichen  Winkeln  geneigt, 
und  auch  umgekehrt;  g)  jene  zwei  besonderen  Geraden  A,  a,  die 
mit  keiner  anderen  projectivisch  gleich  sind,  sind  der  Richtung 
nach  zu  den  Durchschnittslinien  der  zwei  Systeme  Asymptoten- 
ebenen rechtwinklig,  so  dass  also  ihre  Ebene  (aA)  zu  alien 
Asymptotenebenen  und  zu  deren  Durchschnittslinien  rechtwink- 
lig ist;  ihr  Durchschnittspunct  21  heisst.Scheitel,  und  die  Durch- 
schnittslinie  X  der  durch  sie  gehenden  Asymptotenebenen  s,  an 
heisst  Axe,  ihre  Ebene  (aA),  die  Beruhrungsebene  im  Scheitel, 
ist  die  einzige  Beruhrungsebene,  die  auf  der  Axe  X  rechtwink- 
lig steht:  h)  endlich  wird  das  Paraboloid  von  einer  beliebigen 
Ebene  E  ini  Allgemeinen  in  einer  Hyperbel  geschnitten,  deren 
Asyrnptoten  den  Durchschnittslinien,  in  welchen  dieselbe  die 
zwei  Systeme  Asymptotenebenen  schneidet,  und  daher  auch 
irgend  zwei  Geraden,  die  zu  den  zwei  Schaaren  Gerader  (a) 
gehoren,  parallel  sind,  und  nur  in  clem  besonderen  Falle,  wo  die 
schneidende  Ebene  E  der  Axe  X  parallel  ist,  wird  es  in  einer 
Parabel  geschnitten"*). 

*)  Das  sogenannte  schiefe  Viereck,  welches  M.  Hirsch  irn  zweiten  Baade  S»  288 
seiner  Samnilung  geometriseher  Aufgaben  betrachtet,  ist,  wie  man  bemerken 
wird,  ein  begrenzter  Theil  eines  hyperbolischea  Paraboloids.,  imd  die-  daselbst  bewie- 
senen  Eigenschaften  folgen  unmittelbar  ans  den  hier  oben  stehenden. 
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2)  ,,Das  hyperbolische  Paraboloid  1st  unter  anderen  in  fol- 
genden  Fallen  bestimmt  und  wird  auf  die  dabei  bemerkten 
Arten  erzeugt: 

a)  durch   irgend   zwei    projectivisch   ahnliche    oder  gleiche 
Gerade  A,  A15  die  im  Raume  beliebig  schief  liegen;  nam- 
lich  die  Geraden  gehoren  zu  der  einen  Schaar,  und  ihre 
Projectionsstrahlen  sind  die  sammtlichen   Geraden   der 
anderen  Schaar; 

b)  durcli  zwei  beliebige  projectivisclie  Ebenenbuschel  A,  Aj, 
die   im  Raume  schief  liegen,    aber  so,   class   irgend  zwei 
entsprechencle  Ebenen  parallel  sind;    nainlich   die  Axen 
der  Ebenenbtischel  gehoren  zu  der  einen  Schaar,  und  die 
Durchschnittslinien    ihrer    entsprechenden    Ebenen    sind 
die  Geraden  der  anderen  Schaar; 

c)  durch    zwei    projectivisclie    Ebenenbiischel,    wovon    der 
eine  aus  einero.  System  Parallelebenen  besteht,  also  eine 
unendlich  entfernte  Axe  (An  oder  e)  hat,  wahrend  die  Axe 
des  anderen  jene  Ebenen  schneidet;   nainlich  ihre  Axen 
gehoren  zu  der  einen  Schaar,  und  die  Durchschnittslinien 
ihrer  entsprechenden  Ebenen  sind  die  Geraden   der  an- 
deren Schaar,    und    die   Parallelebenen    sind    das    eine 
System  Asymptotenebenen; 

d)  durch  irgend  drei  Gerade  A,  A13  A2,  die  mit  irgend  einer 
Ebene  s  parallel  sind.    aber  wovon   keine    zwei  in  einer 
Ebene  liegen;  namlich  die  Ebene  z  ist  eine  Asymptoten- 
ebene,    und   die  Geraden    gehoren   zu    der   einen  Schaar, 
und  alle  sie  schneidenden  Geraden  sind  die  Geraden  der 
anderen  Schaar,  oder  eine  Gerade  a,  die  sich  so  bewegt, 
dass  sie  stets  jene  drei  schneidet,   beschreibt  die  andere 
Schaar  Gerader  und  somit  die  vorgenannte  Flache; 

e)  durch  irgend  zwei  beliebige  Gerade  A,  ^  im  Raume  und 
durch  eine  beliebige    sie   schneidende  Ebene  ccn,   welche 
als    Asymptotenebene    angenommen    wird;    namlich    die 
Geraden  gehoren  zu  der  einen  Schaar,  und  alle  Geraden, 
welche  dieselben  schneiden  und  mit  der  Ebene  an  parallel 
sind,    sind  die  Geraden  der  anderen  Schaar,   oder  eine 
Gerade  a,   die  sich  so   bewegt,    dass  sie  stets  jene  zwei 
schneidet  und  bestaridig  mit  der  Ebene  parallel  ist,  be- 
schreibt die  genannte  Flache; 

f)  durch  irgend   eine  Gerade  A   und   irgend   einen   ebenen 
Strahlbuschel  an,   die   projectivisch  sind  und  so  liegen, 
dass  jene  nicht  mit  der  Ebene  des  letzteren  parallel  ist; 
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namlich  die  Ebene  des  Strahlbiischels  ist  eine  Asymp- 
totenebene,  und  die  Gerade  gehort  zu  der  einen  Schaar, 
und  diejenigen  Geraden,  die  sie  schneiden,  und  wovon 
jede  demjenigen  Strahl  des  Strahlbiischels  parallel  ist, 
welcher  ihrein  Durchschnittspuncte  entspricht,  sind  die 
Geraden  der  anderen  Scliaar,  oder  eine  Gerade  a,  die 
sich  so  bewegt,  class  sie  stets  jene  Gerade  A  schneidet, 
und  in  jedem  Augenblick  dem  ihrem  Durchschnittspunct 
entsprechenden  Strati  des  Strahlbiischels  parallel  ist, 
beschreibt  die  genannte  Flache"*). 

Die  Zahl  dieser  Falle  lasst  sich  leicht  vermehren,  z.  B.  dadurch,  class 
auch  die  Hyperbel  und  Parabel  (1,  li)  als  bestimmende  Elemente  ange- 
nommen  werden**). 

II.  Vom  hyperbolischen  Paraboloid  fmdet  ein  besonderer  Fall  statt, 
der  sich  zum  allgemeinen  Falle  ahnlich  verhalt,  wie  die  gleichseitige  Hy- 
perbel zur  beliebigen,  namlich  derjenige  Fall,  wo  die  zwei  Systeme 
Asymptotenebenen  zu  einander  rechtwinklig  sind.  Haben  A,  a  die 
ihnen  bei  der  obigen  Betrachtung  (I)  beigelegte  Eigenschaft,  dass  sie  zu 
der  Durclasclinittslinie  X  der  Asymptotenebenen  s,  an  rechtwinklig  sind, 
so  wird  also  im  erwahnten  besonderen  Falle  sowohl  A  zu  der  Ebene  an, 
als  a  zu  der  Ebene  s  senkrecht  sein,  und  daher  wird  A  zu  alien  Geraden 
a,  b,  c,  d,  ..,,  und  a  zu  alien  Geraden  A,  A15  A2,  A3,  ...  senkrecht 
sein,  weil  diese  Schaaren  Gerader  jenen  Ebenen  an,  e  parallel  sind.  Wird 
die  krumnae  Flache  unter  diesen  Umstanden  ,,gleichseitiges  hyper- 
bolisches  Paraboloid"  genannt,  so  folgen  also  fiir  sie  nachstehende 
besondere  Eigenschaften  und  Erzeugungsarten  (I,  1): 

1)  ^Beim  gleichseitigen  hyperbolischen  Paraboloid  sind 
a)  die  zwei  Systeme  Asymptotenebenen  zu  einander  recht- 
winklig; b)  eine  bestimmte  Gerade  aus  jeder  Schaar  Gerader 
ist  zu  alien  Geraden  der  anderen  Schaar  (und  zu  den  durch 


*)  Bei  dem  Grenzfalle,  wo  die  gegebene  Gerade  A  der  Ebene  des  Strahlbuschels  an 
parallel  wird  (sie  in  einem  unendlich  entfernten  Puncte  schneidet),  tritt  an  die  Stelle 
der  genannten  krummen  Flache  die  Parabel,  d.  h.  die  auf  die  angegebene  Art  be- 
stimmten  Geraden  (zweite  Schaar  Gerader) ,  nebst  der  gegebenen  Geraden  A ,  sind  die 
gesammten  Tangenten  einer  Parabel,  deren  Ebene  mit  der  Ebene  des  StrahMschels 
parallel  ist. 

**)  Das  synthetische  Hauptmerkmal,  wodurch  sich  die  gegenwartige  Flache  vom 
einfachen  Hyperbolo'id  unterscheidet,  besteht  namlich  darin,  dass  sie  zwei  unendlich 
entfernte  Gerade  enthalt;  sobald  daher  aus  irgend  welchen  Griinden  folgt,  dass  die  er- 
zeugte  krumme  Flache  eine  (oder  zwei)  unendlich  entfernte  Gerade  hat,  so  ist  daraus 
zu  schliessen,  dass  sie  nicht  mehr  das  allgemeine  einfache  Hyperboloidr  sondern  die 
oben  genannte  Flache  ist. 
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diese    gehenden    Asyinptotenebenen)    rechtwinklig."      Und    um- 
gekehrt: 

2)  ,,Wenn  bei  einern  hyperbolischen  Paraboloid  eine  Gerade 
aus    der    einen    Scliaar    zu    irgend    zwei   Geraden    der    anderen 
Schaar,    oder   zu   einer  Asymptotenebene,    rechtwinklig  ist,    so 
1st  es  ein  gleichseitiges." 

3)  ,,Das    gleichseitige    hyperbolische   Paraboloid   wird   be- 
stiinmt  und  erzeugt: 

a)  durch  irgend  zwei  projectivisch  ahnliche  Gerade,  sobald 
sie  im  Raume  in  solche   schiefe  Lage  gebracht  werden, 
dass  beide  zu  irgend  einem  und  demselben  Projections- 
strahl  rechtwinklig  sind; 

b)  durch  irgend  zwei  projectivische  Ebenenbuschel,   sobald 
sie    in   solche   schiefe  Lage   gebracht   werden,    dass    von 
den  zwei  entsprechenden  Ebenenpaaren,   welche  die  ent- 
sprechenden  rechten  Winkel  einschliessen  (§  30,  VI),  das 
eine  oder  andere  Paar  parallel  ist;   namlich   die  Durch- 
schnittslinie    des    anderen  Paares   ist   alsdann    eine    der 
genannten  Geraden  A,  a; 

c)  durch    zwei    projectivische    Ebenenbiischel,    wovon    der 
eine    aus  Parallelebenen  besteht,    auf  welchen   die  Axe 
des  anderen  senkrecht  steht;   namlich  diese  Axe  ist  als- 
dann eine  der  genannten  Geraden  A,  a; 

d)  1)  durch  irgend  drei  Gerade  A1?  A3,  A3,  wovon  keine  zwei 
in  einer  Ebene  liegen,  aber  die  irgend  eine  vierte  Gerade 
a   rechtwinklig   schneiden;    oder:    2)    durch   irgend   zwei 
Gerade,    die  nicht   in   einer  Ebene  liegen,    wenn  sie  als 
Gerade    derselben  Schaar  angesehen  werden,    und    zwar 
die  eine  als  eine  der  genannten  besonderen  Geraden  A,  a; 
namlich  eine  dritte  Gerade,  die  sich  so  bewegt,  dass  sie 
stets  jene  zwei  gegebenen  festen  Geraden  schneidet,  und 
zwar  zu  der  einen  stets  rechtwinklig  ist,   beschreibt  die 
genannte  Flache; 

e)  durch  irgend  zwei  Gerade,   die  nicht  in  einer  Ebene  lie- 
gen,   und  irgend  eine  Ebene,    welche  durch   eine  solche 
dritte  Gerade  geht,  die  der  Richtung  nach  zu  jenen  zwei 
Geraden   rechtwinklig   ist   (sie  kann  diese  auch    schneiden), 
wenn  jene   zwei   Geraden   als    einer  Schaar   angehorend 
und    die   Ebene    als   Asymptotenebene    angesehen    wird; 
namlich  alsdann  wird  eine  Gerade,    die  sich  so  bewegt, 
dass    sie   stets  jene  zwei  festen  Geraden  schneidet  und 
bestandig   jener    festen   Ebene    parallel    bleibt,    die   ge- 
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nannte  Flache  besclireiben  (die  Asymptotenebene  kann  iibri- 
gens  aucli  unter  folgenden  Bedingungen  gegeben  werden:  als 
Ebene,  welche  auf  irgend  einer  anderen,  die  den  beiden  Geraden 
parallel  ist,  rechtwinklig  steht;  oder  welche  solche  Lage  hat,  dass 
die  Ebenen  der  Neigungswinkel,  welche  die  zwei  Geraden  mit  ihr 
bilden,  parallel  sind); 

f)  durch  erne  Gerade  (A)  und  einen  ebenen  Strahlbuschel(an), 
die  projectiviscli  sind,  wovon  erstere  auf  der  Ebene  des 
letzteren  senkrecht  steht,  und  wenn  die  Gerade  als  der 
einen  Schaar  Gerader  angehorend  und  die  Stralilen  des 
Stralilbiischels  als  der  anderen  Schaar  Gerader  parallel 
angenommen  werden;  namlich  alsdann  wird  eine  Gerade, 
die  sich  so  bewegt,  dass  sie  stets  die  gegebene  feste 
Gerade  schneidet  und  in  jedem  Augenblick  denijenigen 
Strahl  des  Strahlbiischels  parallel  ist,  welcher  ihrem 
Durchschnittspunct  (in  Ansehung  der  projectivischen 
Beziehung)  entspricht,  die  oben  genannte  Flache  be- 
schreiben." 

53.  Andere  besondere  Falle  (§  52),  wobei  in  Hinsicht  der  Erzeugungs- 
art,  der  Gestalt  und  cler  Eigenschaften  der  durcji  projectrvische  Gebilde 
erzeugten  krummen  Flachen  eigenthumliche  Umstande  stattfinden,  sind 
folgende  : 

I.  Zunachst  mogen  einige  Eigenschafteu ,  deren  Eichtigkeit  sich  aus 
den  ersten  Elementen  der  Geometric  ergiebt,  vorangeschickt  werden.  Wenn 
man  namlich  in  einer  Ebene  zwei  beliebige  Strahlbiischel  25,  2^  betrachtet, 
so  fmdet  man,  dass  auf  jedem  Strahl  des  einen  ein  bestimmter  Strahl  des 
anderen  rechtwinklig  steht;  angenommen  es  seien  die  Strahlen-a,  b,  c, 
d,  . . .  des  Strahlbiischels  58  nach  der  Reihe  zu  den  Strahlen  a1?  b1?  c1? 
dj}  ...  des  Stralilbiischels  SSj  recht\\dnklig.  Die  Durchschnittspuncte  -  der 
zu  einander  rechtwinkligen  Strahlenpaare  liegen  in  einer  Kreislinie,  welche 
die  Gerade  SSS315  die  die  Mittelpuncte  der  Strahlbiischel  verbindet,  zum 
Dui'chniesser  hat.  Daher  sind  die  Strahlbiischel  in  Ansehung  der  zu  ein- 
ander rechtwinkligen  Strahlenpaare  projectivisch  (§  38,  HI).  Also: 

3,Irgend  zwei  ebene  Strahlbiischel  33,  3^,  die  in  einer  Ebene 
liegen,  sind  in  Ansehung  der  zu  einander  rechtwinkligen  Strah- 
len a,  b,  c,  d,  ...  und  a15  b13  c19  d1?  ...  projectivisch,  und  erzeugen 
einen  Kreis,  in  welchem  ihre  Mittelpuncte  die  Endpuncte  eines 
Durchmessers  sind"*). 


*)  Die  bekannte  Umkehrung  diesevS  Satzes  heisst: 

^Bewegt  sich  ein  rechter  Winkel  (aax)  in  einer  Ebene  so,  dass   seine 
Schenkel  a,  a!   stets   dxirch   irgend  zwei   feste  Ptincte  33,  IBi    gehen,   so 
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Mittelst  dieses  einfachen  Satzes  lasst  sieh  nun  leicht  zeigen,  class  bei 
zwei  ebenen  Strahlbiischeln  35,  35n  die  in  einem  Strahlbiischel  £>  liegen, 
und  bei  zwei  Ebenenbiischeln  A,  A3 ,  die  im  Raume  oder  in  einem  Strahl- 
biischel 5)  beliebig  liegen,  lihnliche  Satze  stattilnden,  aus  denen  sich 
mehrere  naerkwiirdige  Folgerungen  ziehen  lassen. 

II.  Man  denke  sich  zwei  Ebenenbiischel  A,  A1?  deren  Axen  beliebige 
gegenseitige  Lage  haben  (nur  nicht  der  Richtung  nach  zu  einander  recht- 
winklig sind),  so  wird  auf  jeder  Ebene  des  einen  Ebenenbuschels  irgend 
eine  bestimmte  Ebene  des  anderen  rechtwinklig  sein,  so  class  also  ihre 
Ebenen  paarweise  zu  einander  rechtwinklig  sind.  Angenommen  es  seien 
die  Ebenen  a,  p,  y,  8,  . . .  des  Ebenenbtischels  A  nach  der  Reihe  zu  den 
Ebenen  an  pn  yn  on  ...  des  Ebenenbuschels  A1  rechtwinklig,  und  die 
Durchschnittslinien  der  zu  einander  rechtwinkligen  Ebenenpaare  heissen 
nach  der  Reihe  a2 ,  b2 ,  c2 ,  d2 ,  ....  Man  denke  sich  ferner  irgend  eine 
Ebene  E,  welche  zu  der  Axe  des  einen  Ebenenbtischels,  etwa  zu  A,  recht- 
winklig ist,  so  wircl  dieselbe  die  Ebenenbiischel  A,  A,  in  zwei  ebenen 
Strahlbiischeln  S3,  SSj  schneiden,  deren  Mittelpuncte  S3,  25 1  namlich  in  den 
Axen  A,  A1?  und  deren  Strahlen  a,  b,  c;  . . .,  a1?  b,,  c19  ...  in  den  Ebenen 
ct,  p,  Y,  . . .,  «1?  pn  Y13  ...  liegen  (§  27,  II),  und  es  wird  die  Ebene  E  zu 
alien  Ebenen  a,  p,  y,  ...  rechtwinklig  sein,  weil  sie  es  zu  der  Axe  A  ist. 
Sodann  ist  klar,  class,  da  z.  B.  die  Ebenen  E,  aa  beide  zu  der  Ebene  a 
rechtwinklig  sind,  auch  ihre  Durchschnittslinie  aa  zu  derselben  recht- 
winklig ist,  und  dass  diese  soinit  auch  zu  der  Geraden  a  senkrecht  ist, 
weil  letztere  in  der  Ebene  a  liegt;  und  da  aus  gleichen  Grunden  folgt,  dass 
je  zwei  gleichnamige  Strahlen  der  Strahlbiischel  S3,  SSj,  also  b  und  b15 
c  und  c19  d  und  d^  u.  s.  w.  zu  einander  rechtwinklig  sind,  so  geht  also 
daraus  hervor:  a)  dass  die  Durchschnittspuncte  aller  dieser  Strahlenpaare 
in  einer  Kreislinie  liegen,  welche  die  Gerade  S33515  die  die  Mittelpuncte 
der  Strahlbiischel  33,  SSj  verbindet,  zum  Durchmesser  hat  (I) ;  woraus  denn 
weiter  folgt:  b)  dass  die  Strahlbiischel  SB,  SB1?  in  Ansehung  jener  StraMen- 
paare,  projectivisch  sind,  und  c)  dass  also  auch  die  Ebenenbiischel  A,  A1 
in  Ansehung  ihrer  zu  einander  rechtwinkligen  Ebenenpaare  a  und  a15  p 
und  p15  y  und  y1?  u.  s.  w.  projectivisch  sine!  (weil  sie  rait  jenen  Strahl- 
biischeln 35,  35j  perspectivisch  sind),  und  dass  sie  daher  d)  im  Allge- 
meinen  ein'besonderes,  einfaches  Hyperboloi'd  (§  51,  IV,  1),  oder  e)  wenn 
ihre  Axen  einander  schneiden,  einen  besonderen  Kegel  zweiten  Grades 
(§  38,  n)  erzeugen,  welches  oder  welcher  von  der  Ebene  E  in  clem  ge- 


durchlauft   sein  Scheitel  (a^)   eine  Kreislinie,   welche  den  Abstand  der 
festen  Puncte  von  einander  zum  Durchmesser  hat.tt 

Dieser  und  der  obige  Satz  sind  ubrigens  nur  besondere  Fiille  von  denjenigen  Satzen, 
die  man  unter  den  gleichen  Bedingungen  erhalt,  wenn,  anstatt  des  rechten  Winkels, 
irgend  ein  anderer  bestimmter  Winkel  angenommen  wird. 
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nannten  Kreise  (a)  geschnitten  wird,  dessen  Durckmesser  35  S^  zu  der 
Axe  A  senkrecht  1st  (well  diese  zu  E  es  ist),  so  dass  also  f)  dieser  Durch- 
raesser  S3S1  ein  gleichseitiges  hyperbolisches  Paraboloid  beschreibt  (§  52, 
II,  3,  d,  2),  wenn  die  Ebene  E  sich  selbst  parallel  fortbewegt  wird.  End- 
licli  folgt  noch,  g)  dass  der  Ebenenbuschel  A  und  der  ebene  Strahlbuschel 
33j  in  Ansehung  ihrer  zu  einander  senkrechten  Elementenpaare  a  und  a17 
J3  und  b1?  7  und  cu  u.  s.  w.  projectivisch  sind,  weil  beide  es  mit  dem 
ebenen  Strahlbuschel  35  sind;  oder  man  kann  offenbar  umgekehrt  be- 
haupten,  dass,  wenn  man  aus  irgend  einem  Punct  2^  Lothe  a13  b1?  c1?  ... 
auf  die  Ebenen  a,  p,  y,  ...  eines  beliebigen  Ebenenbiischels  A  fallt,  als- 
dann  alle  Lotlie  einen  ebenen  StraMbuschel  35j  bilden,  dessen  Ebene  E 
(oder  23J  zu  der  Axe  A  des  Ebenenbiischels  senkrecht  ist,  und  der  init 
diesena  Ebenenbiischel,  in  Ansehung  ilirer  zu  einander  rechtwinkligen  Ele- 
mentenpaare, projectmsch  ist,  und  zwar  dergestalt,  dass  je  zwei  ent- 
sprechende  Winkel,  me  etwa  (ab)  und  (a(3),  d.  h.  der  Winkel  irgend 
zweier  Strahlen  a,  b  und  der  Winkel  ihrer  entsprechenden  Ebenen  a,  p, 
gleich  sind  oder  zusainmen  zwei  Rechte  betragen. 
Es  ist  ferner  Folgendes  zu  bernerken: 

h)  Fallt  man  aus  einem  beliebigen  Puncte  S)  Lotlie  a,  b,  c,  . . . ;  ax , 
bn  cn  ...  auf  die  Ebenen  a,  p,  7,  .  . .;  an  pn  719  . . .  der  Ebenenbuschel 
A,  Aj,  so  bilden  dieselben  zwei  ebene  Strahlbuschel  S3,  SS1?  die  beziehlich 
mit  den  Ebenenbuscheln  A,  At  prqjectivisch  sind  (g),  sie  sind  folglich 
auch  unter  sich  projectiviscli,  und  zwar  dergestalt,  dass  je  zwei  ent- 
sprechende  Strahlen,  wie  etwa  a  und  a15  zu  eicander  rechtwinklig  sind, 
weil  diese  namlich  Lothe  auf  Ebenen  a  und  ccj  sind,  welche  auf  einander 
senkrecht  stehen  (g);  also  werden  die  Strahlbiischel  35,  S52  irn  Allgemeinen 
einen  Kegel  zweiten  Grades  erzeugen.  (Dasselbe  folgt  auch  dadurch,  dass, 
im  Falle  die  Axen  A,  Aj  sich  sclineiden  (e),  man  annimmt,  die  oben  ge- 
nannte  Ebene  E  gehe  durch  ihren  Durchschnittspunct,  welcher  2)  heissen 
mag,  stehe  auf  der  Axe  A  senkrecht  und  sclineide  den  anderen  Ebenen- 
buscliel Aj  in  einem  Strahlbuschel  95J5  so  dass  also  die  Strahlen  a1?  b1? 
c15  ...  des  letzteren  immerliin,  wie  bei  der  obigen  Betrachtung,  zu  den 
Ebenen  a,  p,  7,  ...  des  Ebenenbiischels  A  senkrecht  sind,  und  dass  man 
sich  ferner  durch  den  Punct  SD  eine  beliebige  andere  Ebene  denkt,  die 
den  Ebenenbuschel  A  in  einem  ebenen  Strahlbiischel  18  schneidet,  so 
werden  alsdann  die  Strahlen  a,  b,  c,  ...  des  letzteren  zu  den  Strahlen 
a-p  bn  c1?  ...  des  Strahlbiischels  35j  rechtwinklig  sein,  und  es  werden 
beide  Strahlbuschel  ffi,  2Sj,  in  Ansehung  ihrer  zu  einander  rechtwinkligen 
Strahlenpaare,  projectiviscli  sein,  weil  sie  es  mit  den  Ebenenbuscheln  A, 
Aj  sind  (§  30,  V),  und  folglich  werden  sie  einen  Kegel  zweiten  Grades 
erzeugen.)  i)  Werden  die  Strahlbuschel  25,  3^  (h)  durch  zwei  beliebige 
Gerade  A,  Ax  geschnitten,  so  werden  diese,  in  Ansehung  der  Puncte  a, 
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b,  c,  . . .;  a13  b1?  c]?  . . .,  in  welchen  sie  von  den  Strahlen  a,  b,  c,  . . .; 
a13  b13  c]7  ...  der  Strahlbiisehel  getroffen  werden,  project!  visch  sein  (well 
letztere  unter  sich  es  sind),  so  dass  also  je  zwei  entsprecliende  Puncte 
derselben,  wie  etwa  a  und  ai:  von  dem  Puncte  3)  aus  unter  einein  rechten 
Winkel  '(aai)  gesehen  werden,  und  so  dass,  im  Falle  die  Geraden  nicht 
in  einer  Ebenen  liegen,  sie  ein  einfaches  Hyperboloi'd  (§  51,  IV,  1),  und 
ini  Falle,  wo  sie  in  einer  Ebene  liegen,  einen  Kegelschnitt  erzeugen. 
Aus  dieser  Betrachtung  fliesst  nachstehende  Reihe  von  Satzen: 

1)  ,,Zwei  Ebenenbiischel  A,   A1?    deren  Axen  nicht  in  einer 
Ebene  liegen,    sind  in  Anseliung  ihrer  zu  einander  rechtwink- 
ligen  Ebenenpaare    a  und  a15    [3  und  (31?    7  und  y19  u.  s.  w.    projec- 
tivisch  (c)  und  erzeugen  also  ein  besonderes  einfaches  Hyper- 
boloi'd,  welches  von  jeder  Ebene,   die  zu  der  Axe  des  einen  oder 
anderen   Ebenenbuschels    senkrecht    ist,    in    einem   Kreise    ge- 
schnitten  wird,  von  welchem  die  Endpuncte  eines  Durchmessers 
in  jenenAxen  liegen,  und  wo  alle  solche  Durchmesser,  bei  dem 
einen  oder  anderen  System  von  Kreisen,  in  einein  gleichseitigen 
hyperbolischen  Paraboloid  liegen."     Oder: 

2)  ,3Drehen  sich  die  Seitenflachen  a,  Oj  eines  rechten  Flachen- 
winkels  (aaj  um  irgend  zwei  feste  Gerade  (Axen)  A,  A15  die  nicht 
in  einer  Ebene  liegen,  so  beschreibt  die  Kante  a2  desselben  ein 
besonderes  einfaches  Hyperboloi'd,  welches  durch  die  zwei  festen 
Geraden   geht  und    ausserdern  die  Eigenschaft  hat,    dass  es  von 
jeder  Ebene  E,  die  zu  der  einen  oder  anderen  Geraden  senkrecht 
ist,  in  einein  Kreise  geschnitten  wird,  dass  die  Endpuncte  eines 
Durchmessers  dieses  Kreises  in  jenen  Geraden  liegen,  und  dass 
alle   solche  Durchmesser   des   einen  oder  anderen  Systems  von 
Kreisen,   fur   sich   genoininen,   in    eineni    gleichseitigen   hyper- 
bolischen Paraboloid  liegen"*). 

3)    ,,Zwei    ebene    Strahlbu-  3)  ?)Zwei  Ebenenbiischel  A, 

schelSS,  SS17  die  in  einem  Strahl-  A15  die  in  einem  Strahlbiisehel 

biischel  £)  liegen  (h),    sind  in  2)   liegen,    sind    in   Ansehung 

Ansehung    ihrer    zu    einander  ihrer  zu   einander  rechtwink- 

rechtwinkligen    Strahlenpaare  ligen     Ebenenpaare     projecti- 

projectivisch ,     und    erzeugen  visch,  und  erzeugen  also  einen 

also    einen   besonderen  Kegel  besonderen  Kegel  zweiten  Gra- 

zweiten  Grades,  dessen  Mittel-  des,    dessen  Mittelpunct  in  S) 


*)  Den  ersten  Theil  dieses  Satzes  hat  Binet  zuerst  bewiesen,  im  zweiten  Bande 
S.  71  der  Correspondence  sur  VEcole  impfriale  Poll/technique.  Als  ich  im  Journal  fur 
Mathematik  II.  Bd.  den  Satz  zuin  beweisen  vorlegte,  sind  durch  ein  Verseheii  einige 
Eigenschaften  weggelassen  worden.  (Cf.  S.  162  dieser  Ausgabe.) 

Steiner's  Werke.    I.  25 
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punct  in  S)  liegt,  und  der  die 
Ebenen  cler  Strahlbuschel  35,  S^ 
in  denjenigen  Strahlen  berthrt, 
welche  zu  ihrer  Durchschnitts- 
linie  senkrecht  sincl,  in  der 
offenbar  dieihnen  entsprechen- 
den  Strahlen  vereinigt  sein 
mfissen  (§  38,  H).« 


liegt,  und  weleher  von  jeder 
Ebene  E,  die  zu  der  Axe  des 
einen  oder  anderen  Ebenen- 
biischels  senkrecht  ist,  in  ei- 
nera  Kreise  gesclinitten  wird, 
von  welchem  die  Endpuncte 
eines  Durchmessers  jedesmal 
in  jenen  zwei  Axen  liegen." 


Oder: 


4)  ,,Bewegtsich  ein  rechter 
Flachenwinkel  (aaj  so,  dass 
seine  Ebenen  a,  cq  stets  durch 
irgend  zwei  feste,  sich  in  einern 
Puncte  £)  schneidende  Gerade 
A,  Aj  gehen,  so  beschreibt  seine 
Kante  einen  bestimmten  be- 
sonderen Kegel  zweiten  Gra- 
des, dessen  Mittelpunct  jener 
Durchschnittspunct  2)  ist,  und 
weleher  von  jeder  Ebene  E,  die 
zu  der  einen  oder  anderen  je- 
ner festen  Geraden  senkrecht 
ist,  in  einem  Kreise  geschnitten 
wird,  von  welchem  die  End- 
puncte eines  Durchmessers  in 
diesen  Geraden  liegen"*). 
Oder  die  letzteren  Satze  (3)  und  (4)  lassen  sich,  zufolge  §  34  und 

§  48,  wie  folgt,  in  spharische  Satze  iibertragen: 

5)    5,Irgend     zwei     Haupt-  5)  ,,Irgend   zwei   Strahlbu- 

kreise  H,  Hj  einer  Kugelflache       schel  33,  2^   auf  einer  Kugel- 

sind  in  Ansehung  ihrer  Puncte- 

paare,  die  um  einen  Quadran- 

ten  von  einander  entfernt  sind, 

projectivisch,     und    erzeugen 

also  einen  besonderen  sphari- 

schen  Kegelschnitt,    der  jene 

Hauptkreise     in     denjenigen 

Puncten    beruhrt,    welche  um 


4)  ,,Dreht  sich  ein  reciter 
Winkel  (aaj  so  um  seinen 
festen  Scheitelpunct  SD,  der  in 
der  Durchschnittslinie  irgend 
zweier  festen  Ebenen  J5,  El 
liegt,  dass  sich  seine  Schenkel 
a,  aj  stets  in  diesen  Ebenen  be- 
finden,  so  beriihrt  seine  Ebene 
bestiindig  einen  bestimmten 
besonderen  Kegel  zweiten  Gra- 
des, dessen  Mittelpu.net  jener 
feste  Sckeitel  S)  ist,  und  wel- 
clierdie  zwei  festen  Ebenen  in 
denjenigen  Geraden  beriihrt, 
die  zu  ihrer  gegenseitigen 
Durchsclinittslmie  senkrecht 


einen   Quadranten    von   ihren 


flache  sind  in  Ansehung  ihrer 
zu  einander  rechtwinkligen 
Strahlenpaare  projectivisch, 
und  erzeugen  also  einen  be- 
sonderen spharischen  Kegel- 
schnitt, der  (lurch  die  MitteL- 
puncte  23,  33a  der  Strahlbuschel 
geht,  und  dessen  Tangenten 
in  diesen  Puncten  zu  dem 


*)  Diesen  Satz  scheint  Hachette  zuerst  bewiesen  zu  haben.  Correspondence  sur  I'Ecole 
Polytechnique  torn.  I,  p.  179. 
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gegenseitigen     Durchschnitts-        durch  diese   gehenden  Haupt- 
puncten  abstehen."  kreise  2SSSj  rechtwinklig  sind." 

Oder: 


6)  ,,Bewegt  sich  ein  Qua- 
drant aax  auf  einer  Kugelflache 
so,  dass  seine  Endpuncte  a,  a^ 
stets  in  irgend  zwei  festen 
Hauptkreisen  H,  Hj  liegen,  so 
beruhrt  er  bestandig  einen  be- 
stiminten  spharischen  Kegel- 
schnitt,  der  auch  die  festen 
Hauptkreise  beruhrt,  und  zwar 
in  denjenigen  Puncten,  welche 
in  der  Mitte  zwischen  ihren 
gegenseitigen  Durchschnitts- 
puncten  liegen."  Oder:  wlst 
der  Winkel  an  der  Spitze  eines 
spharischen  Dreiecks  der 
Grosse  und  Lage  nach  gegeben, 
und  ist  die  Grundlinie  dessel- 
ben  ein  Quadrant,  so  beruhrt 
diese  in  alien  ihren  verschie- 
denen  Lagen  stets  einen  be- 
stimmten  spharischen  Kegel- 
schnitt,  der  die  Schenkel  des 
festen  Winkels  in  denjenigen 
Puncten  beruhrt,  welche  yom 
Scheitel  des  Winkels  urn  den 
Quadranten  entfernt  sind." 

Es  folgt  weiter  (i): 

7)  ,,Irgend  zwei  Gerade  A,  A1  im  Raume  sind  in  Ansehung 
ihrer  Punctepaare,  welche  Yon  irgend  einem  beliebigen  Puncte 
3D   aus  unter  rechten  Winkeln  gesehen  werden,    d.  h.  nach  wel- 
chen   von  diesem  Puncte   aus  Strahlenpaare  gehen,    die  zu  ein- 
ander    rechtwinklig    sind,    projectivisch,    so    dass    die    Schaar 
Gerader,  welche  jene  Punctepaare  verbinden,  in  einem  einfachen 
Hyperboloid  liegen,    und   dass  die  Ebenen  aller  jener  rechten 
Winkel   einen  Kegel   zweiten  Grades   beruhren,    dessen  Mittel- 
punct  in  dem  genannten  Puncte  2)  liegt  (§  50)."     Oder: 

8)  ?,Bewegt    sich    ein   rechter  Winkel   (aaj   so   um   seinen 
Scheitel,  der  in  irgend  einem  festen  Puncte  3)  liegt,  dass  seine 

25* 


6)  5,Bewegt  sich  ein  spha- 
rischer  rechter  Winkel  (aaa) 
so,  dass  seine  Schenkel  a,  ax 
stets  durch  irgend  zwei  feste 
Puncte  33,  S3t  gehen,  so  durch- 
lauft  sein  Scheitelpunct  (aaj) 
einen  bestimmten  spharischen 
Kegelschnitt,  der  durch  die 
festen  Puncte  geht,  und  dessen 
Tangenten  in  diesen  Puncten 
auf  dem  durch  dieselben  ge- 
henden Hauptkreise  senkrecht 
sind."  Oder:  ,,Ist  die  Grund- 
linie eines  spharischen  Drei- 
ecks der  Grosse  und  Lage  nach 
gegeben,  und  ist  der  Winkel 
an  der  Spitze  desselben  ein 
rechter,  so  ist  der  Ort  dieser 
Spitze  ein  bestimmter  spha- 
rischer  Kegelschnitt,  welcher 
durch  die  Endpuncte  der  festen 
Grundlinie  geht,  und  dessen 
Tangenten  in  diesen  Puncten 
zu  der  Grundlinie  senkrecht 
sind." 
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Schenkel  a,  a,,  stets  irgend  zwei  feste  Gerade  A,  Ap  die  nicht 
in  einer  Ebene  liegen,  schneiden,  so  beschreibt  die  Gerade, 
welche  durcli  die  jedesmaligen  beiden  Durchschnittspuncte  geht, 
ein  einfaches  Hyperboloi'd,  in  welchem  auch  die  zwei  festen 
Geraden  liegen,  und  so  beruhrt  die  Ebene  des  bewegten  Winkels 
stets  einen  bestimmten  Kegel  zweiten  Grades,  dessen  Mittel- 
punct  jener  feste  Punct  ©  ist,  und  welcher  auch  von  den  zwei 
festen  Geraden  A,  At  beruhrt  wird"*). 

9)  ,,Wenn  bei  den  beiden  letzten  Satzen  (7  und  8)  alle  Be- 
dingungen  dieselben  bleiben,  nur  dass  die  gegebenen  festen 
Geraden  A,  A,  in  einer  Ebene  E  liegen  sollen,  so  bleiben  auch 
die  Folgerungen  die.  narnlichen,  ausser  dass  alsdann  an  die 
Stelledes  einfachenHyperboloi'ds  irgend  ein  Kegelsclinitt  tritt, 
der  dtirch  die  Geraden  erzeugt  wird,  also  in  ihrer  Ebene  liegt, 
und  durcli  welclien  der  genannte  Kegel  2)  geht."  ,,Und  wenn 
ferner  insbesonclere  der  feste  Punct  3)  so  liegt,  dass  der  Strahl, 
welcher  ihn  mit  dem  Durchschnittspuncte  der  festen  Geraden 
A,  At  verbindet,  zu  den  beiden  letzteren  senkrecht  ist,  so  ist 
alsdann  der  genannte  Kegelschnitt  eine  Hyperbel,  welche  die 
Geraden  A,  Ax  zu  Asymptoten  hat.cc  Die  Richtigkeit  des  letzten 
Falles  folgt,  wie  raan  leicht  bemerken  wird,  daraus,  dass  die  unendlich 


*)  Poncelet  hat  diesen  Satz  zuerst  bekannt  gemacht,  in  einem  Hemoir03  welches  er 
der  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Paris  vorlegte.  Er  folgerte  ihn  aus  dem  obigen 
Satze  von  Binet  (2).  Die  Satze  7)  und  8)  sind  namlich,  auch  zufolge  der  gegenwar- 
tigea  Entwickelung,  als  Gegensatze  der  Satze  1)  und  2)  anzusehen,  und  hatten  als 
solche  nebeiL  diese  gestellt  werden  konnen.  So  liessen  sich  z.  B.  die  Satze  2)  und  8), 
einandor  entgegengesetat,  wie  folgt,  aussprechen: 

^Bewegt   sich  ein  rechtwinkli-  ;,Be-wegt    sich    ein    yeranderli- 

ger  dreiflachlger  Korperwinkel  ches  rechtwinkliges  Dreieck  aa^ 
b^E  so,  dass  die  Hypotenusen-  so,  dass  der  Scheitel  S>  des  rechten 
Plache  E  stets  in  einer  festen  Ebene  Winkels  stets  in  einem  festen 
Kbleibt,  wahrend  die  zwei  ubrigen  Puncte  £>  bleibt,  wahrend  die  zwei 
Seitenflachen  cc,  «j  sich  um  irgend  ubrigen  Ecken  a,  aj.  sich  langs  ir- 
zvei  feste  Grerade  A,  AI  drehen,  so  gend  zwei  festen  (3-eraden  A,  A3  fort- 
beschreibt  die  Kante  a3  dos  rechten  beweg-en,  so  beschreibt  die  Hypo- 
Winkels  (cccci)  ein  einfaches  Hyper-  tenuse  a«j  ein  einfaches  Hyperbo- 
boloid,  in  welchem  auch  die  zwei  lo'id,  in  welchem  auch  die  zwei 
festen  Geraden  A,  AI  liegen,  und  festen  Geraden  A,  A!  liegen,  und 
so  durehlauft  der  Scheitel  des  so  bewegt  sich  dieEbene  desDrei- 
Korperwinkels  einen  bestimmten  ecks  als  Beruhrungsebene  cines 
Kegelschnitt,  namlich  den  gegen-  bestimmten  Kegels  zweiten  Gra- 
seitigen  Durchschnitt  der  festen  des,  nanilich  des  Beruhrungskegels 
Ebene  E  und  des  Hyperboloi'ds."  aus  dem  Puncte  SD  an  das  Hyper- 

bo  lo'id.K 
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entfernten  Puncte  der  Geraden  A,  Al  -tfffenbar  den  in  ilirem  gegenseitigen 
Durchschnitto  veroinigtcn  Puncten  ontsprechen  (§  40,  I).  Audi  kann 
dieser  Fall  dadurch  aas  dem  obigen  Satze  (4,  links)  gefolgert  wercleu,  class 
man  die  dort  genannten  Ebenen  J5,  Bi  durch  eine  solche  dritte  Ebene  E 
schneidet,  welche  zu  ihrer  Durchschnittslinie  senkrecht  ist,  imd  welche 
mithin  mit  denjenigen  beiden  Strahlen,  in  welchen  jene  Ebenen  von  clem 
daselbst  genannten  Kegel  £)  beriihrt  werden,  parallel  ist  (§  36,  III). 

10)  aSteht  die  Axe  eines  Ebenenbiischels  A  auf  der  Ebene 
eines  ebenen  Strahlbtischels  ?&1  senkrecht,  so  sind  beide  Gebilde 
in  Ansehung  ihr&r  zu  einander  rechtwinkligen  Elementenpaare 
projectivisch  (g)  und  erzeugen  einen  Kreis,  welcher  in  der  Ebene 
cles  Strahlbuschels  liegt   und  den   Abstand  cles  Punctes  SB,    in 
welchem   jene  Axe  A  diese  Ebene  trifft,    vom  Mittelpuncte  Sj 
cles  Strahlbiiscliels  zum  Durchmesser  liat" 

Da  durch  drei  Paar  entsprecliende  Elemente  die  projectivische  Be- 
ziehung  zweier  Gebilde  bestimmt  ist,  so  folgen  aus  den  obigen  Satzen 
(1,  3,  5,  7  und  10),  durch  Umkehrung,  die  nachstehenden: 

11)  a)   aSobald  bei  zwei  projectivischen  Gebilden  —  seien 
es   1)  zwei  Ebenenbiischel   A,  A,,    deren  Axen  in  einer  Ebene 
liegenmogen(3)  oderniclit  (1);  oder  2)  zwei  ebene  Strahlbiischel 
25,  SBj,  die  in  einer  Ebene  E  (I)  oder  in  einem  Strahlbuschel  S 
(3)  liegen;    oder  3)  zwei  spliarische  Hauptkreise  H?  El  (5);    oder 
4)  zwei  spliarische  Strahlbiischel  29,  2^  (5);   oder  endlich  5)  ein 
Ebenenbiischel  A  und  ein  ebener  Strahlbiischel  3^  (10)  —  irgend 
drei   entsprechende  Elementenpaare   zu   einauder  rechtwinklig 
sind,  so  sind  je  zwei  der  iibrigen  entsprechenden  Elemente  eben- 
falls  zu  einander  rechtwinklig;"    und:  b)  ,,Sobald   bei  zwei  pro- 
jectivischen  Geraden  A,   At  (7)  irgend  drei  Paar  entsprechende 
Puncte  von  irgend  einem  Puncte  3)  aus  unter  rechten  Winkeln 
gesehen   werden,    so   findet   fur   jedes    der   iibrigen  Paare    ent- 
sprechencler  Puncte  ein  Gleiches  statia 

Und  daraus  folgt  weiter: 

12)  a)    wBei   zwei    beliebig   liegenden   projectivischen    Ge- 
bilden —  von  der  Art,  wie  sie  so  ebon  genannt  worden  (11,  a), 
ausgenommen  der  fnnfte  Fall  —  sind  im  Allgemeinen  und  hoch- 
stens  uur  zwei  Paar  entsprechende  Elemente  zu  einander  recht- 
winklig, namlich  es  sind  entweder  zwei,  oder  nur  ein,  oder  gar 
kein  Paar  zu  einander  rechtwinklig,   eben  so,  wie  bei  zwei  pro- 
jectivischen Gebilden,    wenn  sie  in    oder   auf  einander  liegen, 
entsprechende  Elementenpaare  zusanimenfallen;"    und:   b)  »Bei 
zwei  beliebig  liegenden  projectivischen  Geraden  A,  Ax  werden 
von  irgend   einem  beliebigen  Puncte  aus  gleicherweise   entwe- 
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cler  zwei  oder  nur  ein,  oder  gar  kein  Paar  entsprechende 
Puncte  unter  rechten  Winkeln  gesehen."  Und  zwar  sind  die  er- 
wahnten  Elementenpaare,  wie  folgt,  leicht  zu  finden.  Sincl  z.  B.  zwei  be- 
licbig  liegende  projectivische  Ebenenbuschel  A,  A1  gegeben,  so  denke  man 
sich  einen  solchen  dritten  Ebenenbtischel  A3,  der  mit  A1  einerlei  Axe  hat, 
mid  der  mit  A  in  Ansehung  ihrer  zu  einander  rechtwinkligen  Ebenenpaare 
projectivisch  ist  (1),  so  sind  alsdann  auch  Al  und  A2  projectivisch,  uncl 
so  viele  entsprechende  Elementenpaare  der  letzteren  zusammenfallen,  eben 
so  viele  entsprechende  Elementenpaare  von  A,  A1  miissen  offenbar  zu 
einander  rechtwinklig  sein;  die  vereinigten  entsprechenden  Elementenpaare 
von  A1?  A3  werden  aber  nach  §31,  HI  gefunden.  Bei  den  iibrigen 
Paaren  von  Gebilden  ist  die  Losung  ahnlich. 

Die  obigen  Satze  (2,  4  und  6)  konnen  unter  anderen  in  folgende 
Grenzfalle  ubergehen: 

13)  ,,Wenn  namlich  in  (2)  und  in  (4)  die  gegebenen  festen 
Geraden  A,  Az  zu  einander  rechtwinklig  sind  (bei  (2)  der  Rich- 
tung  nach),  so  treten  offenbar  an  die  Stelle  sowohl  des  ein- 
fachen  Hyperboloids  (2),  als  des  Kegels  (4)  zwei  Ebenen,  wo- 
von  jede  durch  eine  der  beiden  festen  Geraden  geht  und  zu 
der  jedesmaligen  anderen  senkrecht  ist,  und  die  daher  auch 
zu  einander  senkrecht  sind;  d.  h.  sollen  die  Seitenflachen  a,  ^ 
eines  rechten  Flachenwinkels  (ao^)  durch  jene  zwei  zu  einander 
rechtwinkligen  festen  Geraden  A,  A1  gehen,  so  ist  der  Ort  seiner 
Kantea2  auf  die  zwei  genannten  Ebenen  beschrankt.  Und  wenn 
(in  4  links)  die  gegebenen  festen  Ebenen  5,  B1  zu  einander 
rechtwinklig  sind,  so  reducirt  sich  der  daselbst  genannte  Kegel 
auf  diejeaigen  Geraden,  in  welchen  er  zuvor  jene  Ebenen  be- 
rlihrte,  oder  vielmehr  geht  die  Kegelflache  in  die  Flache  des 
durch  diese  Geraden  eingeschlossenen  Winkels  iiber;  denn  als- 
dann ist  jede  von  diesen  zwei  genannten  Geraden  zu  alien  Ge- 
raden in  der  anderen  Ebene  senkrecht  Aehnliches  folgt  fiir  die 
spharischen  Satze  (6)." 

14)  ,,Zwei  gegebene  projectivische  Gebilde,  namlich  ent- 
weder  a)  zwei  Ebenenbuschel  A,  A15  oder  (3)  zwei  ebene  Strahl- 
biischel  33,  S515  so  zu  legen,  class  ihre  entsprechenden  Elementen- 
paare zu  einander  rechtwinklig  sind;  und  ferner:  y)  wenn  zwei 
projectivische  Gerade  A3  A:  in  beliebiger  schiefer  Lage  im  Raume 
gegeben  sind,  denjenigen  Punct  S)  zu  finden,  von  welchem  aus 
ihre  entsprechenden  Punctepaare  unter  rechten  Winkeln  ge- 
sehen  werden." 

Auflosung.  a)  Man  halte  den  einen  Ebenenbuschel,  etwa  A,  in 
seiner  gegebenen  Lage  fest  und  falle  aus  einem  beliebigen  Puncte  SB, 
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Lothe  auf  seine  Ebenen,  so  dass  em  ebener  Strahlbuschel  33,  entsteht, 
welcher  mit  dem  Ebcnenbuschel  A  (10),  imd  mithin  auch  mit  dem  Ebenen- 
biischel  An  prqjectiviscli  1st.  Sodann  koinmt  es  nur  darauf  an,  den 
Ebenenbuschel  A1  so  zu  legen,  class  er  mit  dem  festen  Strahlbiischel  S31 
perspectivisch  ist.  Man  suclie  zu  diesem  Endzweck  die  Schenkel  sp  tj 
imd  Seitenflachen  a19  TJ  der  entsprechenden  rechten  Winkel  der  beiden 
Gebilde  231?  At  (§  30,  VI).  Da  die  Stralilen  s15  t1?  der  Voraussetzung 
gemass,  fest  sind,  so  ist  der  Ort  der  Kante  A}  des  rechten  Flachenwinkels 
fox,),  wenn  seine  Flachen  durch  jene  Strahlen  gehen  sollen,  auf  diejenigen 
zwei  Ebenen  S,  T  beschrankt,  welche  durch  sn  tj  gehen  nnd  beziehlich 
zu  t17  sl  senkrecht  sind  (13).  Sind  ferner  a1?  (^  irgend  zwei  andere  zu 
einander  rechtwinklige  Ebenen  des  Ebenenbiischels  A15  und  sind  a1?  b, 
die  ihnen  entsprechenden  Strahlen  iin  Strahlbuschel  3Sn  so  ist  der  Ort  der 
Kante  A,  cles  rechten  Flachenwinkels  (aji),  wenn  seine  Flachen  durch  jene 
Strahlen  gehen  sollen,  auf  erne  besonclere  Kegelflache  K  zweiten  Grades 
beschrankt  (4),  welche  durch  die  Strahlen  aI?  b1  geht,  und  die  daher  notli- 
wendiger  Weise  von  der  einen  oder  anderen  der  vorigen  Ortsebenen  S,  T 
in  irgend  zwei  Strahlen  A',,  A'/  geschnitten  wird,  in  clenen  allein  die 
Kanten  der  zwei  genannten  Flachenwinkel  (c^tj,  (a^,)  zusammentreffen 
konnen,  und  in  denen  folglich  allein  die  Axe  Ax  liegen  kann,  mn  der 
Aufgabe  zu  geniigen,  cl.  h.  damit  der  Ebenenbiischel  AJ  mit  dem  festen 
Strahlbuschel  SSj  perspectivisch  sei.  Um  die  genannten  Strahlen  A'J5  A'/ 
in  der  That  zu  flnden,  kann  man  danach  z.  B.,  wie  folgt,  verfahren.  Es 
stelle  (Fig.  51)  das  Papier  die  Ebene  des  Strahlbiischels  3Sj  vor,  wo  man 
sich  also  die  Ebenen  S,  T  durch  die  Strahlen  s,,  tj  und  senkrecht  auf 
jener  Ebene  zu  denken  hat.  Da  die  genannten  zwei  rechtwinkligen  Ebenen- 
paare  ^  und  TI?  ax  und  (^  des  Ebenenbiischels  Aj  nothwendiger  Weise 
abwechselnd  auf  einander  folgen,  etwa  in  der  Ordnung  a,,  a19  TI?  pn  so 
miissen  auch  die  ihnen  entsprechenden  Strahlenpaare  sl  und  tn  ai  und  bj 
im  Strahlbuschel  33j  abwechselnd  auf  einander  folgen,  und  zwar  nach  der 
Ordnung  sn  an  t1?  \  (§  29,  II).  Da  ferner  der  genannte  Kegel  K  von 
jeder  Ebene  E,  welche  zu  einem  der  zwei  Strahlen  a13  bj  senkrecht  ist, 
in  einem.  Kreise  geschnitten  wird,  wovon  die  Endpuncte  eines  Durchmessers 
in  diesen  Strahlen  liegen  (4  rechts),  so  ist  also  jede  Gerade  ab,  die  man 
zwischen  diesen  Strahlen  und  z.  B.  auf  at  senkrecht  zieht,  ein  solcher 
Durchmesser,  der  nothwendiger  Weise  jedesmal  einen  der  zwei  aaderen 
Strahlen  s17  ti;  hier  tl5  schneiden  muss;  liber  diesem  Durchmesser  be- 
schreibe  man  sofort  in  der  zugehorigen  Ebene  E,  welche  die  Ebene  T 
in  einer  Geraden  a',  a'/  schneidet,  den  genannten  Kreis,  so  wird  dieser 
jener  Geraden  a', a'/  in  zwei  Puncten  a',,  a7,'  begegnen,  durch  welche  die 
verlangten  Strahlen  A',,  A'/  gehen.  (Man  konnte  tibrigens  auch  fiber  dem- 
selben  Durchmesser  in  der  Ebene  der  Figur  einen  Kreis  beschreiben,  und 
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liier  die  Lange  cler  Abschnitte  a^t,  a'/t,  so  wie  die  Winkel,  welche  die 
Strahlcn  A',,  A'/  mit  clem  Strahle  t}  einschliossen,  odor  mit  einem  Wort, 
die  Dreiecke  a'jtSn  a'/t  35 1  Baden,  wie  leicht  zu  sehen  ist).  Hat  man 
auf  vorstehende  •  Weise  zwei  bestiminte  Lagen  A't,  A'/  fiir  die  Axe  Ax 
gef unden,  so  kennt  man  zugleich  alle  nioglichen  Lagen  derselben,  indem 
sie  aus  jenen  dadurch,  und  nur  dadurcli,  in  andere,  ihr  zukoinmende, 
Lagen  tibergehen  kann,  dass  sie  mit  sich  selbst  parallel  fortbewegt  wird. 
Es  ist  dalier,  wenn  die  Lage  der  Axe  A  irgendwo  fest  angenommen  wird, 
die  Lage,  oder  der  Ort  der  Axe  Aa  nicht  beschrankt,  sondern  nur  ilire 
Rlchtung,  und  zwar  ist  diese  auf  nur  zwei  bestimrnte  Richtungen  A'l3 
A'/  beschrankt.  Die  Axe  Aj  kann  daher  auch  in  solclie  Lage  gebracht 
werden,  wo  sie  jene  andere  Axe  schneidet,  und  wo  alsdann  die  Stralil- 
bxischel  A,  Aj  den  mehrerwahnten  besonderen  Kegel  erzeugen.  —  Wenn 
insbesondere  die  gegebenen  Ebenenbuschel  A,  Aj  gleich  sind?  so  fallen, 
wie  leiclit  zn  sehen,  die  zwei  Strahlen  A',,  A'/  in  einen  einzigen  zu- 
sammen,  welder  zu  der  Ebene  des  Strahlbuschels  SSj  senkrecht  ist,  so 
dass  alsdann  die  Axen  A,  At  der  Ebenenbiischel  parallel  werden,  und  wo 
alsdann  letztere  den  sogenannten  geraden  Cylinder  erzeugen. 

P)  Aus  den  obigen  Satzen  (3  und  45  links)  folgt  zuvorderst,  dass, 
imi  die  gegebenen  Strahlbiischel  SS,  ^  in  die  verlangte  Lage  zu  bringen, 
von  den  Sehenkeln  ihrer  entsprechenden  rechten  Winkel  (st),  (s^J  (§  9,  II) 
zwei  ungleichnamige,  also  entweder  s  und  ti?  oder  t  und  sI?  vereinigt 
werclen  miissen,  1st  dieses  geschehen,  und  zwar  so,  dass  zugleich  die 
Mittolpuncte  der  Strahlbtischel  zusammenfallen  (in  2)),  so  ist  sofort  nur 
nocli  notliig,  den  letzteren  solclie  Lage  zu  geben,  d.  h.  ilire  Ebenen  so 
gegen  einander  zu  neigen,  class  irgend  ein  Paar  andere  entsprechencle 
Strahlen  derselben,  etwa  a  und  aj,  zu  einander  rechtwinklig  sind,  deim 
alsdann  sind  drei  Paar  entsprechende  Strahlen  s  und  sn  t  und  t15  a  und 
at  zu  einander  rechtwinklig,  und  folglich  die  Aufgabe  gelost  (11).  Allein 
bei  genauer  Untersuchung  dieses  Verfahrens  gewahrt  man  bald,  class  von 
jenen  ungleichnaanigon  Strahlenpaaren  nicht  jedes,  sondern  nur  eins  von 
beiden,  vereinigt  werclen  darf,  und  zwar  verhalt  es  sich  damit,  wie  folgt: 

Yon  de$  zwei  Winkelsummen  (as)-f-(a1tj)  und  (at)-h(a1s])  ist  nam- 
licli  im  Allgemeinen  die  eine  grosser  uncl  die  andere  kleiner  als  ein 
rechter  Winkel,  well  beicle  Summen  zusainmen  zwei  Rechte  betragen ;  die- 
jenige  Sumnie  nun,  welche  grosser  ist,  enthalt  jedesmal  die  zwei  Strahlen, 
welche  allein  vereinigt  werden  diirfen.  Durch  die  wirkliche  Auflosung 
wird  dies,  wie  folgt,  klar  dargethan..  Es  sei  z.  B.  die  Summe  (at)+(als1)>B, 
so  lege  man  die  Strahlbiischel  so,  dass  sowohl  ihre  Mittelpuncte  S,  35j, 
als  auch  die  Strahlen  t  uad  sl  vereinigt  sind.  Wird  sodann  die  Lage 
des  einen  Strahlbuschels,  etwa  die  des  35,  als  fest  angenommen  (Pig.  52), 
so  kann  der  andere  29 x  seine  Lage  nur  noch  dadurch  andern,  dass  er  sich 
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um  den  geineinschaftlichen  fcston  Strahl  t(sj  heruinbewegt,  wobei  der 
Strahl  aj  offenbar  einen  (geraden)  Kegel  zweiten  Grades  beschreibt;  es 
soil  aber  diejenige  Lage  dieses  Straliles  gefdnden  werden,  wo  er  zu  seine m 
entsprechenden  StraMe  a  rechtwinklig  ist,  fiir  diesen  Fall  muss  er  also 
atich  in  der  Ebene  E  liegen,  welche  im  Puncte  25  auf  dem  Strahle  a 
senkrecht  steht,  und  die  also  durch  den  zu  a  rechtwinkligen  Strahl  e 
geht,  folglich  konnen  nur  diejcnigen  zwei  Stralilen  a7,,  a'/,  in  welclien 
diese  Ebene  E  jenen  Kegel  schneidet,  die  gesuchte  Lage  des  Strahles  a} 
darstellen,  wodurch  sofort  auch  die  Lage  des  Strahlbiischels  SB13  in  der 
dieser  allein  der  Aufgabe  gentigt,  best-immt  ist.  Wie  die  Strahl  en  a'n  a'/ 
in  der  That  zu  construiren  sind,  ist  nach  diesen  Angaben  leiclit  zu 
sehen.  Auch  sieht  man  jetzt,  warum  die  Auflosung  unmoglich  wire],  wenn 
(at)-(-(a1s1)<R  ist,  weil  namlich  alsdann  Winkel  (a1s1)<<(et),  so  class 
folglich  die  Ebene  E  den  durch  ax  beschriebenen  Kegel  nicht  in  zwei 
Strahlen  sclineiden  kann.  —  Wenn  insbesondere  die  Strahlbuschel  33,  35t 
glcich  sind,  so  beruhrt  die  Ebene  E  den  genannten  Kegel,  weil  dami 
Winkel  (et)  =  (a1s1),  so  dass  beide  Strahlen  a ', ,  a'/  mit  e  zusammcn- 
fallen,  und  alsdann  auch  die  Ebenen  der  Strahlbuschel  auf  einander  fallen. 
In  diesem  Falle  konnen  aber  die  Strahlbuschel  aueh  in  soldier  Lage  der 
Aufgabe  gentigen,  in  der  sie  anfangs  oben  (I)  betrachtet  worden,  wo  sie 
alsdann  einen  Kreis  erzeugen.  —  Kame  es  darauf  an,  die  Strahlbiischel 
so  zu  legen,  dass  ihre  entsprechenden  Strahlen  bloss  der  Richtung  nacli 
zu  einancler  rechtwinklig  waren,  wenn  z.  B.  ihre  Mittelpuncte  in  fester 
Lage  gegeben  waren  u.  s.  w.,  so  dtirfte  man  nur  ebenso  verfahren,  wie 
vorhin,  und  sodann  den  Strahlbiischel  23j  so  legen,  dass  er  mit  sich 
selbst  parallel  ware  und  ausserdeni  jenen  (ibrigen  gegebenen  Bedingungen 
geniigte. 

7)  Man  beschreibe  fiber  irgend  drei  Projectionsstrahlen  der  gegebenen 
Geraden  A,  A15  etwa  uber  aa15  6^,  cc15  als  Durchniesser  genomraen, 
Kugelfliichen,  welche  sich  im  Allgemeinen  in  irgend  zwei  Puncteu  3),  S)1 
schneiden  werden,  von  denen  offenbar  jeder  dor  Aufgabe  geniigt  (11,  b). 
Wenn  sich  die  drei  Kugelflachen  nicht  in  zwei  Puncten  schneiden  oder 
wenigstens  in  einem  Puncte  beriihren,  so  ist  die*  Losung  der  Aufgabe 
fiir  die  gegebene  Lage.  der  Geraden  A,  Aa  unmoglich,  sie  kann  aber, 
wofern  eine  Aenderung  dieser  Lage  gestattet  wird,  leicht  rnoglich  gernaclit, 
werden. 

Es  ist  hierbei  noch  zu  bemerken,  dass  jede  der  zwei  obigen  Auf- 
losungen  (a),  ({3)  auch  auf  die  andere  zuriickgefuhrt  werden  kann  (h),  und 
class  ferner  auch  die  ihnen  entsprechenden  spharischen  Aufgaben  sich  auf 
ahnliche  Weise  losen  lassen. 

Durch  die  erste  Auflosung  (a)  ist  auch  zugleich  die  folgende  (zu  §  30 
nachtragliche)  Aufgabe  gelost: 
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15)  ,,Zwei    projectivische    Gebilde   A15  S515    namlich    einen 
Ebenenbiischel  und  einen  ebenen  Strahlbiischel,  die  in  beliebig 
schiefer  Lage  gogeben  stud,  in  perspeetivische  Lage  zu  bringen." 

Wie  die  genannte  Anflosung  zeigt,  kominen  dieser  Aufgabe  im  All- 
gemeinen  zwei  Auflosungen  zu,  d.  h.  wird  die  Lage  des  einen  Gebildes 
als  fest  angenominen,  so  kaun  das  anclere  in  zwei  verschiedenen  Lagen 
der  Aufgabe  geniigen. 

In  Bezug  auf  die  oben  betrachteten  besonderen  Erzeugnisse  projecti- 
vischer Gebilde,  cleren  entsprechende  Elemente  zu  einander  rechtwinklig 
«ind,  ist  endlich  noch  zu  bemerken,  dass  sie  boi  gewissen  Untersuchungen 
(iui  Raume  und  auf  der  Kugelflache)  ahnliche  Hiilfe  leisten,  wie  man  sie 
vom  Kreise,  vermoge  seiner  (in  I)  angegebenen  Eigenschaft,  allgemein  zu 
benutzen  gewohnt  ist,  was  z.  B.  sclion  bei  der  vorstehenden  Auflosung  (|3) 
zu  sehen  ist.  Deshalb  mag  in  Hinsicht  des  besonderen,  einfachen  Hyper- 
boloicls  (1,  2)  und  des  besonderen  Kegels  zweiten  Grades  (3,  4,  rechts)  hier 
noch  insbesondere  erinnert'  werden:  „ class  diese  Figuren,  vor  den 
iibrigen  ihrer  Art,  daran  zu  erkennen  sind,  dass  jeder  Kreis- 
schnitt  in  ihnen  zu  eineni  ihrer  Strahlen  senkrecht  ist,  und 
dass  sie  claher  unter  anderem,  wie  folgt,  bestimmt  und  erzeugt 
werden  (§  51,  IV,  9): 

16)  wDas   genannte    besonclere,    einfache  Hygerboloid  wird 
bestimmt  und  erzeugt: 

a)  wenn    irgend    ein    Kreis   K    und    zwei    ihn    schneidencle 
Gerade  A,  An    wovon   die    eine  A  senkrecht  und  die  an- 
clere  Ai    beliebig    schief   auf   seiner  Ebene    steht,    und 
welche    Geraden    sich    nicht    schneiden,    gegeben    sind; 
namlich   bewegt   sich   alsdann   eine  dritte  Gerade  a   so, 
dass  sie  stets  die  drei  gegebenen  festen  Elemente  K,  A, 
A.,    schneidet,    so    beschreibt    sie    die   genannte  Flache; 
oder: 

b)  wenn  irgend  zwei  feste  Gerade  A,  A19   die  nicht  in  einer 
Ebene  liegen,  gegeben  sind,  und  ein  veranclerlicher  Kreis 
K  sich  so  bewegt,   dass   seine  Ebene  stets  zu   der  einen 
Geraden   senkrecht  ist,   und   dass   stets    die  Endpuncte 
eines  Durchmessers  clesselben  in   den  zwei  festen  Gera- 
den liegen,  so  beschreibt  er  die  genannte  Flache.cc    Und: 

17.  „ Wean  irgend  ein  Kreis  K  und  irgend  eine  ihn  schnei- 
dencle und  auf  seiner  Ebene  senkrecht  stehende  Gerade  A  ge- 
geben sind,  so  wird  durch  jeden  Punct  35  in  der  Geraden  und 
durch  den  Kreis  der  genannte  besondere  Kegel  erzeugt,  d.  h. 
so  ist  der  Kegel,  welcher  durch  den  Kreis  geht  und  jenen 
Punct  2)  zum  Mittelpunct  hat,  ein  solcher  besonderer  Kegel," 
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III  All  die  vorsteliende  Reihe  von  Satzen  hatten  fast  unmittelbar 
noch  mehrere  andere  Satze  angeschlossen  werden  konnen,  wovon  icli  einige 
im  Anhange  aufstellen  werde.  Hier  soil  nur  noch  ein  eigenthiimlicher 
Fall  (I),  der  mit  einer  Einschninkung  schon  in  der  vorigen  Betrachtong 
(II,  li)  vorkam,  Platz  finclen. 

Fallt  man  namlicli  aus  einem  beliebigen  Puncte  5)  Lothe  auf  die 
Ebenen  a,  (3,  -y,  . . .,  a1?  j315  7,,  ...  irgend  zweier  beliebig  schief  liegenden 
projectivischen  Ebenenbiischel  A,  A1?  so  bilden  tlieselben  zwei  ebene  Strahl- 
biischel  35,  SSj ,  welche  beziehlich  rait  den  Ebenenbiischeln  A,  Ar  (II,  g), 
und  folglioh  aucli  unter  sicli,  projectiviscli  sind,  und  welche  somit  im  All- 
gemeinen  einen  Kegel  zweiten  Grades  erzeugen,  dessen  Mittelpunct  55  1st. 
Ferner  folgt,  class  die  Ebene  irgend  zweier  entsprechenden  Strahlen  (Lothe) 
der  Strahlbtischel  SB,  33n  wie  z.  B.  die  Ebene  (aaj  der  Strahlen  a,  ap 
zu  der  Durchschnittslinie  a.^  der  diesen  Strahlen  entsprechenden  Ebenen 
a,  aj  der  Ebenenbiischel  A?  Aj  senkrecht  ist.  Wird  endlich  noch  erinnert, 
dass  die  Ebenenbiischel  A,  An  da  sie  sich  in  schiefer  Lage  befinden,  im 
Allgemeinen  entweder  ein  einfaches  Hyperboloid  oder  einen  Kegel  zweiten 
Grades  erzeugen,  so  folgen  also  nachstehende  Satze: 

1)  5,Alle  Ebenen  (aaj,  welche  durch  einen  beliebigen  festen 
Punct  3)  gehen,  und  wovon  jede  zu  irgend  einem  Strahle  (a3) 
eines  einfachen  Hyperboloids  [AAJ  senkrecht  ist,  umhullen 
irgend  einen  Kegel  S)^  zweiten  Grades." 

2)    ,,Fallt   man    aus    irgend  2)  ,,Legt  man  durch  irgend 

einem  Puncte  £>!  (Durchschnitt  einen  Punct  3)  Ebenen,  welche 
der  Axen  A,  AJ  Lothe  auf  die  auf  den  Strahlen  eines  gege- 
Beruhrungsebenen  eines  gege-  benen  Kegels  [AAJ  zweiten 
benen  Kegels  2)^  zweiten  Gra-  Grades  rechtwinklig  stehen, 
des,  so  liegen  sie  in  einer  an-  so  unihiillen  und  beriihren  sie 
deren  Kegelflache  [AAJ  von  irgend  einen  anderen  Kegel 
demselben  Grade'6*).  S)^  von  demselben  Grade**). 

Zusammengesetztere  Satze  und  Aufgaben. 

54.  Die  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  (§  50 — 53)  entwickelten 
Eigenschaften  beliebig  schief  liegender  projectivischer  Gebilde  und  deren 
Erzeugnisse  fiihren,  durch  Wiederholung  und  Verbindung,  zu  zusammen- 
gesetzteren  Satzen,  und  zwar  sind  sie  sehr  dazu  geeignet,  eine  Menge  von 
Aufgaben  leicht  zu  losen,  viele  Satze  einfach  zu  beweisen,  den  inneren 
Zusamrnenhang  von  Porismen  klar  darzustellen,  so  wie  endlich  auch  die 

*)  Diesen  Satz,  nebst  einigen  mit  ihm  zusammenhangenden  Bigenschaften,  habe 
ich  zuerst  bei  einer  Gelegenheit  im  Jo  urn.  f.  Ma  them.  Bd.  JL  Heft  HI.  ausgesprochen, 
(Of.  S.  145  dieser  Ausgabe.) 


396 


Erzougniase  projectiviseber  Gebilde. 


AbhSngigkeit  gewisser  Systeme  ungleichartiger  Figuren  von  einander  zu 
begriinden,  und  die  Gesetze  fur  die  Uebertragung  der  Eigenschaften  des 
einen  Systems  auf  das  anclere  nachzuweisen.  Einige  passende  Beispiele 
werclen  Mnreichend  sein,  urn  dieses  alles  in's  Klare  zu  setzen.  Ich  muss 
jedocli  bemerken,  class  man  hier  auf  ahnliche  Weise  wie  frizher  (§  19 — 25), 
(§  41—43)  und  (§  46)  zu  Werke  gehen  konnte,  namlich  clurch  stufenweise 
Verbindung  der  Gebilde  und  mit  genauer  Oeconomie,  alle  verschiedenen 
Reilienfolgen  von  Satzon  und  Aufgaben  zu  entwickeln.  Mehrerc  hierhin  ge~ 
horige  Satze  und  Aufgaben  werde  icli  im  Anliange  zur  Selbstiibung  auf- 
•stellen. 

55.  Zum  Behufe  einiger  nachfolgenden  Satze  und  Aufgaben,  sowie 
zur  Erleicliterung  fur  alle  spateren  ahnlichen  BetracMungen,  sollen  tier 
vorerst  einige  Erklaningen  festgestellt  werden,  welche  als  Erganzung  oder 
als  Erweiterung  sicli  an  die  obigen  Erklarungen  (§  19)  anscMiessen,  und 
welche  eigentlicli  schon  friiher  (§  32  oder  §  33)  ihre  Stelle  hatten  finden 
konnen.  Aehnlicherweiso  namlich,  wie  in  §  19  die  Figuren  in  der  Ebene 
erklart  und  in  Hirer  Vollstandigkeit  aufgefasst  worden  sind,  sollen  hier 
Figuren  im  Allgemeinen,  mogen  sie  in  einer  Ebene  E,  oder  in  einem  Strahl- 
btiachel  2),  oder  im  Eaume  uberhaupt  liegen,  erklart  und  aufgefasst  wer- 
den.  und  zwar  wie  folgt: 


Irgend  n  Ebenen,  die  als  zu- 
sammengcliorend  in's  Atige  gefasst 
werden,  sollen  fortan  53vollstan- 
cliges  n-Flach"  heissen,  namlich 
die  Ebenen  sollen  seine  Flachen 
und  die  Geraden,  in  clonen  sie  sich 
paarweise  schneiden ,  sollen  seine 
Kan  ten  genannt  werden;  es  hat 
also  iin  Ganzeu  ^n(n — 1)  Kanten. 
Forner  sollen  die  n  Ebenen,  wenn 
sie  in  irgend  einer  bestimmten  Auf- 
einanderfolge  aufgefasst  werclen,  wo- 
liei  namlich  die  erste  als  auf  die 
letzte  (nte)  folgend  angesehen  wird, 
,,einfaches  n-Flach"  heissen, 
und  zwar  sollen  nur  allein  die 
Geraclen,  in  clenen  sich  die  un~ 
mittelbar  auf  einander  folgenden 
Ebenen  schneiden,  Kanten  des- 
selben  genannt  werden;  das  voll- 
standige  n  -  Flach  umfasst  also 
3.4.5...(n— 1)  einfache  n-Flache 


Irgend  n  Pimcte,  die  als  zu- 
sammengehorencl  in's  Auge  gefasst 
werden,  sollen  fortan  ?,vollstan- 
diges  n-Eck"  heissen,  namlich 
die  Puncte  sollen  seine  EC  ken  und 
die  Geraden,  in  denen  sie  paarweise 
liegen,  sollen  seine  Sei ten  genannt 
werden;  es  hat  also  im  Ganzen 
|n(n  —  1)  Seiton.  Ferner  sollen 
die  n  Puncte,  wenn  sie  in  irgend 
einer  bestimmten  Aufeinanclerfolge 
aufgefasst  werclen,  wobei  namlich 
der  erste  als  auf  den  letzten  (nten) 
folgend  angesehen  wird ,  „  e  i  n  - 
faches  n-Eck"  heissen,  und  zwar 
sollen  nur  allein  die  Geraden,  in 
denen  die  unmittelbar  auf  einander 
folgenden  Puncte  paarweise  liegen, 
Seiten  desselben  genannt  werden; 
das  vollstandige  n-Eck  umfasst  also 
3.4.5...  (n-1)  einfache  n-Ecke  (§  25, 
Note).  Endlich  soil  das  vollstandige 


56. 
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n-Eck,  sowie  jedes  einfache  n-Eck 
,,in  der  Ebene"  oder  Mim  Raume" 
heissen,  je  nachdeni  seine  n  Ecken 
•  sammtlich  in  einer  iind  derselben 
Ebene  E  liegen  oder  niclit.  Wenn 
ubrigens  in  cler  Folge  die  unvoll- 
standigen  Benennungen:  Mn-Ecka, 
,,n-Eck  im  Raume"  gebraucht 
werden,  so  soil  darunter  beziehlich: 
5,einfaches  n-Eck  in  cler  Ebene", 
^einfaches  n-Eck  irn  Rauine" 
verstanden  werden. 


(§25,  Note).  Endlich  soil  das  vollstan- 
dige  n-Flach,  sowie  jedes  einfache 
n-Flach,  ,,iin  Strahlbiischel" 
oder  ,,im  Rauine"  lieissen,  je 
nachdem  seine  n  Flachen  sainmt- 
lich  durch  einen  und  denselben 
Punct  5)  gehen  oder  nicht.  Wenn 
ubrigens  in  der  Folge  die  unvoll- 
standigen  Benenmrngen :  ,,n-Flaeh", 
,,n-Flacli  im  Raume"  gebrauclit 
werden,  so  soil  darunter  beziehlich: 
,,einfaches  n-Flach  im  Strahl- 
biischel",  ^einfaches  n-Flach 
im  Raume"  verstanden  werden. 

Auch  ist  zu  bemerten,  dass  ein  ^einfaches  n-Flach  im  Raume" 
zugleich  als  ^einfaches  n-Eck  im  Raume"  oder  als  ,5einfaches 
n-Kant  oder  n-Seit  im  Raume"  aufgefasst  werden  kann,  so  dass  also 
derselben  Figur  jeder  von  diesen  vier  Namen  beigelegt  werden  kann,  je 
nachdem  es  den  Uinstanden  angemessen  ist;  und  zwar  sind  diese  Namen 
einander  dergestalt  paarweise  zugeordnet,  dass  man  z.  B.,  wie  oben  ge- 
schehen,  sagt:  das  einfache  n-Flach  im  Rauine  habe  n  Kanten,  und  das 
einfache  n-Eck  im  Raume  habe  n  Seiten,  und  auch  umgekehrt;  d.  h.  es 
sind  die  Namen  Flache  und  Kante,  so  wie  Ecke  und  Seite  einander 
zugeordnet. 

Ferner  ist  fiber  n-Seit  und  n-Kant  noch  Folgendes  zu  bemerken: 

Ir  gen  d  nGerade  in  einer  Ebene  Irgend    n    Strahlen    in    einem 

E,  zusammengefasst,  heissen  wvoll-  Strahlbiischel  2),  zusammengefasst, 

standiges  n-Seit  in  der  Ebene"  sollen  ^vollstandiges  n-Kant  im 

(§  19).  Strahlbiischel "  heissen. 

Das  vollstandige  n-Kant  steht  also  dem  vollstandigen  n-Flach  im 
Strahlbiischel  3)  ahnlicherweise  entgegen,  wie  das  vollstandige  n-Eck  dein 
vollstandigen  n-Seit  in  der  Ebene  E  (§  19);  denn  wird  der  Strahlbiischel 
S)  der  Ebene  .E  entgegengestellt,  so  entspricht  das  genannte  n-Kant  dem 
n-Eck  und  das  n-Flach  dem  n-Seit  (§  33). 

Es  giebt  nur  einfache  n-Seite  und  n-Kante  im  Raume,  aber  keine 
vollstandigen,  es  sei  denn,  dass  man  irgend  n  Gerade  im  Raume  (wo- 
von  keine  zwei  in  einer  Ebene  liegen)  so  nennen  wolle ;  allein  da  zwischen 
solchen  Geraden  keine  unmittelbare  Verbindung  stattfindet,  so  mochte 
diese  Benennung  unpassend  sein. 

56.  Zu  den  oben  erwahnten  Beispielen  (§  54)  gehoren  nun  zunachst 
"die  folgenden  ausgedehnten  Satze  (Porisnien)  und  Aufgaben: 
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1)  ,,Wenn  im  Raume  n  be- 
liebige  Gerade  31,  §ti:  S13,  ... 
Stn-i  (wo  n  irgend  eine  ganze 
Zahl  bedeutet)  und  desglei- 
chen  n — 1  andere  beliebige 
Gerade,  A,  A,,  A2,  ...  An_2  ge- 
geben  sind,  wovon  weder  bei 
jenen,  noch  bei  diesen  zwei 
in  einer  Ebene  liegen,  und 
wenn  n  Ebenen  a,  a13  a2,  ... 
otn-i,  die  der  Reilie  nacli  durch 
jene  ersten  n  Geraden  gehen, 
sich  so  bewegen,  dass  die 
Durchschnittslinien  der  nach 
der  Reilie  unmittelbar  auf 
einander  folgenden  Ebenen- 
paare,  also  die  n — 1  Durch- 
sclinittslinien  aa19  cqa^  ce2a3,  .. . 
an_2an~i5  nach  der  Ordnung  be- 
ziehlicli  jene  ancleren  n — 1 
festen  Geraden  schneiden,  so 
beschreibt  nicht  allein  jede 
dieser  Durchschnittslinien, 
sondern  so  beschreibt  jede 
der  ^n(n — 1)  Durchschnitts- 
linien,  in  welchen  die  n  Ebe- 
nen im  Ganzen  einander  paar- 
weise  schneiden,  eineinfaches 
Hyperboloi'd,  in  welchem  auch 
die  zwei  festen  Geraden  lie- 
gen, um  die  sich  die  jedesma- 
ligen  zwei  Ebenen  drehen." 

Die  Richtigkeit  dieser  Satze  folgt  ohne  Schwierigkeit  aus  den  obigen 
Fundamentalsatzen  (§  51,  IV).  Auch  ist  leicht  zu  sehen,  dass  und  wie 
diese  Satze  in  gewissein  Sinne  die  Mheren  Satze  (§  47,  I  und  II)  als 
besondere  Falle  umfassen,  und  dass  ihr  Beweis  dem  der  letzteren  ahnlich 
ist.  Ausserdem  umfassen  sie  sehr  viele  andere  besondere  Falle,  als  z.  B. 
die  nachstehenden: 


1)  wWenn  im  Raume  n  be- 
liebige Gerade  a,  «,,  I2,  ... 
Stnml  (wo  n  irgend  eine  ganze 
Zahl  bedeutet)  und  desglei- 
chen  n — 1  andere  beliebige 
Gerade  A,  A1?  A2,  ...  An-2  ge- 
geben  sind,  wovon  weder  bei 
jenen,  noch  bei  diesen,  zwei 
in  einer  Ebene  liegen,  und 
wenn  n  Puncte  a,  a15  Ci2,  ... 
an-i5  die  der  Reihe  ,nach  in 
jenen  ersten  n  Geraden  lie- 
gen, sich  so  bewegen,  dass  die 
Geraden,  welche  durch  die  un- 
mittelbar *auf  einander  folgen- 
den Punctepaare  gehen,  also 
die  n  — 1  Geraden  ctc^,  o^, 
a2as,  ...  On-sCtn-i,  nach  der  Ord- 
nung beziehlich  jene  n — 1  an- 
cleren festen  Geraden  schnei- 
den, so  beschreibt  nicht  allein 
jede  dieser  schneidenden  Gera- 
den, sondern  so  beschreibt 
jede  der  ^n(n — 1)  Geraden,  in 
welchen  die  n  Puncte,  paar- 
weise  genommen,  liegen,  em 
einfaches  Hyperboloi'd,  wel- 
ches auch  durch  diejenigen 
zwei  festen  Geraden  geht,  in 
welchen  sich  die  jedesmaligen 
zwei  Puncte  bewegen." 


2)  5,Wenn  im  Raume  ein 
beliebiges  n-Kant  aSt^-Ski-i 
und  irgend  n — 1  Kegelflachen 


2)  ,,Wenn  im  Raume  ein 
beliebiges  n-Seit  AA1A3...An-i 
und  irgend  n — 1  Kegelschnitte* 
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2ten  Grades 

[3Cn___23[n—  x],     welch.  e    nach    cler 

Reilie  den  n  —  1  ersten  Kanten- 


des  n-Kants  umschrieben  sind*), 
gegeben  sind,  und  wenn  ein 
veranderliches  einfaches 
n-Flach  aa1a2...an_1  sich  so 
bewegt,  dass  seine  Flachen 
a,  a1?  ...  an-i  nach  der  Reihe 
sich  um  die  Kanten  St,  SIj,  ... 
2ln—  i  jenes  n-Kants  drehen, 
wahrend  seine  n  —  1  ersten 
Kanten  acc15  a^,  ...  an__2an__i 
nach  der  Ordnung  sich  als 
Strahlen  in  jenen  Kegelflachen 
bewegen,  so  bewegt  sich  auch 
seine  nte  Kante  an-i«  in  einer 
bestimmten  nten  Kegelflache 
2ten  Grades  [2ln-i3l],  welche 
deia  nten  Kantenwinkel  (Sn^St) 
des  gegebenen  n-Kants  um- 
schrieben ist,  und  so  be- 
schreibt  jede  der  ubrigen 
|-n(n-3)  Kanten  des  durch  das 
genannte  einfache  n-Flach 
««!...  an_i  bestimmten  vollstan- 
digen  n-Flachs  ein  einfaches 
Hyperboloid,  welches  durch 
diejenigen  zwei  Kanten  des 
gegebenen  n-Kants  geht,  um 
welche  sich  die  zwei  Flachen, 
denen  die  jedesmalige  be- 
schreibende  Kante  angehort, 
drehen." 

3)  ,jWenn  im  Raume  ein 
beliebiges  n-Kant  SlSt^-.Sln—  i 
und  irgend  n  —  1  Ebenen  23, 

*)  d.  h.  die  Kegelflache  geht  durch  die 
jedesmaligen  zwei  Kanten,  und  ihr  Mittel- 
punct  liegt  also  in  ihrem  Durchschnitts- 
punct. 


[AAJ,    [AjAg],     ...     [An_2An-i], 

welche  nach  cler  Reihe  den 
n  —  1  ersten  Winkeln  (AA^, 
(AjAg),  ...  (An_2An_i)  des  n-Seits 
eingeschrieben  sind*),  gegeben 
sind,  und  wenn  ein  verander- 
liches  einfaches  n-Eck  aa^...^-! 
sich  sa  bewegt,  dass  seine 
Ecken  a,  ai;  ...  aa_i  nach  der 
Reihe  die  Seiten  A,  A3,  ...  An__i 
jenes  n-Seits  durchlaufen,  wah- 
rend seine  n  —  1  ersten  Seiten 
Cta1?  a^,  ...  an—  sttn—  i  nach  der 
Ordnung  sich  als  Tangenten 
uin  jene  Kegelschnitte  herum- 
bewegen,  so  bewegt  sich  auch 
seine  nte  Seite  an-itt  als  Tan- 
gente  um  einen  bestimmten 
nten  Kegelschnitt  [An-iA],  wel- 
cher  dem  nten  Winkel  (An-iA) 
des  gegebenen  n-Seits  einge- 
schrieben ist,  und  so  be- 
schreibt  jede  der  |-n(n  —  3) 
ubrigen  Seiten  des  vollstan- 
digen  n-Ecks,  welches  durch 
das  genannte  einfache  n-Eck 
aa^-.ttn-i  bestimmt  wird,  ein 
einfaches  Hyperboloid,  in  wel- 
chem"  auch  diejenigen  zwei 
Seiten  des  gegebenen  n-Seits 
liegen,  langs  denen  sich  die 
zwei  Ecken,  welche  die  jedes- 
malige beschreibende  Seite 
bestimmen,  bewegen." 

3)  ??Wenn  im  Raume  ein 
beliebiges  n-Seit  AAj.-.An—i 
und  irgend  n  —  1  Puncte  B, 


*)  d.  h,  der  Kegelschnitt  beruhrt  die 
zwei  Schenkel  des  Wuikels  und  liegt  also 
mit  ihnen  in  einer  und  derselben  Ebene. 
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2515  . . .  S3n-2,  welche  durch  die 
nf_l  ersten  Ecken  3tSt1?  §1^, ... 
Sln-sSln-i  des  n-Kants  gehen, 
gegeben  sind,  und  wenn  ein 
veranderliches  einfaches 
n-Flach  aa^.-an-i  sich  so  be- 
wegt, dass  seine  Flachen  nach 
der  Reihe  sich  urn  die  Kanten 
jeneg  n-Kants  drehen,  wah- 
rend  seine  n — 1  ersten  Kanten 
nach  der  Ordnung  sich  in  je- 
nen  festen  Ebenen  bewegen,  so 
beschreibt  seine  letzte  Kante 
eine  bestimmte  Kegelflache 
zweiten  Grades,  welche  dein 
letzten  Winkel  des  gegebenen 
n-Kants  umschrieben  1st,  nnd 
so  beschreibt  jede  der  iibrigen 
-£n(n — 3)  Kanten  des  durch  das 
genannte  einfache  n-Flach 
bestimmten  vollstandigen 
n-Flachs  ccc^  ...  an— i  ein  ein- 
faches Hyperboloi'd,  welches 
durch  diejenigen  zwei  Kanten 
des  gegebenen  n-Kants  geht, 
liings  denen  sich  die  jedesma- 
lige  beschreibende  Kante  be- 
wegt" 

4)  ^Wenn  iin  Raume  n  belie- 
bige  Gerade  SI,  S117  ...  Stn-i5  und 
eben  so  viele  andere  beliebige 
Gerade  A,  A15  ...  An— i,  ..wobei 
weder  von  diesen  noch  von 
jenen  zwei  in  einer  Ebene  lie- 
gen,  gegeben  sind,  so  soil  ein 
n-Flach  (im  Raume)  so'  be- 
schrieben  werden,  dass  seine 
Ebenen  der  Reihe  nach  durch 
die  ersten  n  Geradrfn  gehen, 
und  seine  Kanten  der  Ordnung 
nach  die  letzten  n  Geraden 
schneiden." 


B1?  ...  Bn_s,  welche  in  den 
n — 1  ersten  Flachen  (Winkel- 
Ebenen)  AA15  A^,  ...  An-sAn-i 
des  n-Seits  liegen,  gegeben 
sind,  und  wenn  ein  verander- 
liches einfaches  n-Eck  aa^^dn—i 
sich  so  bewegt,  dass  seine 
Ecken  nach  der  Reihe  die 
Seiten  jenes  n-Seits  durch- 
laufen,  wahrend  seine  n  —  1 
ersten  Seiten  nach  der  Ord- 
nung sich  um  jene  festen 
Puncte  drehen,  so  bewegt  sich 
seine  letzte  Seite  als  Tangente 
um  einen  bestimmten  Kegel- 
schnitt,  welcher  dem  letzten 
Winkel  des  gegebenen  n-Seits 
eingeschrieben  ist,  und  so  be- 
schreibt jede  der  iibrigen 
-|n(n — 3)  Seiten  des  durch  das 
genannte  einfache  n-Eck  be- 
stimmten vollstandigen  n-Ecks 
actj...^-!  ein  einfaches  Hyper- 
boloi'd, welches  durch  diejeni- 
gen zwei  Seiten  des  gegebenen 
n-Seits  geht,  langs  denen  sich 
die  jedesmalige  beschreibende 
Seite  bewegt." 

4)  „ Wenn  im  Raume  n  belie- 
bige Gerade  «,«„...«„_!,  und 
eben  so  viele  andere  beliebige 
Gerade  A,  A1?  ...  Au_i,  wobei 
weder  von  diesen  noch  von 
jenen  zwei  in  einer  Ebene  lie- 
gen,  gegeben  sind,  so  soil  ein 
n-Eck  (im  Raume)  so  beschrie- 
ben  werden,  dass  seine  Ecken 
der  Reihe  nach  in  den  ersten 
n  Geraden  liegen,  und  seine 
Seiten  der  Ordnung  nach  die 
anderen  n  Geraden  schneiden." 
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Aehnlicherweise,  wie  die  obigen  Satze  (I)  andere  Satze,  unifassen 
auch  die  vorliegenden  Aufgaben  (4)  in  gewisser  Hinsicht  die  friiheren 
Aufgaben  (§  25  und  §  47,  III)  als  besondere  Falle  in  sicli,  und  ihre  Losung 
ergiebt  sich  aus  denselben  project!  vischen  Eigenschaften,  auf  welchen  die 
Losung  der  letzteren  berulit.  Nimnit  man  narnlich,  um  z.  B,  die  Aufgabe  4, 
rechts  zu  losen,  in  der  ersten  Geraden  21  irgend  einen  Punct  a  an,,  legt 
durch  diesen  einen  Stralil  a,  welcher  die  zwei  Geraden  A,  ^  sclmeidet 
(§  51,  II),  so  erhalt  man  in  der  letzteren  einen  bestininiten  Punct  at  (den 
Durchschnittspunct);  durcli  diesen  wird  welter  ein  Strahl  a:  gelegt,  welcher 
die  zwei  folgenden  Geraden  A1?  ^  schneidet,  wodurcli  man  in  der  letz- 
teren 212  einen  Punct  a2  findet,  und  so  fahrt  man  fort,  bis  man  endlich 
durch  einen  bestimmten  Punct  an— \  in  der  Geraden  3tu_i  einen  Stralil 
au_i  legt,  welcher  die  zwei  Geraden  An— i,  §1  schneidet,  wodurcli  man  in 
der  letzteren  21  einen  zweiten  Punct  erhalt,  welcher  an  heissen  und  als 
s  chief e  (oder  gebrochene)  Projection  des  ersten  a  angesehen  werden  mag. 
Ebenso  sucht  man  zu  irgend  zwei  anderen  beliebigen  Puncten  B,  c  der 
Geraden  SI  zwei  ihnen  entsprechende  Puncte  6n,  cn  in  derselben,  sieht 
sodaun  die  Puncte  a,  b,  c  und  an,  6n,  cn  als  entsprechende  Puncte  zweier 
auf  einander  liegenden  project! vischen  Geraden  St,  §3tn  an  und  sucht  (§  17) 
die  vereinigten  entsprechenden  Punctepaare  der  letzteren,  wodurcli  sofort 
die  Yorgelegte  Aufgabe  als  gelost  zu  betrachten  ist.  Die  andere  Aufgabe 
(links)  ist  dadureh  offenbar  zugleich  gelost.  Wenn  die  Rangordnung  der 
gegebenen  Geraden,  jede  Abtheilung  fur  sich  genommen,  nach  Belieben 
gewahlt  werden  darf,  so  ist  die  Zahl  der  Aufiosungen,  welche  jede  der 
vorgelegten  Aufgaben  im  Allgemeinen  zulasst,  offenbar  dieselbe,  wie  bei 
der  obigen  Aufgabe  (§  25,  Note). 

Den  obigen  Satzen  (2)  und  (3)  entsprechen  nachstehende  Aufgaben: 

5)  ,,Wenn  ini  Raume  ein  be-  5)  ,/Wenn  im  Raunie  ein  be- 
liebiges  n-Kant  und  irgend  n        liebiges   n-Seit   und   irgend   n 
Kegelflachen  zweiten  Grades,       Kegelschnitte,     welche     den 
welche    den    n   Winkeln    des-        Winkeln      desselben      einge- 
selben  umschrieben  sind,  ge-        schrieben  sind,   gegeben  sind, 
geben  sind,  so  soil  ein  n-FIach        so  soil  ein  n-Eck  so  beschrie- 
so   beschrieben   werden,    dass        ben  werden,  dass  seine  Ecken 
seine  Flachen  nach  der  Reihe        nach  der  Reihe  in  den  Seiten 
durch     die     Kanten     jenes       jenes  n-Seits  liegen,  und  seine 
n-Kants    ge.hen,     und    seine       Seiten  nach  der  Ordnung  jene 
Kanten   nach    der  Ordnung  in       Keg-elschnitte  beriihren." 
jenen  Kegelflachen  liegen." 

6)  3) Wenn  im  Raume  ein  be-  6)  ,,Wenn  im  Raunie  ein  be- 
liebig'es  n-Kant  und  irgend  n       liebiges  n-Seit  urid   irgend  n 
Ebenen,    welche    nach    der       Puncte,  welche  nach  der  Reihe 
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Reihe     dutch     seine    n  Ecken  in  seinen  Winkel-Ebenen  lie- 

gehen.    gegeben    sind,    so  soil  gen,  gegeben  sind,  so  soil  ein 

ein    n-Flach    so    beschrieben  n-Eck  so  beschrieben  werden, 

werden,     dass    seine   Flachen  class     seine    Ecken    nach    der. 

nach    der    Reihe     durch     die  Reihe    in     den    Seiten    jenes 

Kan-ten  jenes  n-Kants  gehen,  n-Seits  liegen,  und  seine  Sei- 

und    seine    Kanten    nach    der  ten   nach    der  Ordnung  durch 

Ordnung     in     jenen    Ebenen  jene  Puncte  gehen." 

liegen." 

Die  Losimg  dieser  Aufgaben  (5  und  6)  beruht  auf  denselben  Eigen- 
schaften,  wie  die  der  obigen  Aufgabe  (4),  yon  welcher  sie  in  gewissem 
Sinne  besondere  Falle  sind.  Die  zwei  letzten  Aufgaben  (6)  sind  im 
Grunde  genommen  eine  und  dieselbe,  auch  wurcle  die  eine  davon  schon 
frfiher  (§  32,  Ende)  mit  anderen  Worten  ausgesprochen. 

57.  Ein  sehr  specieller  Fall  der  yorhergehenden  Hauptaufgabe  (§  56, 4) 
ist  in  neuerer  Zeit  in  einigen  mathematischen  Zeitschriften  unter  yer- 
schiedenen  Gesichtspuncten  aufgefasst  und  gelost  worden;  dieser  Fall  kann 
Her  unter  alien  seinen  yerschiedenen  Aussagen  nebst  einigen  Folgerungen 
mittelst  projectivischer  Eigenschaften  auffallend  leicht  gelost  und  klar  dar- 
gestellt  werden.  Die  erste  Aussage  dieses  Falles,  wenn  man  ihn  namlich 
aus  der  obigen  Aufgabe  ableitet,  und  zwar  dadurch,  dass  daselbst  die 
Zahl  der  gegebenen  festen  Geraden  bei  jeder  Abtheilung  auf  nur  zwei 
beschrankt  wird,  lautet,  wie  folgt: 

1)  wln  irgend  vier  gegebe-  1)   ,,Durch  irgend   vier   ge- 

nen  Geraden  §1,  3^,  A,  An  wo-  gebene  Gerade  I,  S115  A,  A15  wo^ 
yon  keine  zwei  in  einerEbene  yon  keine  zwei  in  einer  Ebene 
liegen,  yier  Puncte  zu  finden,  liegen,  yier  Ebenen  zu  legen, 
in  jeder  einen,  welche  in  einer  durch  jede  eine,  welche  sich 
Geraden  liegen."  in  einer  Geraden  schneiden." 

Oder  diese  beiden  Aufgaben  lassen  sich  in  folgende  bekannte  Auf- 
gabe zusammenfassen: 

2)  ,,Diejenigen  Geraden  zu  finden,  welche  irgend  vier  ge- 
gebene  Gerade  A,  A19  A3,  A3,  woyon  keine  zwei  in  einer  Ebene 
liegen,  schneiden. " 

Auflosung.  Die  obige  Auflosung  (§56,4)  yereinfacht  sich  fiir  den 
gegenwartigen  Fall,  wie  folgt:  Durch  eine  der  gegebenen  yier  Geraden, 
etwa  durch  A,  lege  man  irgend  drei  Ebenen  a,  (3,  7,  welche  die  drei 
iibrigen  Geraden  A1?  A3,  Ag  beziehlich  in  den  Puncten  cq,  a2,  a3;  61?  t)2, 
\ ;  C1?  C3,  cs  schneiden,  wobei  das  Bild  (Fig.  53)  der  Vorstellung  behiilf- 
lich  sein  inag,  ziehe  sodann  die  Strahlenpaare  axa2  und  a2a3,  \\  und  ' 
62]&3,  qc2  und  C2c3,  welche  der  Geraden  A  in  den  Punctepaaren  a  und  a4, 
b  und  B4,  c  und  C4  begegnen,  sehe  diese  als  entsprechende  Punctepaare 
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zweier  auf  einander  liegenden  project! vischen  Geraden  A  und  A4  an,  und 
suche  sofort  deren  vereinigte  entsprechende  Puncte  (§  17),  so  kann  endlich 
durch  jeden  dieser  Puncte  (und  nur  durch  diese)  eine  Gerade  gelegt  wer- 
den,  die  der  Aufgabe  geniigt,  namlich  die  Gerade,  welclie  alsdann  durcli 
den  einen  oder  anderen  dieser  Puncte  so  gelegt  wird,  dass  sie  irgend  zwei 
der  drei  Geraden  A1?  A2,  A3  sclineidet,  trifft  aucli  die  jedesmajige  dritte 
und  sclineidet  somit  alle  Tier  gegebenen  Geraden.  Es  giebt  deinnach  im 
Allgemeinen  zwei  Gerade,  die  der  Aufgabe  genugen;  es  kann  aber  auch 
nur  eine,  oder  gar  keine  geben  (§  16,  IT). 

Die  Bichtigkeit  dieser  Auflosung  fallt  in  die  Augen.  Namlicli  ver- 
inoge  der  Strahlen  aa3,  bb2,  cc2,  . . .,  welche  durch  die  Ebenen  a,  p,  7,  ... 
des  Ebenenbuschels  A  bestiranit  werden,  und  welclie  die  drei  Geraden  A, 
Aj,  A2  schneiden,  sind  die  Geraden  A  und  A2  in  Anseliung  der  Puncte 
a,  6,  c,  . . .  und  as,  bo,  a,,  ...  projectivisch,  und  aus  gleichen  Griinden 
sind  die  Geraden  A2  und  A4  in  Anseliung  der  Puncte  cu,  B3,  C2?  ...  und 
a4,  b4,  C4,  ...  projectivisch,  folglich  sind  auch  die  Geraden  A  und  A4  in 
Anseliung  der  Puncte  a,  b,  C5  ...  und  <X4,  b4,  C4,  ...  projectiviscli,  und  es 
nmssen  bei  ihren  vereinigten  entsprechenden  Puncten  nothwendigenreise 
auch  die  zugehorigen  Strahlen  auf  einander  fallen,  die  sodann  jene  Geraden 
sind,  welche  der  Aufgabe  genugen. 

Die  vorstehende  Aufgabe  (2)  wurde  von  G-ergonne  im  XVII.  Bd.  S.  83 
seiner  Annales  de  MatJiematiques  zur  Losung  aufgestellt,  und  zwar  mit  der 
Forderung,  dass  die  gesuchten  Geraden  in  aller  Strenge  construirt  werden 
sollen  (construire  rigoureusement  la  droite  qui  etc.),  veil  er  vermuthlich 
die  Constmctionen  bei  den  denials  bekannten  Auflosungen,  welche  mittelst 
Coordinaten  oder  durch  Projection  (Geometrie  descriptive)  ausgefuhrt  waren, 
ungeniigend  fand.  Ich  habe  darauf  im  Bd.  II.  S.  268  des  Journals  fur 
Mathematik*)  eine  Auflosung  dieser  Aufgabe  bekannt  gemacht,  und  fast 
gleichzeitig  erschien  auch  in  den  genannten  Annales  Bd.  XVIII.  S.  182 
eine  Auflosung  derselben  von  Bobttier  und  G-arbinsky.  Diese  zwei  Auf- 
losungen stimmeri  jedoch  in  Einigem  mit  denen  iiberein,  welche  Petit  und 
Brianclion  schon  friiher  (im  Bd,  I.  S.  434  der  Corresp.  sur  tEcole  Polyt) 
gegeben  hatten,  die  mir  aber  erst  spater  zu  Gesichte  kamen.  Im  er- 
wahnten  Journal  Bd.  V.  S.  174  erschien  ferner  eine  dritte  Auflosung,  die 
indessen  vor  den  fruheren  wenig  Vorziige  zu  haben  scheint,  nur  dass  sie 
durch  Hulfe  der  Coordinaten  gefuhrt  ist.  Die  vorstehende  Auflosung  ist  un- 
streitig  unter  alien  hier  genannten  bei  weitem  die  einfachste  und  bequemste 
und  diirffce  als  solche  wohl  der  Grergonne'schen  Forderung  Geniige  leisten. 

Eine   andere  Aussage   der   obigen  Aufgabe,   unter   welcher   sie  von 
Briatnchon  und  Petit  a.  a.  0.  gelost  worden,  ist  folgende: 


*)  Cf.  S.  145  dieser  Ausgabe. 
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3)  ,,Die  gegenseitigen  Durchschnittspuncte  eines  gegebenen 
einfachen  Hyperboloids  und  einer  gegebenen  Geraden  zu  finden." 

Werden  irgend  drei  Gerade  des  Hyperboloids,  die  zu  einer  Schaar 
gehoren,  als  die  vorgenannten  (2)  drei  Geraden  A1 ,  A3 ,  A3 ,  and  wird  die 
gegebene  Gerade,  als  die  vorige  Gerade  A  angesehen,  so  sind  alsdann  die 
vereinigte$  entsprechenden  Puncte  der  Geraden  A,  A4  die  hier  zu  finden- 
den  Durchschnittspuncte, 

Dieselbe  Aufgabe  kann  ferner  auch  in  nachstehende  Aussage  einge- 
kleidet  werden: 

4)  aWenn  irgend  zwei  einfache  Hyperboloide  H,  H^    und  ir- 
gend  zwei  Gerade  A2,  A3,    die   in  beiden  Hyperboloi'den,    abor 
nicht  in  einer  Ebene  liegen,  gegeben  sind,  so  sollen  die  ubrigen 
Geraden    gefunden    werden,    welche    die   Hyperboloide    gemein 
haben," 

Da  die  zwei  gegebenen  Geraden  A2,  A3  nicht  in  einer  Ebene  liegen, 
so  gehoren  sie  in  jedem  Hyperboloid  zu  einer  Schaar  Gerader  (§  51,  IV); 
wird  aus  jeder  dieser  zwei  Schaaren  irgend  eine  dritte  Gerade  angenormnen, 
und  werden  diese  zwei  neuen  Geraden  als  die  obigen  (2)  Geraden  A,  Al 
angeseKen,  so  werden  offenbar  diejenigen  Geraden,  welche  die  vier  Geraden 
A,  A1?  A3,  A3  sclineiden,  der  gegenwartigen  Aufgabe  geniigen,  so  dass  also 
die  Hyperboloide,  ausser  den  gegebenen  Geraden  A3,  As,  im  Allgemeinen 
noch  zwei  anclere  Gerade,  etwa  e,  k  (§  17),  gemein  haben,  welche  die 
ersten  zwei  sclmeiden,  und  also  nicht  mit  ihnen  aus  einer  Schaar  sind. 
Dass  die  Hyperboloide  H,  Et  nicht  mehr  als  zwei  Gerade  von  jeder  Schaar 
gemein  haben  konnen,  ist  einleuchtend,  weil  jedes  von  ihnen  durch  drei 
zu  einer  Schaar  gehorige  Geracle  bestimmt  wird  (§  51,  IV).  Hierdurch  ist 
also  zugleich  der  nachstehende  Satz  erwiesen. 

5)  wWenn  zwei  einfache  Hyperboloide  irgend  zwei  Gerade 
A2,A3,  die  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  gernein  haben,  so  sclmei- 
den sie  einander  ausserdem  im  Allgemeinen  in  noch  zwei  an- 
deren  Geraden  e,  k,  welche  mit  jenen  zweien',  in  Bezug  auf  je- 
des Hyperboloid,  nicht  aus  einer  Schaar  sind;   sie  konnen  aber 
auch  einander  ausserdem  entweder  a)  in  (langs)  einer   anderen 
Geraden  (ek),   die  mit  jenen  zweien  nicht  aus  einer  Schaar  ist, 
beriihren,  oder  J3)  gar  nicht  treffen  (2,  Aufl5sung).a 

Im  letzten  Falle  (p)  kann  man  sagen,  die  Hyperboloide  schneiden 
einander  ausserdem  in  zwei  imaginaren  Geraden,  Der  zweite  Fall  (a) 
giebt  durch  TJmkehrung  den  folgenden  besonderen  Satz. 

6)  wWenn  zwei  einfache  Hyperboloide  einander  in  einer 
Geraden  (ek)  beriihren,  so  schneiden  sie  einander  nebstdem  im 
Allgemeinen  in  zwei  Geraden  A2,  A8,  welche  in  jedem  Hyper- 
boloid zu  einer  Schaar  gehoren;  oder  sie  konnen  sich  auch  in 
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einer  zweiten  Geraden  (A2A3),  die  mit  jener  (ek)  in  jedem  Hy- 
perboloi'd  nicht  zu  einer  Schaar  gehort,  beriihren,  oder  sich 
gar  nicht  weiter  begegnen." 

58.  Der  erfmderische  Moebius  hat  zuerst  den  Satz  bekannt  geniacht 
und  bewiesen*): 

5,Dass  es  nanilich  solche  Paare  (irregularer)  Tetraeder 

geben  konne,   wovon  jedes  dem  anderen  (urn-  oder)  ein- 

geschrieben  ist,  d.  h.  wovon  die  Ecken  eines  jeden  in  den 

Flachen  des  anderen,  oder  in  deren  Ebenen,  liegen." 

Die   vorhergehenden  Untersuchungen   gewahren   nicht   nur   eine   an- 

schauliche  leichte  Darstellung  der  Richtigkeit  dieses  Satzes,   sondern  sie 

gestatten  auch  eine  deutliche  Einsicht  in  den  Spielraum  seiner  Moglichkeit 

iinter  gewissen  gegebenen  Bedingungen.     Zu  dieseni  Endzweck  inoge  fol- 

gende  Aufgabe  aufgestellt  und  init  einigen  Andeutungen  fiber  ihre  Losung 

begleitet  werden. 

,,Wenn  ein  beliebiges  Tetraeder  T  gegeben  ist,  ein  anderes 
T  zu  beschreiben,  dessen  Ecken  in  den  Flachen  des  ersten,  oder 
in  deren  Ebenen,  liegen,  und  dessen  Flachen,  oder  deren  Ebe- 
nen, durch  die  Ecken  des  ersten  gehen,  und  zwar  wenn  zwei 
Ecken  des  zweiten  Tetraeders  T  gegeben  sind." 

Ueber  diese  Aufgabe  kann  zuvorderst  Folgendes  bemerkt  werden: 
Es  seien  A,  B,  C,  D  die  Ecken  des  ersten  Tetraeders  T,  und  a,  j3, 
Y,  8  die  des  zweiten  t.     Man  nehme  an,    die  Ecken  des  zweiten  sollen 
nach  folgender  Ordnung  in  den  Flachen  des  ersten,  oder  in  deren  Ebenen, 
liegen: 

I.  otBCD,    pAGD,    TABD,    SABC, 

wo  z.  B.  aBCD  heisst:  die  Ecke  a  liege  in  der  Ebene  der  Flache  BCD. 
Nach  dieser  Annahme  bleibt  nun  noch  die  Rangordnung  frei,  nach  welcher 
die  Flachenebenen  des  zweiten  Tetraeders  T  durch  die  Ecken  des  ersten 
T  gehen  sollen;  diese  gestattet,  nach  der  blossen  Combination  der  Buch- 
staben,  24  verschiedene  Falle  (§  25,  Note).  Diese  24  Falle  sind  in  Hin- 
sicht  der  Zahl  der  Auflosungen,  die  sie  zulassen,  wesentlich  von  einander 
unterschieden,  und  zerfallen  in  dieser  Beziehung  in  drei  Abtheilungen, 
wovon  z.  B.  zur  ersten  Abtheilung  folgende  vier  Falle  gehoren: 

1.  Ap7§,     BayS,     Caf38, 

2.  Aa^7    BapS,     CayS, 

4.        AaT8,     BpTS,     Cap^,    Dap^J 
welche,  wie  durch  die  Unterabtheilungen  (a),  (b)   angedeutet  wird,   im 


*)  Im  Journal  fur  Mathematik  Bd.  HI.  S.  273, 
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Wesentlichen  nur  zweieiiei  Art  sind.  In  jedem  dieser  vier  Falle  kommen 
der  vorgelegten  Aufgabe  unendlich  viele  Auflosungen  zu  (dagegen  scheint 
bei  den  iibrigen  Fallen  theils  nur  eine  einzige,  theils  gar  keine  Auflosung 
moglich  zu  sein). 

Als  Beispiel  soil  nun  der  vorstehende  Fall  (1)  hier  naher  betrachtet 
werclen. 

Es  sei  ABCD  (Fig.  54)  das  gegebene  Tetraeder  T,  und.  etwa  a,  y 
die  zwei  gegebenen  Ecken  des  zweiten,  zu  besehreibenden  Tetraeders  T. 
Da  durch  die  drei  gegebenen  Puncte  B,  a,  y  die  Ebene  BayB  bestimmt 
1st,  in  welcher  die  Ecke  6  liegt  (II,  1),  und  da  letztere  auch  in  der  Flachen- 
ebene  ABC  liegen  muss  (I),  so  ist  ihr  Ort  auf  die  Durchsehnittslinie  B6 
dieser  zwei  Ebenen  besclirankt.  Ebenso  muss  die  andere,  zu  suchende 
Ecke  J3  einerseits  in  der  Ebene  Day  und  andererseits  in  der  Ebene  A  CD 
liegen,  so  class  ihr  Ort  auf  die  Durehschnittslinie  Db  dieser  zwei  Ebenen 
beschrankt  ist.  Da  nun  ferner  von  clen  zu  findenden  zwei  Flachenebenen 
Aj3y3,  Capo  (H,  1)  jede  durch  die  zwei  Ecken  |3,  8  geht,  so  dass  die 
Kante  j3o  in  ilirer  Durehschnittslinie  liegt,  so  kommt  es  folglich  nur  darauf 
an,  durch  die  zwei  gegebenen  Geraden  Ay,  Ca  zwei  Ebenen  so  zu  legen, 
dass  ihre  Durchsclmittslinie  die  zwei  gegebenen  Geraden  B6,  Db  schneidet, 
oder,  was  eben  so  viel  ist,  eine  Gerade  zu  finden,  welche  die  vier  Geraden 
Ay  a,  B6,  Cac,  Db  schneidet.  Wird  aber  bemerkt,  dass  diese  vier  Gera- 
den bereits  von  den  drei  Geraden  AC,  BD,  ay  geschnitten  werden, 
so  folgt,  dass  es  von  unendlich  vielen  Geraden  geschehen  karm,  zu 
welchen  diese  drei  gehoren  (§  51),  und  zwar  folgt,  dass  jede  Gerade^ 
welche  irgend  drei  derselben  schneidet,  auch  jedesmal  der  vierten  be- 
gegnet.  Daher  sind  auch  unzahlige  Tetraeder  T  moglich,  welche  der  vor- 
gelegten Aufgabe  genu'gen,  und  zwar  dergestalt,  dass  z.  B.  jeder  Punct  in 
der  Geraden  BB  als  die  zu  suchende  Ecke  8  angenommen  werden  kann, 
wodurch  sodann  die  andere  Ecke  {3  bestimmt  und  (nach  §  51,  II)  leicht 
zu  linden  ist  (und  zwar  bei  der  hier  zu  Grunde  gelegten  Figur  ,,bloss 
durch  Ziehen  dreier  Geraden  zwischen  gegebenen  Puncten"  ge- 
funclen  wird).  Oder  es  folgt  daher,  dass  der  Kante  po  des  zu  besehreiben- 
den Tetraeders,  fur  alle  ihre  verschiedenen  Lagen,  in  welchen  sie  der  Auf- 
gabe geniigen  kann,  ein  Spielraum  frei  steht,  in  welchem  sie  ein  einfaches 
Hyperboloid  beschreibt  (§  51,  IV),  und  dass  dabei  die  zwei  Ecken  (3,  3 
die  ihnen  zukommenden  Ortslinien  Db,  B16  projectivisch  theilen. 

Aus  dieser  Auflosung  ergiebt  sich  somit  zugleich  der  folgende  Satz. 

,,Wenn  ein  beliebiges  Tetraeder  T  und  irgend  zwei  Puncte 
a,  y,  welche  in  zwei  Flachenebenen  desselben  liegen,  gegeben 
sind,  so  giebt  es  unzahlige  andere  Tetraeder  T,  welche  jenem 
nach  der.obigen  Art  (11,1)  zugleich  urn-  und  eingeschrieben 
sind,  und  wovon  jedes  jene  zwei  Puncte  zu  Eckpuncten  hat: 
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der  Ort  ihrer  tibrigen  Eckpuncte  f),  8  1st  auf  zwei  bestimmte 
Gerade  Db,  BB  beschrankt,  und  zwar  dergestalt,  dass  diese 
Geraden  inAnseliung  der  zusammengeliorigen  Punctepaare  pro- 
jectivisch  sind,  und  class  folglich  der  Ort  der  diese  Eckpuncte 
verbindenden  Kante  PO  ein  einfaches  Hyperboloi'd  ist." 

Es  niag  nocli  bemerkt  werden,  dass  bei  den  drei  iibrigen  Fallen  (II,  b) 
ahnliche  Auflosungen  stattfinclen,  wie  die  vorstehende,  und  dass  aus  ihnen 
gleiclie  Resultate  folgen*). 


Allgemeine   Anmerkung. 

Ueber  Abhangigkeit   einlger   Systeme  verschiedenartiger   Figuren   von 

einander. 

59.  Das  einfache  Hyperboloid  giebt,  vermoge  der  Dim  zukommenden 
Eigenschaften  und  namentlich  yermoge  seiner  doppelten  Erzeugung  durcli 
projectivische  Gebilde,  ein  Mittel  an  die  Hand,  die  gegenseitige  Abhangig- 
keit gewisser  Systeme  verschiedenartiger  Figuren  von  einander  klar  darzu- 
thun,  die  Uebertragung  der  Eigenschaften  jedes  Systems  auf  alle  iibrigen 
leicht  zu  bewerkstelligen,  und  zugleich  auch  jedes  System  in  jedes  andere 
zu  verwandeln.  Dieser  Gegenstand  gehort  eigentlich  dem  zweiten  Abschnitte 
an  (well  dieser  das  Aufeinanderbeziehen  der  Ebenen  und  der  Strahlbuschel 
im  Raume  enthalten  wird)?  wo  er  (so  wie  im  vierten  und  funften  Abschnitte) 


*)  Es  ware  wohl  zu  wunschen,  dass  sich  Jemand  die  Muhe  g'abe,  die  obige  Auf- 
gabe  vollstandig  zu  erortern,  d.  h.  das  EigentMmliche  aller  moglichen  Falle  derselben 
in's  Klare  brachte  und  die  dabei  stattfindenden  Umstande  erforschte.  Die  vorstehende 
Auflosung  zeigt,  wie  diesem  Gegenstande  durcli  projectivische  Eigenschaften  beizu- 
komraen  sei.  Bei  meiner  fltichtigen  Untersuchung  fand  ich  unter  anderen  noch:  3,Dass, 
wenn  zwei  Tetraeder  T,  T  nach  einer  der  obigen  drei  Arten  (II,  b)  ein- 
ander umschrieben  sind,  sie  alsdann  ausserdem  solche  gegenseitige 
Beziehung  haben,  dass  jedes  Paar  gegenuberliegender  Kanten  des  einen 
Tetraeders  rn.it  einem  bestiinmten  Paar  gegenuberliegender  Kanten  des 
anderen  in  einem  einfachen  Hyperbolo'id  liegt"u.  s.  w.  Bei  der  Losung 
der  tibrigen  20  Falle  der  obigen  Aufgabe  (die  ausser  den  4  erwahnten  (II)  anscheinend 
stattfinden  konnen)  durfte  die  frahere  Aufgabe  (§  57,  2)  behulflich  sein,  Werden  solche 
Auflosungen,  wo  das  zu  beschreibende  Tetraeder  T  in  einen  Grenzfall,  d.  i.  in  eine 
Gerade  iibergeht,  mit  gezahlt,  so  mochten  wohl  bei  jedem  der  20  Falle  zwei  Auflosungen 
stattfinden;  so  vertrat  z.  B.  beim  oben  betrachteten  Falle  (II,  1)  jede  der  drei  Geraden 
AC,  BD,  ay  einen  solchen  Grenzfall. 

Bei  der  obigen  Aufgabe  konnten  ferner  auch  anstatt  der  zwei  Eckpuncte  a,  y  ent- 
weder  zwei  Flaehenebenen  oder  eine  Flaehenebene  und  eine  Ecke  des  zu  beschreiben- 
clen  Tetraeders  als  gegeben  angenommen  werden.  Uebrigens  sincl  alle  diese  Aufgaben 
nur  die  einfachsten  Falle  von  anderen  ausgedehnteren  Aufgaben,  die  sich  ahnlicher- 
weise  durch  projectivische  Eigenschaften  losen  lassen,  wie  jene  in  §  56, 
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seine  vollstaudigo  Erorterung  finden  wird;  wegen  seiner  nahen  Verwandt- 
schaft  mit  clem  ebon  Abgehandelten  glanbte  icli  jedoch,  ihn  schon  Mer  korz 
beruhren  zu  mtissen. 

I.  Bei  den  vorhergehenden  Untersuclmngen  -wurde  eine  Gerade  A  im 
Raume  auf  doppelte  Weise,  d.  L  in  Hinsicht  zveier  Gebilde  betrachtet, 
niirnlich  entweder  al^  eigentliche  Gerade  A  (d.  i.  als  eine  unendliche  Menge 
Puncte  enthaltend),  oder  als  Ebenenbiischel  A  (d.  i.  als  Axe  des  Ebenen- 
biischels).  In  dieser  doppelten  Hinsicht  steht  daher  eine  Gerade  A  mit 
alien  Puncten  uncl  alien  Ebenen  im  Raume  in  folgender  Beziehung: 
Als  Ebenenbiischel  A  Als  Gerade  A' 

aJeder  Punct  liegt  in  irgend  »Jede  Ebene  geht  durch  ir- 

einer  seiner  Ebenen;^  gend  einen  ihrer  Puncte;" 

Oder: 

,5Sie  (die  Axe  A)  bestimmt  ,,Sie    bestimmt    mit   jeder 

iBit'jedein  Punct  (der  nicht  in  Ebene  (in  der  sie  nicht  liegt) 
ihr  liegt)  eine  Ebene.*  einen  Punct/' 

Werden  nach  dieser  zweifaclien  Hinsicht  zwei  Gerade  A,  Ax  im  Raume 
zugleicb  betraclitet,  und  zwar  mit  Beziehung  aufeinander,  so  sind  dabei 
folgende  wesentliche  Umstiinde  zu  benaerten: 

,,Jecle      Ebene      des     einen  ,3Jeder     Punct      der     einen 

Ebenenbtiscliels  schneidet  den  Geraden  bestimmt  mit  den 
anderen  Ebenenbiischel  in  Puncten  der  anderen  Geraden 
einem  ebenen  Strahlbiischel;  einen  ebenen  Strahlbiischel; 
die  gesammten  Strahlen  aller  die  gesammten  Strahlen  aller 
dieser  Strahlbiischel,  oder  dieser  Strahlbiischel,  ode^r  die 
die  gesanimten  Strahlen,  in  gesammten  Strahlen,  welche 
velohen  die  Ebenen  beider  die  Puncte  beider  Geraden, 
Ebenenbiischel  einander  paar--  paarweise  genommen,  mit  ein- 
veise  schneiden,  erfiillen  ein-  ander  bestimmen,  erfiillen  ein- 
fach  den  ganzen  Raum,  d.  h.  fach  den  trganzen  Raum,  und 
clurcli  jeclen  Punct  des  Raumes  -  zwar  liegt  in  jeder  Ebene  (die 
(der  nicht  in  einer  der  zwei  durch  keine  der  zwei  Geraden 
Axen  liegt)  geht  irgend  einer  geht)  irgend  einer  von  diesen 
von  diesen  Strahlen,  aber  nur  Strahlen,  aber  nur'  ein  einzi- 
ein  einziger;  so  dass  also  ger;  so  dass  also  jeder  belie- 
jede  beliebige  Ebene  sich  mit  bige  Punct  mit  irgend  zwei 
irgend  zwei  Ebenen  der  zwei  Puncten  der  zwei  Geraden  in 
Ebenenbiischel  in  einern  sol-  einem  solchen  Strahle  liegt." 
chen  Strahle  schneidet" 

Von  diesen  Strahlen,  welche  auf  die  eben  angegebene  Weise  durch 
zwei  Ebenenbiischel  oder  duxch  zwei  Gerade  A,  Aj  im  Raume  bestimmt 
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werden,  weiss  man  nun  aus  friiheren  Untersuchungen  (§  51),  dass  jedes- 
nial  die  Schaar  derjenigen  unter  ihnen,  die  irgend  einer  beliebigen.  dritten 
Geraden  A3  begegnen,  einem  einfachen  Hyperboloi'd  angehort,  und  dass 
einerseits  die  Ebenenbiischel  A,  A1  in  Ansehung  der  Ebenenpaare,  welche 
die  StraMen  dieser  Schaar  zu  Durchschnittslinien  liaben,  und  andererseits 
die  Geraden  A,  Ax  in  Ansehung  der  Punctepaare,  in  welchen  sie  von 
den  Strahlen  dieser  Schaar  getroffen  werden,  projectivisch  sind,  u.  s.  w. 
Mit  Riicksicht  auf  alle  diese  Umstande  lassen  sich  nachstehende*  inter- 
essante  Betrachtungen  leicht  bewerkstelligen. 

II.  Bringt  man  mit  den  zwei  Doppelgebilden  A,  Aa  irgend  zwei 
Ebenen  s,  ^  in  Verbindung,  so  konnen  die  letzteren,  mittelst  der  durch 
die  ersteren  bestimniten  Strahlen  (I),  auf  eigenthiimliche  Weise  auf  einander 
bezogen  werden.  Um  bei  dieser  Untersuchung  der  Vorstellung  zu  Hiilfe 
zu  kommen,  stelle  (etwa  in  Fig.  55)  das  Papier  die  Ebene  s  dar,  wo  nam- 
licli  alle  nicht  punctirten  Linien  in  dieser  Ebene  liegen.  Es  sei  die 
Gerade  eea  die  Durchschnittslinie  der  Ebenen  s,  s1?  und  r  und  8,  ^  und 
tyj  seien  die  Puncte,  in  welchen  die  Geraden  oder  Axen  A,  Ax  von  clen 
Ebenen  s,  sx  getroffen  werden,  so  class  also 

r£  =  x    und    J1t)1=t1 

diejenigen  zwei  Strahlen  des  genannten,  durch  die  Axen  A,  A1  bestinunten 
Strahlsystems  (I)  sind,  welche  in  clen  Ebenen  s,  s1  liegen.  Ferner  seien 
t,  jCj  die  Puncte,  in  welchen  die  Strahlen  \  ,  x  den  Ebenen  s,  ^  begegnen, 
und  welche  mit  den  vorgenannten  Puncten  die  Geraden 


bestimmen.  Hat  man  alle  diese  Elemente  genau  fixirt,  so  lassen  sich 
weiter  folgende  Eigenschaften  angeben: 

1)  Die  zwei  Ebenen  s,  Sj  werden  mittelst  des  genannten  Strahlsystems 
dergestalt  auf  einander  bezogen,  dass  im  Allgemeinen  jedem  Punct  der 
einen  Ebene  ein  bestimmter  Punct  in  der  anderen  Ebene  entspricht,  d.  h, 
durch  jeden  beliebigen  Punct  a  in  s  geht  ein  einziger  bestimmter  Strahl 
a,  der  die  Axen  A,  A1  schneidet  in  35,  SS17  und  der  die  sl  in  irgend 
einem  bestimmten  Puncte  ^  trifffc,  welcher  der  wentsprechendeK  jenes 
Punctes,  oder  dessen  wschiefe  Projection",  heissen  soil.  Von  dieser 
bestimniten  Beziehung  machen  nur  folgende  Puncte  eine  wesentliche  Aus- 
nahme. 

Da  namlich  alien  Puncten  r,  8,  £,  ...  der  Ebene  s,  welche  in  dem 
vorhin  erwahnten  Strahle  x  liegen,  offenbar  dieser  Strahl  gemeinschaftlich 
zugehort,  so  wird  folglich  der  einzige  Punct  yj,  in  welchem  derselbe  die 
Ebene  %  trifft,  alien  jenen  Puncten  zugleich  entsprechen.  Und  da  ferner 
alle  Strahlen,  welche  von  dem  Puncte  ^  der  Ebene  BI  ausgehen,  in  der  Ebene 
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tjjA  liegen  und  in  dieser  einen  ebenen  Strahlbiischel  ^  bilden  (I)3  so 
werelen  sie  nothwendiger  Weise  die  Ebene  s  langs  der  Geraden  y,  d.  h. 
langs  der  Durehsclmittslinie  cler  Ebenen  tyxA  und  s,  treffen,  so  dass  folg- 
licli  alien  Puncten  r,  1  i)?  ...  dieser  Geraden  y  in  s  der  einzige  Punct  ^ 
in  Sj  entspricht.  Ebenso  haben  alle  Puncte  8,  t,  j,  ...  der  Geraden  z 
in  s  den  Punct  ^  zu  ihrom  genieinschaffclich  entsprechenden  Puncte  in 
sr  Aus  gleiclien  Grunclen  cntsprechen  ahnlicherweise  den  sammtlichen 
Puncten  der  drei  Geraden  r1?  s17  \  in  der  Ebene  ^  die  drei  einzelnen 
Puncte  r,  8,  t  in  der  Ebene  s.  Diese  besondere  Eigenschaft  der  Puncte 
r,  8,  t  und  g15  t)n  tj  hat  auf  die  nachfolgenden  Resultate  grossen  Einfluss, 
so  dass  die  meisten  tdcli  melir  oder  weniger  auf  dieselben  beziehen,  daher 
mogen  die  Dreiecke  rSt,  ^^^  unter  dem  Namen  ?,Hauptdreiecke"  der 
Ebenen  s,  Sj  festgehalten  werclen.  Die  Hauptdreiecke  haben  nach  den  eben 
bemerkten  Eigenschaften  solche  gegenseitige  Beziekung,  dass  die  sammt- 
lichen Puncte  der  Seiten  (x,  y,  z  oder  r1?  s1?  tj  eines  jeden  den  einzel- 
nen Eckpuncten  (yn  J),,  ^  oder  r,  8,  t)  des  anderen  entsprechen. 

Endlich  niag  auch  noch  bemerkt  werden,  dass  jeder  Punct  in 
der  Durchschnittslinie  eex  der  Ebenen  s,  s1  sich  selbst  entspricht, 
oder  init  seineni  entsprechenden  vereinigt  ist,  weil  oflenbar  der  einem 
solchen  Puncte  zugehorige  Projectionsstrahl  beide  Ebenen  in  demselben 
zugleich  triift. 

Wie  zu  irgend  einem  gegebenen  Punct  in  der  einen  Ebene  der  ent- 
sprechencle  in  der  anderen  Ebene  gefunden  wird,  ist  leicht  zu  sehen,  nam- 
lich,  wenn  etwa  a  in  s  cler  gegebene  Punct  ist,  so  wird  der  zugehorige 
Projectionsstrahl  a  offenbar  dadurch  gefunden,  dass  man  die  Ebenen  aA, 
aAj  legt,  deren  Durchschnittslinie  er  sein  muss  (I),  und  sodann  wird 
dieser  Strahl  a  der  Ebene  BI  in  dem  gesuchten  entsprechenden  Puncte  a 
begegnen.  Der  Punct  a^  kann  daher  auch  bloss  durch  Ziehen  zweier  Paar 
Gerader  in  den  Ebenen  s,  BI  gefunden  werden;  denn  zieht  man  aus  dem 
gegebenen  Punct  a  durch  den  Punct  t  die  Gerade  atp,  welche  die  Durch- 
schnittslinie QQI  in  dem  Puncte  ^a  trifft,  und  zieht  sodann  in  s1  die 
Gerade  &$„  so  muss  in  dieser  der  gesuchte  Punct  a,  liegen;  und  da 
ahnlicherweise  durch  die  Gerade  agq  in  e  eine  Gerade  ^  in  ^  be- 
stiinmt  wird,  in  welcher  ebenfalls  der  Punct  a,  liegen  muss,  so  ist  der 
letztere  der  Durchschnittspunct  der  zwei  Geraden  &&,  ^q 

2)  Es  ist  nun  weiter  anzugeben,  welche  Beziehung  irgend  zwei  ent- 
sprechende  Figuren  in  den  Ebenen  s,  sx  zu  einander  haben,  und  nach 
welchen  Gesetzen  ihre  Eigenschaften  von  einander  abhangen;  und  zwar 
ontsteht  zunachst  die  Frage,  welche  Figitr  einer  Geraden,  und  sodann, 
welche  Figxir  irgend  einer  bestimmten  krummen  Linie  entspreche?  Die 
Antworten  hierauf ,  ergeben  sich  aus  dem  Vorhergehenden  fast  unmittelbar 
namlich  wie  folgt:  ' 
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a)  Einer  beliebigen  Geraden  in  einer  der  zwei  Ebenen  s,  sa,  z.  B.  der 
Geraden  1  in  s,  entspricht  offcnbar  in  der  anderen  Ebene  BI  irgend  ein 
Kegelschnitt  PJ;  denn  alle  Projectionsstrahlen,  welche  jene  Gerade  treffen 
oder  ihre  sammtlichen  Puncte  auf  die  Ebene  sx  projiciren,  liegen  in  einem 
einfaclien  Hyperboloi'd  (I),  welches  die  Ebene  sx  in  dem  genannten  Kegel- 
sclinitte  schneidet  (§  51,  IV,  4).  Da  die  Gerade  1  die  Seiten  x,  y,  z  des 
Hauptdreiecks  in  den  Puncten  jr,  Jj,  5  sclineidet,  so  gelit  folglich,  vermoge 
dieser  Puncte,  der  Kegelschnitt  [1J  durch  die  drei  Puncte  JFI?  t)15  ja  (1), 
so  dass  er  also  dem  Hauptdreieck  r^gj  umschrieben  ist.  Ferner  geht  der 
Kegelschnitt  auch  durch  den  namlichen  Punct  ee19  in  welcheni  die  Gerade 
1  der  Durchschnittslinie  eex  begegnet  (1).  Natiirlicherweise  muss  auch 
umgekehrt  jedem  beliebigen,  dem  Hauptdreieck  r^j^  umschriebenen 
Kegelschnitt  [1J  irgend  eine  Gerade  1  in  s  entsprechen;  dieses  folgt  auch 
in  der  That  daraus,  dass  alle  Projectionsstrahlen  eines  solchen  Kegel- 
schnitts  (cl.  h.  alle  Strahlen,  die  durch  seine  sammtlichen  Puncte  gehen), 
(zufolge  §  51,  IV,  9,  a),  ebenfalls  in  einem  einfachen  Hyperboloi'd  liegen, 
und  da  dasselbe  von  der  Ebene  s  offenbar  in  dem  Strahle  x  (der  dem 
Puncte  jTj  zugehort)  geschnitten  wird,  so  muss  es  von  ihr  noch  in  irgend 
einer  anderen  Geraden  1  geschnitten  werden  (§  51 ,  IV,  *  3) ,  welche  deni 
gegebenen  Kegelschnitte  [1J  entspricht. 

Es  ist  klar,  dass  alles,  was  Her  von  der  Ebene  s1  gesagt  worden, 
auch  umgekehrt  in  entsprechendem  Sinne  von  der  Ebene  s  gilt. 

In  dem,  was  fiber  die  Gerade  1  gesagt  worden,  findet  nur  dann  eine 
wesentliche  Ausnahme  oder  ein  besonderer  Fall  statt,  wenn  diese  Gerade 
durch  einen  der  drei  Hauptpuncte  r,  &,  t  geht;  namlich  alsdann  entspricht 
ihr  in  der  Ebene  BI  ebenfalls  eine  Gerade  119  welche  beziehlich  durch  einen 
der  drei  Puncte  j15  ^15  ^  geht.  Derm  geht  z.  B.  die  Gerade  1  durch  den 
Punct  r,  wie  etwa  dtp,  so  liegen  offenbar  alle  ihr  (oder  ihren  sammt- 
lichen Puncten)  zugehorigen  Projectionsstrahlen  in  der  Ebene  1A  oder  pA, 
und  claher  muss  ihr  nothwendigerweise  diejeiuge  Gerade  \  entsprechen, 
in  welcher  jene  Ebene  die  Ebene  BI  schneidet,  und  welche  also  durch  den 
Punct  jx  geht  (also  die  Gerade  ^Ct^);  und  zwar  mussen  die  Geraden  I, 
]j  perspectivisch  sein,  und  namentlich  den  Punct,  in  welchem  die  Axe  A1 
von  jener  Ebene  1A  getroffen  wird,  zum  Projectionspunct  haben  (I)  und 
einander  in  der  Durchschnittslinie  QQI  schneiden  (im  Puncte  p^J.  Aehn- 
liches  findet  statt,  wenn  die  Gerade  1  durch  den  Punct  §  geht.  Geht  sie 
aber  durch  den  Punct  t,  so  liegt  sie  zwar  nicht  rnehr  mit  der  Geraden 
11?  die  dann  durch  den  Punct  ^  geht,  in  einer  Ebene,  sondern  in  diesem 
Falle  liegen  sie  in  einem  einfachen  Hyperboloi'd,  welches  die  Ebene  s  in 
den  Geraden  1  und  x,  und  die  Ebene  s1  in  den  Geraden  la  und  \  schneidet; 
denn  da  die  Gerade  1  durch  den  Punct  t  geht,  so  ist  allemal  tx  ein  Pro- 
jectionsstrahl  derselben,  und  dann  muss  die  Ebene  ^  das  genannte  Hyper- 
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bolokl  noch  in  einer  ancleren  Geraden  \  schneiden,  welche  nothwendiger- 
weise  clurcli  den  Punct  ^  gelit,  well  x  jedesmal  Projectionsstrahl  der 
Geraden  1  1st*). 

Es  giebt  demnach  in  den  zwei  Ebenen  s,  ^  drei  Paar  Strahlbuschel, 
nanilicli  r  und  g15  §  und  r)15  t  und  pn  deren  Strahlen,  als  Gerade  1  und 
lj  betrachtet,  einander  paarweise  entsprechen,  und  welche,  wie  leicht  zu 
sehen,  in  Ansehung  dieser  Stralilenpaare  projectiviscli  sind,  und  zwar  liegen 
sowohl  r  und  g15  als  §  und  ^  perspectivisch,  weil  sie  die  Durchschnitte 
der  Ebenen  s,  Sj  und  der  Ebenenbiischel  A,  Ax  sind,  oder  weil  ihre  ent- 
sprechenden  Strahlen  (wie  rp,  g^J  sich  in  der  Geraden  eea  schneiden. 

Demnach  hat  man  furs  erste  das  folgende  Gesetz: 

7?Den  gesammten  Geraden  in  einer  der  zwei  Ebenen  s,  e15 
ausgenommen.  die  Strahlen  -cler  drei  Strahlbiischel  (r,  S,  t)  oder 
(Sis  9n  Pi) 9  deren  Mittelpuncte  die  Spitzen  des  Hauptdreiecks 
sind,  entsprechen  in  cler  anderen  Ebene  die  gesammten  Kegel- 
schnitte,  welche  dein  Hauptdreieck  umschrieben  werden  konnen, 
und  auch  umgekehrt"  Und  forner:  ,,Die  Geraden,  welche  Strah- 
len der  genannten  Strahlbiischel  sind,  entsprechen  einander 
paarweise,  na>nlich  es  entsprechen  sich  die  Strahlen  der  Strahl- 
biischel t  und  j3n  %  und  ty1?  t  und  jr1?  und  es  sind  diese  Strahlbu- 
schel  in  Ansehung  ihrer  entsprechenden  Stralilenpaare  projec- 
tivisch,  und  zwar  sind  die  zwei  ersten  Strahlbuschelpaare  perspectivisch, 
so  class  jecles  Paar  die  Durchschnittslinie  eet  zum  perspectivischen  Dui^ch- 
schnitt  hat,  wogegen  vom  dritten  Paar  (t  und  jcj  zwei  entsprechende 
Strahlen  in  dieser  Linie  vereinigt  sind;  auch  sind  ferner  je  zwei  ent- 
sprechende Strahlen  von  r  und  ^  oder  3  und  ^  perspectivisch,  und  ihr 
Projectionspunct  liegt  in  der  Axe  Ax  oder  A;  dagegen  erzeugen  je  zwei 
entsprechende  Strahlen  von  t  und  jrx,  ein  einf aches  Hyper bolo'fd,  und  die 
Hyperbolo'fde  dieser  Schaar  haben  die  vier  Geraden  A,  A15  x,  tx  gemein." 

b)  Ein  eigenthumlicher  Fall,  der  zwar,  wie  man  sehen  wird,  schon 
in  clem  vorstehenden  Gesetz  mit  inbegriffen  ist,  verdient  wegen  seines 
Einflusses  auf  spatere  Resultate  hier  noch  naher  erortert  zu  werden.  Es 
kann  namlich  gefragt  werden,  welches  in  jeder  der  zwei  Ebenen  s,  sl  der 
Ort  derjenigen  Puncte  sei,  deren  entsprechende  in  der  anderen  Ebene  un- 
endlich  entfernt  liegen?  Diese  Erage  lasst  sich  folgendennassen  leicht  be- 
antworten : 

Alle  Projectionsstrahlen,  welche  nach  den  unendlich  entfernten  Puncten 
einer  der  zwei  Ebenen,  z.  B.  der  Ebene  e,  gerichtet  sind,  sind  nothwen- 
digerweise  mit  ihr  parallel,  und  liegen  folglich  in  einem  hyperbolischen 

*)  Gehen  die  Geraden  1,  Iz  durch  die  Puncte  r  und  ^ ,  oder  %  und  fa ,  so  sind  sie 
in  zwei  bestimmten  Lagen  projectivisch  {iLnlich,  gehen  sie  aber  durch  die  Puncte 
f  und  yz,  so  findet  dieses  nur  in  einer  Lage  statt. 


59,11.  Ueber  Abhangigkeit  verschiedenartiger  Piguren.  413 

Paraboloid  (§  52,  I,  2,  e),  welches  von  der  Ebene  st  in  einem  Kegel- 
schnitt, und  zwar  iin  Allgemeinen  in  einer  Hyperbel  geschnitten  wird. 
Dieser  Kegelschnitt,  der  durch  [QJ  bezeichnet  werden  mag,  geht  offenbar 
durch  die  drei  Puncte  g15  t)15  jr19  weil  durch  jeden  dieser  Puncte  ein  der 
Ebene  s  paralleler  Projectionsstrahl  geht  (denn  auch  der  Strahl  x,  welcher 
durch  den  Punct  ^  geht,  ist  als  dieser  Ebene  parallel  anzuselien).  Audi 
folgt,  dass  eine  Asymptote  des  Kegelschnitts  [QJ,  oder  im  Fall  er  eine 
Parabel  ist,  dass  seine  Axe  der  Durchschnittslinie  eex  parallel  sei,  weil 
namlich  s  eine  Asymptotenebene  des  Paraboloids  ist  (§  52).  (Aus  gleichen 
Griinden  folgt,  dass  die  and  ere  Asymptotenebene  derjenigen  Geraden  pa- 
rallel ist,  in  welcher  die  Ebene  sa  von  derjenigen  Ebene  geschnitten  wird, 
die  durch  A  oder  Ax  geht  und  mit  Aj  oder  A  parallel  ist.) 

Da  nun  aber  jedem,  deni  Hauptdreieck  g^^  in  sx  umscluiebenen 
Kegelschnitt  irgend  eine  Gerade  in  s  entspricht  (a),  so  sind  demnach  alle 
unendlich  entfernten  Puncte  der  Ebene  s  als  in  einer  Geraden  Q  liegend 
anzusehen*),  welcher  namlich  jener  Kegelschnitt  [QJ  entspricht.  Aehn- 
licherweise  muss  den  unendlich  entfernten  Puncten  der  Ebene  s15  oder 
ihrer  unendlich  entfernten  Geraden,  welche  Rx  heissen  mag,  ein  be- 
stimmter  Kegelschnitt  [R]  in  s  entsprechen,  welcher  dem  Hauptdreieck 
r<§t  umschrieben  ist,  u.  s.  w.  Wenn  insbesondere  einer  der  zwei  Kegel- 
schnitte  [R],  [QJ  eine  Parabel  ist,  so  ist  es  der  andere  ebenfalls,  was 
leicht  nachzuweisen  ist;  u.  s.  w. 

Also  folgt: 

,,Den  unendlich  entfernten  Puncten  jeder  der  beiden  Ebe- 
nen  s,  s1  entspricht  ein  bestimmter  Kegelschnitt.  [QJ  oder 
[R]  in  der  anderen  Ebene,  welcher  dem  Hauptdreieck  um- 
schrieben ist,  so  dass  also  jene  Puncte  als  in  einer  Geraden  Q 
oder  Rj  liegend  angesehen  werden  raiissen;  von  jedem  der  zwei 
Kegelschnitte,  die  im  Allgemeinen  Hyperbeln  sind**),  ist  eine 
Asymptote  der  Durchschnittslinie  eex  parallel;  ist  einer  der- 
selben  eine  Parabel,  so  ist  es  auch  der  andere,  und  dann  sind 
ihre  Axen  der  Linie  eex  parallel." 

c)  Ueber  die  vorstehenden  Resultate  (a,  b)  sind  noch  folgende  nahere 
Umstande  anzugeben:  Wenn  namlich  der  Geraden  1,  wie  sie  in  Fig.  55 
gezeichnet  vorliegt,  der  Kegelschnitt  [1J  entspricht,  so  wird  jedem  Kegel- 
schnitt der  sie  beruhrt  und  zugleich  dem  Hauptdreieck  r§t  umschrieben 
ist,  z.  B.  dem  Kegelschnitt,  der  sie  in  a  beruhrt  und  der  durch  [T]  be- 
zeichnet werden  mag,  eine  solche  G-erade  T1  in  sx  entsprechen,  welche 
den  Kegelschnitt  [1J  in  demjenigen  Puncte  ax  beruhrt,  der  jenem  erst- 

*)  Dieses  ist  in  der  Perspectivlehre  ein  bekannter  alter  Satz ;  im  zweiten  Abschnitt 
wird  er  einfacher  und  klarer  dargestellt  werden. 

**)  Die  "unendlich  entfernten  Puncte  dieser  Hyperbeln  entsprechen  einander. 
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genannten  Puncte  a  entspriclit ;  denn  da  1  und  [T]  nur  den  einzigen  Punct 
a  gemein  haben,  und  da  jedem  Punct  in  e  im  Allgemeinen  nur  ein  ein- 
ziger  Punct  in  ^  entspriclit,  so  konnen  folglich  auch  [1J  und  Ta  nicht 
naelir  als  einen  Punct  gemein  liaben. 

Daferner  die  Stralilen  ra  und  fac^  einander  entsprechen,  und  da  den 
Puncten  der  Geraden  t§  =  z  einer  und  derselbe  Punct  fa  entspricht,  so 
sieht  man,  dass,  wenn  der  Stralil  ra  sich  um  T  dreht,  bis  a  in  den  Strahl 
t£  gelangt,  dann  der  Punct  c^  sich  nach  fa  bewegen  wird,  bis  er  sicli 
zuletzt  nrit  ihm  vereinigt,  so  dass  alsdann  dieser  Stralil  den  Kegelschnitt 
Pi]  in  81  beruhrt.  Ebenso  wird  die  Tangente,  welche  den  Kegelschnitt 
[1J  in  tyj  beruhrt,  durch  den  Stralil  bestimmt  und  gefunden,  welcher  von 
§  nach  dem  Schnittpunct  der  Geraden  1  und  rt  hingeht.  Und  ebenso  ist 
die  Tangente  im  Puncte  ^  derjenige  Strahl,  welcher  dern  Strahle  tf 
entspricht.  Also : 

,,Wenn  in  den  zwei  Ebenen  s,  &1  irgend  eine  Gerade  und  der 
ihr  entsprechende  Kegelschnitt,  z.  B.  die  Gerade  1  in  £  und  der 
Kegelschnitt  [1J  in  s15  gegeben  sind,  so  entspricht  jeder  belie- 
bigen  Tangente  Tj  des  Kegelschnitts  ein  bestimmter  Kegelschnitt 
[T]  in  der  anderen  Ebene,  welcher  jene  Gerade  1  beruhrt,  und 
zwarin  demjenigen  Puncte  a,  der  dem  Beriihrungspunct  c^  jener 
Tangente  entspricht;  denjenigen  Tangenten  aber,  welche  den 
gegebenen  Kegelschnitt  in  den  Hauptpuncten  j:15  ^19  fa  beriihren, 
entsprechen  die  Geraden  durch  r,  §,  t,  die  in  der  anderen  Ebene  die 
Ecken  des  Hauptdreiecks  mit  denjenigen  Puncten  verbinden, 
in  welchen  die  gegeniiber  liegenden  Seiten  x,  y,  z  von  der  ge- 
gebenen Geraden  1  geschnitten  werden." 

Fur  den  vorerwahnten  (b)  Kegelschnitt  [QJ  findet  man  hiernach  seine 
Tangente  im  Puncte  ty1?  wenn  man  den  Strahl  durch  8  der  Seite  y  pa- 
rallel zieht,  weil  namlich  in  diesem  Falle  die  ihm  entsprechende  Gerade  1 
(oder  Q),  und  mithin  auch  der  Punct  in  y,  unendlich  entfernt  ist.  Ebenso 
wird  dessen  Tangente  am  Puncte  fa  und  ahnlicherweise  wird  dessen  Tan- 
gente am  Puncte  ^  gefunden;  oder  die  letztere  kann  auch  mittelst  der 
zwei  erstern  gefunden  werden  (§  42,  IV,  1).  Gleiches  folgt  fiir  den  Kegel- 
schnitt [R]. 

Zufolge  des  vorstehenden  Satzes  und  mit  Rucksicht  auf  §  36,  Ende 
und  (b)  kann  man  nun  auch  leicht  erkennen,  von  welcher  Art  der  Kegel- 
schnitt sei,  welcher  irgend  einer  Geraden  in  einer  der  zwei  Ebenen  s,  ^ 
entspricht,  namlich: 

,,Der  Kegelschnitt,  welcher  z.  B.  der  Geraden  1  entspricht, 
ist  eine  Hyperbel,  oder  eine  Parabel,  oder  eine  Ellipse,  je 
nachdem  die  Gerade  1  den  Kegelschnitt  [R]  schneidet,  oder 
beruhrt,  oder  gar  nicht  trifft." 
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d)  Mittelst  der  bisherigen  Resultate  lassen  sich  nun  weiter  leicht  die 
Haupteigenschaften  derjenigen  Figur  angeben,  welche  irgend  einer  gegebenen 
krummen  Linie  entspricht.  Denn  angenoinmen  es  sei  C  eine  beliebige 
Curve  nten  Grades  in  der  Ebene  s,  und  Cx  sei  die  ihr  entsprechende  in 
der  Ebene  s19  so  wird,  da  C  yon  jedem  deni  Hauptdreieck  r§t  uinschrie- 
benen  Kegelsclmitt  [r§t]  im  Allgemeinen  und  hoc  listens  in  2n  Puncten 
geschnitten  werden  kann,  und  da  alien  diesen  Kegelsclinitten  die  gesammten 
Geraden  in  der  Ebene  sa  entsprechen  (a),  die  Curve  C1  von  jeder  dieser 
Geraden  im  Allgemeinen  und  hochstens  ebenfalls  in  2n  Puncten  ge- 
schnitten, und  folglich  wird  diese  Curve  im  Allgemeinen  vom  Grade 
2n  sein. 

Da  ferner  die  Curve  C  jede  der  drei  Seiten  x,  y,  z  des  Hauptdreiecks 
im  Allgemeinen  in  n  Puncten  schneidet,  so  muss  die  Curve  C,  die  drei 
Hauptpuncte  jq,  t)1?  jt  zu  sogenannten  singularen  Puncten  haben,  nam- 
lich  jeder  derselben  ist  in  Bezug  auf  sie  ein  n-facher  Punct  (1).  Die 
n  Tangenten  der  Curve  Ca  in  jedeni  der  drei  Puncten  £,  jj1?  jx  sind  ver- 
moge  der  Durchschnittspuncte,  in  welchen  die  Seiten  x,  y,  z  von  der 
Curve  C  geschnitten  werden,  sehr  leicht  zu  finden,  denn  ist  etwa  t)  ein 
solcher  Durchschnittspunct,  so  ist  der  dem  Strahle  <§t)b  entsprechende 
Strahl  tyjBj  eine  Tangente  der  Curve  G1  im  Puncte  t)a  (c).  Beriihrt  die 
Curve  C  eine  der  drei  Geraden  x,  y,  z,  so  entspricht  dem  Beriihrungspunct 
ein  Ruckkehrpunct  in  der  Curve  Cx,  und  zwar,  so  oft  eine  jener  Ge- 
raden von  C  beriihrt  wird,  so  viele  Ruckkehrpuncte  der  C1  sind  in  dem 
der  jedesmaligen  Geraden  entsprechenden  Puncte  y19  t)1?  ^  vereinigt.  Die 
eineni  Ruckkehrpunct  zugehorige  Tangente  ist,  ebenso  wie  vorhin,  leicht 
zu  finden,  sobald  namlich  der  ihm  entsprechende  Beriihrimgspunct  gegeben 
ist.  (Sind  unter  den^genannten  Ruckkehrpuncten  auch  die  Wendungs- 
oder  Beugungspuncte  mit  inbegriffen?) 

Der  Grad  der  Curve  Cx  wird  nothwendigerweise  urn  1  oder  2  oder 
3  Einheiten  erniedrigt,  wenn  die  ihr  entsprechende  gegebene  Curve  C  durch 
1  oder  2  oder,  alle  3  Hauptpuncte  r,  S,  t  geht  (d.  h.  durch  jeden  nur 
einmal  geht),  weil  namlich  unter  diesen  Urnstanden  jeder  der  genannten 
Kegelschnitte  [rSt]  die  Curve  C,  ausser  jenen  Puncten,  nur  in  2n — 1,  oder 
2n — 2,  oder  2n — 3  Puncten  schneiden  kann. 

Wenn  insbesondere  die  gegebene  Curve  C  nur  vom  zweiten  Grad,  also 
ein  Kegelschnitt  ist,  so  ist  demnach  die  ihr  entsprechende  Curve  C1  im 
Allgemeinen  vom  vierten  Grad  und  hat  die  drei  Hauptpuncte  pi:  5jj,  Jj  zu 
Doppelpuncten*).  Oder  wetm  man  die  besonderen  Falle  niit  zusamnienfasst, 


*)  Beriihrt  der  gegebene  Kegelschnitt  C  alle  drei  Seiten  x,  y,  z  des  Hauptdreiecks 
r3t,  so  ist  C1?  zufolge  des  Obigen,  eine  solche  Curve  vierten  Grades,  welche  die  drei 
Hauptpuncte  yl9  ^t,  jj  zu  Ruckkehrpuncten  hat;  und  Welter  folgt  (mit  "Rucksicht  auf 
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so  kann  man  sagen:  ,,es  sei  Cl  entweder  voni  vierten,  oder  dritten,  oder 
zweiten,  oder  ersten  Grade,  je  nachdem  der  gegebene  Kegelschnitt  C 
entweder  durch  keinen  der  Hauptpuncte  r,  £,  t,  oder  durch  einen,  oder 
durch  zwei,  oder  durch  alle  drei  geht."  Der  dritte  Fall,  wo  namlich  C1 
vom  zweiten  Grade,  und  also  auch  ein  Kegelsclinitt  1st,  folgt  auch  aus 
§  51,  IV,  9,  wonach,  wenn  z.  B.  der  gegebene  Kegelschnitt  C  durch  die 
Puncte  r,  §  geht,  dann  seine  samintlichen  Projectionsstrahlen  in  einein 
einfachen  Hyperboloi'd  liegen,  welches  von  der  anderen  Ebene  Sj  in  einem 
Kegelsclinitt  Cj  geschnitten  wird,  der  nothwendigerweise  durch  die  Puncte 
g19  tyj  geht.  Dasselbe  folgt  ubrigens  auch  aus  der  Eigenschaft,  dass*die 
Strahlbiischel  r  und  jn  §  und  ty15  t  und  ^  projectivisch  sind  (a).  Denn 
geht  der  Kegelschnitt  C  etwa  durch  die  Puncte  3,  t,  so  erhalten  die  Strahl- 
biischel 6,  t  durch  ihn  eine  projectivische  Beziehung  (§  38,  III),  da  sie 
aber,  wie  schon  bemerkt  worden,  beziehlich  mit  den  Strahlbuscheln  t)1?  ^ 
projectivisch  sind,  so  sind  folglich  auch  die  letzteren  unter  sich  projecti- 
visch und  erzeugen  einen  Kegelschnitt  C19  welcher  durch  ilire  Mittelpuncte 
t)2,  TCj  geht,  und  welcher  offenbar  dem  Kegelschnitt  C  entspricht.  Also: 

5,Jedena  Kegelschnitt  C  in  der  Ebene  e,  welcher  durch  irgend 
zwei  der  drei  Hauptpuncte  r,  8,  t  geht  (aber  nur  durch  zwei), 
entspricht  in  der  anderen  Ebene  BI  ebenfalls  ein  Kegelschnitt 
C\,  welcher  durch  die  jedesmaligen  zwei  entsprechenden  Haupt- 
puncte g1?  ty1?  ^  geht;  und  auch  umgekehrt." 

3)  Die  vorstehenden  Resultate  (2)  sind  die  Fundamentalsatze  fiber 
die  Abhangigkeit  der  Figiu*en  in  den  zwei  Ebenen  s,  Sj  von  einauder.  Es 
lassen  sich  aus  ihnen  umnittelbar  eine  grosse  Reihe  weiterer  Folgerungen 
entwickeln,  die  zu  einigen  interessanten  Satzen  fiihren.  Nach  der  Art, 
wie  die  Figuren  in  den  zwei  Ebenen  von  einander.abhangen,  ist  nainlich 
klar,  class  gewisse  Eigenschaften  und  Satze,  welche  Figuren  oder  Gebilden 
in  der  einen  Ebene  zukommen,  also  die  meisten  Eigenschaften,  Satze,  Auf- 
gaben  etc.,  die  im  ersten  und  gegenwartigen  dritten  Kapitel  iiber  projec- 
tivische  Gebilde  und  sonstige  Figuren  in  der  Ebene  aufgestellt  oder  be- 
trachtet  worden  sind,  auch  auf  irgend  eine  analoge  Weise  in  der  anderen 
Ebene  (wenn  auch  bei  ganz  verschiedenartigen  Figuren)  stattfinden  mtissen. 
Einige  Beispiele  werden  hinreichen,  dies  zu  erlautern. 

Den  Figuren  und  Gebilden,  ihren  Eigenschaften  und  den  ihnen  zu- 
kommenden  Satzea  und  Aufgaben  in  der  Ebene  s  entsprechen  folgender 

42,  IV,  1,  links),  dass  die  drei  Tangenten  in  den  drei  Ruckkehrpuncten 
der  Curve  Cj  einander  allemal  in  irgend  einem  Puncte  treffen.  —  Findet 
dieses  letztere  bei  jeder  beliebigen  Curve  vierten  Grades,  welche  drei  Euckkehrpuncte 
hat,  statt?  Oder:  entsprechen  den  gesammten  Kegelschnitten,  welche  dem  Hauptdreiseit 
xy&  eingeschrieben  werden  konnen,  auch  die  gesammten  Curven  vierten  Grades,  welche 
die  drei  Puncte  yl9  t)l5  ^  zu  Mckkehrpuncten  haben? 
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Gestalt  die  Figuren  und  Gebilde,  deren  Eigenschaften,  Satze  uncl  Aufgaben 
in  der  Ebene  sx: 

In  der  Ebene  s    .  .  .     entsprechen    ...    in  der  Ebene  Sj 

A. 

1)     Einem       bestinimten  1)  Ein  bestimmter  Punct  ar 

Puncte  a: 


2)  Den  einzelnen  Eckpunc- 
fen  r,  §,  t  des   Hauptdreiecks: 

3)  Den  drei  Strahlbuscheln 
T,  8,  t: 

4)  Einer  Geraden  1,  welclie 
durch  keinen  der  drei  Haupt- 
puncte  r,  3,  t  geht: 

5)  Vier  harmonischen  Punc- 
ten  der  Geraden  1   (vermoge  3): 

6)  Irgend     zwei     Puncten 
a,  c;    der  durch  dieselben  be- 
stimmten  Geraden  1;  uncl  dem 
durcli  dieselben  und  durch  die 
Hauptpuncte  r,  8,  t   bestimm- 
ten  Kegelschnitt  [T]: 

7)  Irgend    einem    Strahl- 
buschel   S3,    d.  h.    der    Sehaar 
Gerader  die  durcli  irgend  einen 
Punct  S3  gehen: 

8)  Da  sich  unter  den  Strali- 
len     dieses    Strahlbuscliels   S 
im  Allgemeinen  und  hochstens 
zwei     befinden,     welche     den 
oben   (2,  c)    genannten   Kegel- 
schnitt [R]  beriihren: 

9)  Irgend  vier  harmonischen 
Strahlen    des    Strahlbuschels 
S3,     also     vier    harmonischen 
Geraden  a,  b,  c,  d: 

Diese  vier  Geraden  schnei- 
den  jede  andere  Gerade  1  in 
vier  harmonischen  Puncten 
(§  8,  H): 

Steiaer's  Werke.    I. 


2)  Sammtliche  Puncte    der 
Seiten  r15  s1?  \  des  Hauptdrei- 

.ecks. 

3)  Die    drei    Strahlbuschel 

8lJ     9l5     ?!• 

4)  Ein     Kegelschnitt    [1J, 
der     durch     die     drai    Haupt- 
puncte J1?  t)15  ^  geht. 

5)  Tier  harmonische  Puncte 
des  Kegelschnittes  [1J  (§43,11). 

6)  Zwei  bestimmte  Puncte 
a15  cx;  der  durch  sie  und  durch 
die  Hauptpuncte  J1?  t)n  ^    ge- 
hende    Kegelschnitt    [1J;    und 
die  durch    a^   bestimmte  Ge- 
rade Tr 

7)  Eine     Schaar     Kegel- 
schnitte    [S3J,    die    durch    die 
Hauptpuncte  ju  t)15  ^  und  durch 
einen    bestimraten    vierten 
Punct  S3j  gehen. 

8)  So    befinden    sich   unter 
der  Schaar  Kegelschnitte  [S3J, 
welche    durch    vier    gegebene 
Puncte  gn  t)15  ^,  S3X    gehen,   im 
Allgemeinen     und     hochstens 
zwei  Parabeln. 

9)  Tier  harmonische  Kegel- 
schnitte [aj,  [bj,  [cj,  [dj  der 
Schaar  Kegelschnitte  [23J. 

Diese  vier  Kegelschnitte 
schneiden  jeden  Kegelschnitt 
[1J  in  vier  harmonischen  Punc- 
ten; 

27 
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Und  jeden  Kegelschnitt  [T], 
der  durcli  iliren  Mittelpunct  33 
geht,  ebenfalls  in  vier  harmo- 
nischen  Puncten: 

10)  Liegt  der  Mittelpunct  23 
cles   Strahlbiischels    insbeson- 
dere  in  einer   der   drei  Seiten 
x,  y,  z  des  Hauptdreiecks,  etwa 
in  t)  in  der  Seite  y: 

11)  Den  projectivischenBe- 
ziehungen    der    Geraden    und 
Strahlbiischel,     den     Eigen- 
scliaften      cles      vollstandigen 
Tierecks    und    Vierseits    und 
iiberhaupt  den  meisten  Satzen, 
Aufgaben  und  Porismen,  wel- 
che  im   ersten  Kapitel  unter- 
sucht  worden: 

TI.  s.  w. 

1)  Einem  Kegelschnitt  [T]; 
der  Schaar  Gerader  g,   die  ilin 
beruhren,     uncl    iliren    Beriih- 
rungspuncten: 

2)  Da    sich    unter    dieser 
Sctaar   Gerader  g    im  Allge- 
meinen    und    hochstens     vier 
befinden,    welche    den  Kegel- 
schnitt [R]  bertihren,   d.  h.  ge- 
meinschaftliche  Tangenten  der 
Kegelschaitte  [T],  [R]  sind: 

3)  Irgend  vier  von   diesen 
beriihrenden    Geraden   g,     die 
harmonisch  sind  (§  43,  II): 

Sie  schneiden  jede  der 
iibrigen  zur  Schaar  g  geha- 
rige  Gerade  in  vier  harmoni- 
schen  Puncten: 

Und  ihre  Beruhrungspuncte 
sind  vier  harmonische  Puncte 
des  Kegelschnittes  [T]: 


Und  jede  Gerade  T,  die 
durcli  ihren  vierten'  Durch- 
schnittspunct  S3X  geht,  auch  in 
vier  harmonischen  Puncten. 

10)  So    vereinigt    sich    der 
vierte     Punct   333      mit     dem 
Hauptpunct  ^   und  die  Schaar 
Kegelschnitte    [33J      hat     im 
Puncte  i)t    eine   gemeinschaft- 
liche  Tangente  5jSr 

11)  Analoge    Beziehungen, 
Eigenschaften,    Satze,   Aufga- 
ben und  Porismen  bei  Kegel- 
schnitten  [j^jj,   d.  h.  bei  Ke- 
gelschnitten,  welche  durch  die 
drei  Hauptpuncte  J13  t)15  ^   ge- 
hen. 

U.  s.  w. 


B. 


1)  Eine    Gerade    T, ;     die 
Schaar  Kegelschnitte  [gj,   die 
sie  beriihren,  und  ihre  Beriih- 
rungspuncte. 

2)  So  befinden   sich  unter 
der  Schaar  Kegelschnitte  [gj, 
die  durch  drei  Puncte  J15  ^1?  ^ 
gehen  und  eine  Gerade  T   be- 
riihren,   im  Allgemeinen    und 
hochstens  vier  Parabeln. 

3)  Vier  von   diesen  beriih- 
renden Kegelschnitten  [gj,  die 
harmonisch  sind; 

Sie  schneiden  jeden  der 
iibrigen  zur  Schaar  [gj  ge- 
horigen  Kegelschnitte  in  vier 
harmonischen  Puncten; 

Und  ihre  Beruhrungspuncte 
sind  vier  harmonische  Puncte 
der  Geraden  T  (1). 
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4)  Da   irgend   zwei   Kegel- 
schnitte  [M].  [N]    von  vier  be- 
stimmten    Geraden   a,   b,   c,   d 
beruhrt  werden: 

5)  Den  zalilreichen  Satzen 
und   Aufgaben,    die    oben    von 
§42  bis  §48  aufgestellt  sind, 
und  welche  sich  auf  einen  Ker- 
gelschnitt  [T]   und  auf  dessen 
Secanten    und   Tangenten    so- 
wie      auf      beliebige      andere 
Gerade    beziehen,     z.  B.     den 
Satzen -liber   die    dem   Kegel- 
schnitt  [T]    urn-    und    einge- 
scliriebenen  Sechsecke,    Fiinf- 
ecke,   Yierecke  und  Dreiecke, 
iiber    harinonische     Pole    und 
Polaren,  u.  s.  w.: 

1)  Einem  Kegelsclmitt   der 
durch    irgend    zwei    der    drei 
Hauptpuncte  r,  §,  t  geht,  etwa 
einem    Kegelschnitt    [r<8]5     der 
durch  r,  3    geht;    den   sa.mmt- 
lichen  Geraden  g   die  ihn  be- 
beruhren,    und    ihren    Bertih- 
rungspuncten: 

Da  von  der  Schaar  Gerader 
g  im  Allgemeinen  und  hocli- 
stens  vier  den  Kegelschnitt 
[R]  beriihren: 

2)  Den  vorerwahnten  Satzen 
und  Aufgaben  (B,  3  und  5). 

3)  Der  Schaar  Kegelschnitte, 
welche  durch  die  vier  Puncte 
r,  S,  s,  9  (Fig.  55)  gehen: 

4)  Der  Schaar  Kegelschnitte, 
die    durch    zwei   Hauptpuncte 
r,  $   und   durch  einen  beliebi- 
gen  Punct  p  gehen  uud  irgend 
eine  Gerade  1  beriihren: 


4)  So  giebt   es   vier  Kegel- 
schnitte [aj,  [bj,  [cj,  [dj,  wo- 
von   jeder    irgend    zwei   gege- 
bene  Gerade  M,  N  beruhrt 

5)  Analoge  Satze  und  Auf- 
gaben, die  sich  sammtlich  auf 
die  Gerade  T   und   auf  die  sie 
schneidenden    und    beriihren- 
den  Kegelschnitte  [g^jj,   so- 
wie  auf  andere  bestiminte  Ke- 
gelschnitte [g^pj  beziehen. 


1)  Ein    Kegelschnitt    der 
durch  die  entsprechenden  zwei 
Hauptpuncte    geht,     also    ein 
Kegelschnitt  [jjtyj;  die  sainmt- 
lichen   Kegelschnitte    [gj    die 
ihn  beriihren,  und  ihre  Beriih- 
rungspuncte: 

So  befinden  sich  unter  der 
Schaar  Kegelschnitte  [gj  im 
Allgemeinen  und  hochstens 
vier  Parabeln. 

2)  Analoge  Satze  und  Auf- 
gaben. 

3)  Die  Schaar  Kegelschnitte^ 
welche   in    den   Puncten  j19  tyx 
zwei    gemeinschaftliche   Tan- 
genten haben. 

4)  Die  Schaar  Kegelschnitte, 
welche     durch    die    drei    ent- 
sprechenden  Puncte    jn  tyI9  ^ 
gehen   und  einen   bestirnmten 
Kegelschnitt  jlj]  beriihren*   . 

27* 
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Oder     cler    Schaar    Kegel-  Die    Schaar  Kegelschnitte, 

schnitte,  welche  durch  r,  §  ge-  welche  durch  g15  ^  gelien  und 

lien  und  die  Gerade  1  in  einem  einen  Kegelschnitt  [1J  in  einem 

gegebenen  Puncte  a  beriihren:  Puncte  a3  beruhren. 

Oder     der     Schaar     Kegel-  Die    Schaar  Kegelschnitte, 

schnitte,  welche  durch  r,  8  ge-  welche  durch  g13  ^  gehen  und 

hen  und  irgend  zwei  gegebene  zwei  bestimmte  Kegelschnitte 

Gerade  M,  N  beriihren:  fMJ,  [NJ  beriihren. 

Oder  der  Schaar  Kegel-  Eine  Schaar  Parabeln,  wel- 
schnitte,  welche  durch  r,  8  ge-  che  durch  J13  t)x  gehen,  und  de- 
hen  und  den  Kegelschnitt  [R]  ren  Axen  parallel  nach  einern 
in  irgend  einem  Punct  q  be-  unendlich  entfernten  Punct  Cfj 
ruhren:  gerichtet  sind. 

U.  s.  w. 

5)  Da   irgend   zwei   Kegel-  5)    So   werden  irgend   zwei 

schnitte   [rS]   ini   Allgemeinen  .   Kegelschnitte    [j^J    von    vier 

von  vier  bestiinmten  Geraden  bestimmten  Kegelschnitten 

a,  b,  c,  d  beriihrt  werden:  Kl'M  [Gil?  [<U  beruhrt. 

U.  s.  w. 

D. 

1)  Einem  beliebigen  Kegel-  1)    Eine    bestimmte    Curve 
schnitt  C;  den  ihn   beriihren-  vierten  Grades;  die  sie  beriih- 
den  Geraden  g;   ihren   Bertih-  renden  Kegelschnitte  [gj;  ihre 
rungs  puncten:  Beriihrungspuncte. 

2)  Den  Siitzen,  und  Aufga-  2)  Analoge  Satze,  Aufgaben 
ben  von  §42  bis  §48,  nament-  und  Porismen. 

lich  den  Porismen  in  §47: 

Hiernach  sieht  man,  dass,  wie  schon  erwahnt,  die  meisten  Resultate, 
welche  bei  frtiheren  Betrachtungen  entwickelt  worden,  und  welche  sich  auf 
Figuren  in  der  Ebene  beziehen,  und  zwar  vorzugsweise  das  Netzgewebe- 
artige  derselben  betreffen,  sich  nach  den  vorstehenden  Schematen  auf  mehr- 
fache  Weise  travestiren  lassen;  namlich  diejenigen  Satze,  Aufgaben  etc., 
-wobei  bloss  Puncte  und  Gerade  (Vielecke,  Tielseite,  projectivische  Gerade 
xmd  ebene  Strahlbiischel  etc.)  vorkommen,  nach  (A);  kornmt  ausser  diesen 
Elenaenten  noch  ein  einzelner  Kegelschnitt  oder  eine  gewisse  Schaar  Kegel- 
schnitte vor,  nach  (B,  C  uudD);  und  kornmen  in  den  Satzen  etc.,  ausser 
jenen  Eleinenten,  beliebige  Kegelschnitte  vor,  nach  (D).  Auch  lassen  sich 
die  neuen  Resultate  wiederum  auf  dieselbe  Weise  umwandeln  u.  s.  w. 
Wollte  man  jedoch  diese  Uinwandlungen  weiter  wiederholen,  so  wiirden 
sie  in's  Langweilige  fuhren,  sie  wiirden  nichts  wesentlich  Neues  enthalten, 
mithia  weniger  wichtig  sein,  als  die  einfachen  Elementarsatze,  von  wel- 
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clien  sie  hergeleitet,  und  von  welchen  sie  iin  Grande  nur  als  Carricaturen 
erscMenen. 

Die  obigen  Satze  (rechts),  welche  meist  nur  angedeutet  sind,  wird 
man  leiclit  vollstandig  aussprechen  konnen*).  Uebrigens  fulirt  der  Gang 
cler  Betrachtung  project! vischer  Ebenen  und  StraHbiischel  noch  von  einer 
anderen  Seite  nothwendigerweise  auf  dieselben  zuruck,  wo  sie  alsdann 
theils  umfassencler,  theils  mehr  in's  Einzelne  und  Besonclere  eingehend 
dargestellt  werclen  sollen. 

HI.  Der  vorliergelienden  Betrachtung  (II)  steht,  wie  es  der  in  diesem 
Werk  iiberall  beobachtete  Gegensatz  erheischt,  die  folgende  Betrachtung 
zur  Seite,  von  welcher  icli  aber  nur  sehr  kurz  einige  wesentliclie  Haupt- 
momente  andeuten  werde. 

1)  Bringt  man  namlich  mit  den  Doppelgebilden  A,  Ax  (I)  irgencl  zwei 
Strahlbiischel  2),  S)l  in.  Verbindung,  so  lassen  sicli  diese,  rnittelst  des  den 
ersteren  zugehorigen  Strahlsystems  entsprechenderweise  auf  einander  be- 
ziehen,  wie  vorHn  die  Ebenen  s,  er  Denn  durch  jeden  Strahl  des  Strahl- 
systems  [AAJ  gelit  irn  Allgemeinen  eine  Ebene  sowolil  des  einen  als  des 
anderen  Strahlbuscliels  S),  S)1?  z.  B.  durcb  einen  bestimmten  Strahl  a  wircl 
eine  bestimmte  Ebene  a  in  2)  und  eine  bestimmte  Ebene  ajt  in  2)1 
gehen;  je  zwei  solche  Ebenen  sollen  ^entsprechende  Ebenen"  (oder 
jede  soil  die  wscliiefe  Projection""  der  anderen)  heissen.  Jeder  Ebene 
in  einem  der  zwei  StraMbuscliel  2),  Sj  entspricht  demnach  irgend  eine 
bestimmte  Ebene  im  anderen  StraMbiischel,  und  von  diesem  allgemeinen 
Gesetz  finden,  wie  man  sogleich  selien  wird,  nur  wenige  Ausnabnien  statt. 

Zuvorderst  mogen  fiir  gewisse  Elemente  besondere  Bezeichnungen  und 
Benennungen  festgesetzt  werden.  Namlich  es  sollen  die  zwei  Ebenen  in  S), 
welche  durch  die  Axen  A,  Aj  gehen,  durch  p,  a  und  ihre  Durchschnitts- 
linie  durch  x,  und  andererseits  sollen  die  zwei  Ebenen  in  S)1?  welche  durch 
A,  Aj  gehen,  durch  C1?  ^  und  ihre  Durchschnittslinie  durch  tx  bezeichnet 
werden;  x  und  tx  sind  also  diejenigen  Strahlen  der  StraHbiischel  2),  3^, 
welche  beide  Axen  A,  A1  schneiden,  und  folglich  zugleich  clem  Strahlsystem 
[AAJ  angehoren.  Ferner  soil  diejenige  Ebene  in  25,  welche  durch  den 
Strahl  tj  in  S)1  geht,  dm%ch  t,  und  die  Durchschnittslinien,  welche  sie  mit 
den  Ebenen  p,  a  bildet,  sollen  durch  y,  z,  und  andererseits  soil  diejenige 
Ebene  in  2)1?  welche  durch  den  Strahl  x  in  2)  geht,  durch  ^  und  ihre  Durch- 


*)  Es  bedeutet  namlich  bei  den  obigen  Satzen  (was  ubrigens  auch  schon  aus  dem 
ganzen  Zusammenliang  zu  schliessen  1st),  z.  B.  das  Zeichen  [Si^ifi]:  ein  oder  mehrere 
Kegelschnitte,  welche  durcb  die  drei  Hauptpunete  gt,  ^)i,  fi  gehen;  [gi9i]:  &&  ocler 
mehrere  Kegelschnitte,  welche  durch  die  zwei  Hauptpunete  fo ,  ^  gehen ;  [Nx]  oder  [ax] 
oder  [gj:  ein  Kegelschnitt,  welcher  durch  die  drei  Hauptpunete  gi,th,  Ji  geht  und 
einer  bestimmten  Geraden  N  oder  a  oder  g  in  E  entspricht;  u.  s.  w,  Aehnliches  gilt 
von  BJ. 
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schnittslinien  mit  den  Ebenen  C1?  ^  sollen  durcli  s15 1\  bezeichnet  werden. 
Die  Ebenen  p,  a,  T  und  C1?  ^,  ^  sollen  fortan  die  ,,Hauptebenen",  die 
Strahlen  z,  y,  x  und  r1?  sn  ta  die  ,,Hauptstrahlen",  oder  die  Dreiflache 
ptfT  und  C^Sj  sollen  die  ,,Hauptdreiflache"  der  Strahlbuschel  SD  und 
S)j  heissen.  Auch  inogen  die  Ebenenpaare  p  und  C17  <*  und  T}I?  t  und  ^ 
entsprechende  Hauptebenen,  und  die  Strahlenpaare  z  und  r15  y  und  s15 
x  und  tj  entsprechende  Hauptstrahlen  genannt  werden.  Endlich  soil 
derjenige  StraM,  welchen  beide  Strahlbuschel  2),  3),  gemein  haben  (die 
Gerade  durch  ihre  Mittelpuncte  25,  ©J,  durch  eOj  bezeichnet  werden. 
Sodann  lassen  sich  die  vorgenannten  Ausnalrmen  folgender  Gestalt  angeben 
(vergl  n,  1):  . 

,,Die  sammtlichen  Ebenen  der  Ebenenbuschel  z,  y,  x  und  rn 
Sj,  t:  haben  beziehlicli  die  einzelnen  Hauptebenen  C15  115  ^  und 
p,  a,  T  zu  entsprechenden  Ebenen;  und  ferner:  jede  Ebene  des 
Ebenenbiischels  eex  entspricht  sich  selbst,  oder  es  sind  in  ihr 
zwei  entsprechende  Ebenen  vereinigt." 

Mittelst  der  Hauptebenen  p,  s,  T  und  C1?  rj15  ^  lasst  sich  zu  jeder 
gegebenen  Ebene  des  einen  oder  anderen  Strahlbiischels  2),  S)1  die  ihr 
entsprechende  Ebene  finden  (ahnlicherweise  wie  oben  entsprechende  Puncte 

(n,  i)). 

2)  Es  entsteht  nun  weiter  die  Frage,  wenn  in  einem  cler  zwei  Strahl- 
biischel  £),  S)j  irgend  ein  bestimmtes  System  von  Ebenen  gegeben  1st, 
welchem  Gesetz  dann  die  ihnen  entsprechenden  Ebenen  im  anderen  Strahl- 
biischel  unterworfen  seien?  Die  Antwort  Merauf  ergiebt  sich  sehr  leicht: 

a)  Man  denke  sich  zunachst  irgend  einen  Ebenenbuschel  1  im  Strahl- 
biischel  3),  so  werden  dessen  Ebenen  a,  p,  -y,  . . .  durch  solche  Strahlen 
a,  b,  c,  . . .  des  Strahlsystems  [AAJ  gehen,  welche  in  einem  einfachen 
Hyperboloid  liegen  ((I)  oder  (§  51)) ,  und  daher  werden  die  ihnen  ent- 
sprechenden Ebenen  o^ ,  ^ ,  ^ ,  . . .  in  S^  ii^gend  eine  bestimmte  Kegel- 
flache  zweiten  Grades  [1J  umhullen  (§  51,  IV,  4),  welche  nothwendigerweise 
dem  Hauptdreiflach  d^^  eingeschrieben  ist,  weil  dui^ch  jeden  der  drei 
Hauptstrahlen  z,  y,  x  (in  S)  eine  Ebene  des  Ebenenbiischels  1  geht,  und 
weil  diesen  Ebenen  jene  Ebenen  C15  ^,  ^  entsprechen  (1);  (auch  beruhit 
die  Kegelflache  [1J  diejenige  Ebene  l^eej,  welche  durch  die  Axe  1  und 
durch  den  Strahl  eea  geht,  weil  dieselbe  sich  selbst  entspricht  (1)).  Also: 

wDen  gesammten  Ebenen  irgend  eines  Ebenenbiischels  in 
einem  der  zwei  StrahlbuschelfS),  S)1}  wie  etwa  den  Ebenen  des 
Ebenenbuschels  1  in  2),  entsprechen  im  anderen  Strahlbuschel 
S)j  die  gesammten  Beruhrungsebenen  irgend  einer  bestimmten 
Kegelflache  zweiten  Grades  [1J,  und  zwar  befinden  sich  unter 
den  letzteren  allemal  die  drei  Hauptebenen  C15  ^,  ^."  Oder: 
,,Jedem  Strahl  in  einem  der  zwei  Strahlbuschel  2),  £)i:"  wie  etwa 
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dem  Strati  1  in  2),  entspricht  im  anderen  Strahlbuschel  S)1  ir- 
gend  eine- bestimmte  Kegelflache  zweiten  Grades  [1J,  welche 
dem  Hauptdreiflacli  C^S,  eingeschrieben  1st,  und  auch  umge- 
kehrt;  so  dass  also  den  gesammten  Strahlen  des  einen  Strahl- 
biischels,  die  gesammten  Kegelflachen  zweiten  Grades  ent- 
sprechen,  welche  im  anderen  Strahlbuschel  dem  Hauptdrei- 
flach  eingeschrieben  sind." 

Bei  diesem  aUgemeinen  Gesetz  finden  folgende  Ausnahrnen  statt: 
Liegt  die  Axe  des  genannten  Ebenenbiischels  1  in  einer  der  drei  Haupt- 
ebenen  p,  a,  T,  so  entspricht  ihm  in  ©x  ebenfalls  ein  Ebenenbfiscliel  115 
dessen  Axe  beziehlich  in  einer  der  drei  Hauptebenen  Cx,  ^15  ^  liegt;  (die 
Ebenenbiischel  1,  \  sind  projectivisch,  liegen  ihre  Axen  in  p  und  C1?  oder 
in  a  und  7j15  so  sind  sie  perspectivisch,  liegen  dieselben  aber  in  T  und  £n 
so  erzeugen  jene  ein  einfaches  Hyperboloi'd,  welches  allemal  durch  die  vier 
GeradenA,A15  x,  t1  geht;  alle  moglichen  zusammengehorigen  Axen  1  und 
\  erzeugen  drei  Paar  projectivische  ebene  Strahlbuschel  p  und  C15  of  und 
7]1?  T  und  ^  (in  3)  und  S)^,  wovon  die  zwei  ersten  Paare  perspectivisch 
sind,  namlich  sie  haben  A,  A,  zu  perspectivischen  Durchschnitten  uncl 
jedes  hat  den  Strahl  ee1  zur  Projectionsaxe  u.  s.  w.). 

b)  Denkt  man'sich  nun  welter  ein  System  vonEbenen  in  2),  welche 
irgend  eine  Kegelflache  K  vom  nten  Grade  umhiillen,  und  fragt,  was  for 
eine  Kegelflache  Kx  die  ihnen  entsprechenden  Ebenen  in  3^  beruhren,  so 
ergiebt  sich  die  Antwort  ebenfalls  sehr  leicht.  Denn  da  irgend  eine  Kegel- 
flache zweiten  Grades  [T],  welche  dem  Hauptdreiflach  pciT  eingeschrieben 
ist,  mit  der  gegebenen  Kegelflache  in  K  im  Allgemeinen  und  hochstens 
2n(n— 1)  gemeinschaftliche  Berfihrungsebenen  hat,  so  gehen  durch  einen 
bestimmten  Strahl  T,  (der  jener  Kegelflache  [T]  entspricht  (a)),  in  3^ 
eben  so  viele  Ebenen,  welche  die  Kegelflache  Kx  beruhren,  und  folglich 
ist  die  letztere  im  Allgemeinen  von  der  2n(n— l)ten  Classe  (§41,  III, 
Note).  Da  ferner  dnrch  jeden  der  drei  Hauptstrahlen  z,  y,  x  in  25  im 
Allgemeinen  n(n— 1)  Ebenen  gehen,  welche  die  gegebene  Kegelflache 
K  beruhren,  so  muss  die  Kegelflache  Kx  jede  der  drei  Hauptebenen  C15 
7j1?  £j  im  Allgemeinen  n(n— l)mal  beruhren;  u.  s.  w.*) 

Ist  die  gegebene  Kegelflache  K  insbesondere  nur  vom  zweiten  Gr&de, 
so  ist  die  ihr  entsprechende  Kegelflache  Kj  im  Allgemeinen  von  der 
vierten  Classe  und  beriihrt  jede  der  drei  Hauptebenen  C15  >h,  ^i  doppelt; 
oder  es  ist  in  diesem  FaUe  die  Flache  K2  entweder  von  der  vierten,  dritten, 


*)  Ist  z.  B.  die  gegebene  Kegelflache  K  Yom  zweiten  Grade,  und  geht  sie  durch  die 
drei  Hauptstrahlen  z,  y,  x,  so  ist  die  ihr  entsprechende  Kegelflache  ^  von  der  vierten 
Classe  und  hat  drei  Wendungsstrahlen,  in  welchen  sie  von  den  drei  Hauptebenen 
Ci ,  -»h ,  61  beriihrt  wird,  .und  welche  in  einer  Ebene  liegen;  u.  s.  w.  (vgl.  oben  II,  2,  d,  Note). 
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zweiten  oder  ersten  Classe,  je  nachdem  jene  Flache  K  entweder  keine, 
eine,  zwei  oder  alle  drei  Hauptebenen  p,  <y,  T  beralirt.    Also: 

,,Jeder  Kegelflache  zweiten  Grades  Kin 35,  welche  irgend  zwei 
cler  drei  Hauptebenen  p,  a?,  t  beruhrt,  entspricht  in  2\  ebenfalls 
eine  Kegelflache  zweiten  Grades  K1?  welche  die  zwei  entsprechen- 
den  (1)  Hauptebenen  Ci:  \,  ^  beriihrt;  und  auch  umgekehrt." 

3)  Mittelst  der  vorstehenden-  Fundamentalsatze  (1  und  2)  liber  die 
gegenseitige  Bezielmng  der  zwei  Strahlbuschel  35,  S)1  lassen  sich  nun 
ahnlicherweise,  me  oben  (II,  3)  bei  den  Ebenen  s,  s1?  die  claselbst  an- 
gezeigten  Reihen  von  Eigenschaften,  Satzen,  Aufgaben,  u.  s.  w.  [wenn  diese 
zuerst,  (vennoge  §33  und  §48)  auf  einen  der  zwei  Strahlbuschel  iiber- 
tragen  werden],  auf  eine  neue  Art  travestiren;  ich  begnuge  mich  aber 
damit,  hier  darauf  aufoaerksam  geinacht  zu  haben;  im  Nachstfolgenden 
(IV)  sollen  einige  dahin  geliorige  Beispiele  wenn  auch  unter  abgeanderter 
Gestalt  herausgehoben  werden. 

IV.  Die  Resultate,  welche  durch  die  zwei  vorhergehenden  Betrach- 
tungen  iiber  die  zwei  Paar  Gebilde  s  und  s1}  25  und  S)1  entwickelt  worden, 
lassen  sich  (zufolge  §  33)  unmittelbar  von  jedem  Paar  dieser  Gebilde  auf 
das  andere  tibertragen,  d.  h.  die  von  den  Ebenen  s,  Sj  aufgefundenen 
Eigenschaften  (II)  lassen  sich  auf  die  Strahlbuschel  2),  S), ,  und  die  von 
diesen  angedeuteten  Eigenschaften  (HI)  lassen  sich  unmittelbar  auf  Jene 
iibersetzen. 

1)  Namlich  werden  z.  B.  die  Stralilbuscliel  2),  S51?  nachdem  sie  nach 
obiger  Art  (IH)  mittelst  des  Strahlsystems  [AAJ  auf  einander  bezogen, 
durch  zwei  beliebige  neue  Ebenen  s,  s1  geschnitten,  so  miissen  in  diesen 
entsprechende  Hauptelemente  entstehen,  wie  sie  jenen  zukommen.  d.  h.  es 
entstehen  in  den  Ebenen  s  und  BI  zwei  Hauptdreiseite  rst  und  z^jXj, 
deren  Seiten  r,  s,  t  und  zn  y13  Xj  Hauptgerade,  und  deren  Eckpuncte 
(nach  der  Ordnung,  in  der  sie  den  Seiten  gegeniiber  stehen)  j,  t),  p  und 
rJ9  Sjjtj  Hauptpuncte  sind,  und  diese  Hauptelemente  werden  beziehlich 
durch  die  Hauptdreiflaehe  pax  und  C^^,  Hauptebenen  p,  a,  T  und  Q, 
ryi,  £j,  und  Hauptstrahlen  z,  y,  x  und  r1?  s15  \  der  Strahlbuschel  2)  und 
35j  (HI,  1)  bewirkt;  ferner  wird  z.  B.  eine  Kegelflache  zweiten  Grades, 
welche  einem  der  zwei  Hauptdreiflaehe  eingeschrieben  ist,  in  der  zu- 
gehorigen  Ebene  einen  Kegelschnitt  erzeugen,  welcher  dem  Hauptdrei- 
seit  eingeschrieben  ist,  u.  s.  w.,  so  dass  also  zwischen  den  zwei  schnei- 
denden  Ebenen  sy  Sj  folgende  Beziehung  stattfindet: 

Den  Elementen  und  Gebilden 

in  der  Ebene  s    ...    entsprechen     ...    in  der  Ebene  BI: 

A. 

1)   Irgend   einem   Strahl   a  •  1)  Ein  bestimmter  Strahl  ar 

(Gerade): 
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2)  Dein  unendlicli   entfern- 
ton  Strahl  Q  (II,  2,  b): 

3)  Einem   gewissen   beson- 
deren  Strahl  R: 

4)  Den    einzelnen  Seiten  r, 
s,    t    cles    Hauptdreiseits     (als 
Strahlen  angesehen): 

5)  Den  gesammten  Strahlen 
der  Strahlbiischel  j,  jj,  f: 

6)  Den   drei   Hauptgeraden 
r,  s,  t  (als  Gebilde  angesehen): 

7)  Irgend  .einem   Strahlbii- 
schel   S3,    d.   h.    irgend    einein 
Pnncte  35  und  den  gesammten 
durch  ihn  gehenden  Strahlen: 


2)  Ein   bestimmter  endlich 
entfernter  Strahl  Qr 

3)  Der  unendlich  entfernte 
Strahl  Rr 

4)  Die  gesammten  Strahlen 
der  Strahlbiischel  r15  <B15  tr 

5)  Die   einzelnen  (Haupt-) 
Strahlen  z19  y19  xr 

6)  Die    drei   Hauptgeraden 


7)  Ein  bestimmter  Kegel- 
schnitt  [2JJ,  der  dem  Haupt- 
dreiseit z1?  yn  xx  eingeschrie- 
ben  ist,  und  dessen  sammt- 
liche  Tangenten  (III,  2,  a); 

oder  schlechthin: 

Irgend     einein     Puncte    25,  Ein     bestimmter    Kegel- 

welcher    nicht    in    einer     der       schnitt    [35J,     welch er    dem 
drei  Hauptgeraden  r,  s,  t  liegt:       Hauptdreiseit  z^Xj    einge- 

schrieben  ist; 

und  also: 

Den     gesammten    Puncten,  Die     gesammten     Kegel- 

welche    nicht    in    den    drei       schnitte  IXj^xJ,    welche    dem 

Hauptdreiseit  z^x,    eingc- 
schrieben  sind; 

Die  Puncte  in  den  drei 
Hauptgeraden  zn  y1?  x/*). 

8)Eine  Schaar  Kegelschnitte 
[g,],    d.  h.   alle   Kegelschnitte, 


Hauptgeraden  r,  s,  t  liegen: 


Den  Puncten  in  den  drei 
Hauptgeraden  r,  s,  t*): 

8)  Irgend  einer  Geraden  g, 
d.  h.  der  Schaar  Puncte,  die 
in  irgend  einer  Geraden  g  lie- 
gen: 


welche  die  drei  Hauptgeraden 


}\  , 


und    eine  bestimmte 


9)    Jener    besonderen   (3) 
Geraden  R: 


10)   Da    die    Gerade    g    (8) 
der  besonderen  Geraden  R  nur 


vierte  Gerade  g1  beriihren. 

9)  Die  Schaar  Parabeln  [RJ, 
d.  h.  alle  Parabeln,  welche  clem 
Hauptdreiseit  z^^    einge- 
schrieben  werden  konnen. 

10)  So  befindet  sich  unter 
der  Schaar  Kegelschnitte  [gj, 


*)  Und  zwar  sind  die  Greraden  r  und  z1?  s  und  y1?  t  und  x1?  in  Ansehung  der 
entsprechenden  Punctepaare,  projectiyisch. 
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in    einem   einzigen   Punct    be- 
gegnet: 

11)  Geht  die  Gerade  g  durch 
einen  der  drei  Hauptpuncte  g, 
t),  y  (5): 

U.  s.  w. 


B. 


1)  Irgend  zwei  Stralilen  a,  b; 

dem  durch  sie  bestimmten 
Puuct  S3,  d.  h.  ihrem  Durch- 
schnittspunct; 

und  dem  durch  sie  und 
durch  die  Hauptgeraden  r,  s,  t 
bestiminten  Kegelschnitt  [&]: 

2)  Irgend     einem     Kegel- 
schnitt [£]    (der   dem   Haupt- 
dreiseit  rst  eingeschrieben  ist); 

irgend  einem  Punct  S(J  in 
clessen  Umfang: 


und  dem  ihn  in  diesem 
Puncte  beruhrenden  Strahl  a: 

3)  Irgend     einem     Kegel- 
schnitt pTj; 

der  Schaar  Puncte  5)3,  die 
in  seinem  Umfange  liegen: 

und  den  gesamrnten  Strali- 
len, die  ihn  beruhren: 

4)  Da  von  der  Schaar  Puncte 
5)3',   die   in  dem  Kegelschnitte 
[£]  liegen  (3)5  im  Allgemeinen 
und  hochstens  zwei  in  die  be- 
sondere  Gerade  3t  fallen: 


(welche  vier  Gerade  z13  y15  x15 
gj  beruhren)  nur  eine  einzige 
Parabel. 

11)  So  vereinigt  sich  die 
Gerade  gx  mit  einer  der  drei 
Hauptgeraden  z13  y13  x17  die 
dann  von  der  Schaar  Kegel- 
schnitte [gj  in  einem  be- 
stimmten Punct  beruhrt  wird. 
U.  s.  w. 

1)  Zwei   bestimmte   Strah- 
len  a1?  ^  ; 

der  durch  sie  und  durch  die 
Hauptgeraden  "  z15  y15  ^  be- 
stimmte Kegelschnitt  [2SJ; 

der  durch  sie  bestim'mte 
Punct,  d.  h.  ihr  Durchschnitts- 
punct  S£r 

2)  Ein  bestimmter  Punct  S^; 


ein  bestimmter  Kegel- 
schnitt [^5J,  der  durch  ihn  geht 
(und  dem  Hauptdreiseit  z^Xj 
eingeschrieben  ist); 

der  in  ihm  von  die- 
sem Kegelschnitte  beruhrte 
Strahl  ar 

3)  Ein  bestimmter  Punct  3^; 

die  Schaar  Kegelschnitte 
[5J3J,  die  durch  ihn  gehen; 

die  gesammten  Stralilen 
des  Strahlbuschels  2r 

4)  So  sind  unter  der  Schaar 
Kegelschnitte     [PJ,     (welche 
drei  Gerade  z13  y1?  Xj  beruhren 
und     durch     einen    Punct    2^ 
gehen),    im    Allgemeinen    und 
hochstens  zwei  Parabeln, 
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5)  Da  irgend  zwei  Kegel- 
sehnitte  [3»],  [31]  (die  dem 
Dreiseit  rst  eingeschrieben 
sind)  einander  im  Allgemeinen 
und  hochstens  in  vier  Punctcn 
a,  fe,  c,  b  schneiden: 
U.  s.  w. 


5)  So  giebt  es  iin  Allge- 
meinen und  hochstens  vier 
Kegelschnitto  [aj,  [&,],  [cj,  [b,], 
welche  clurch  zwei  bestimmtc 
Puncte  3Rj,  9fl3  gelien  (und  drei 
Grerade  z1?  y17  x5  beriihren). 
U.  s.  w. 


C. 


1)  Irgend     einem     Kegel- 
schnitt,   der   irgend   zwei   der 
drei  Hauptgeraden  r,   s,   t  be- 
ruhrt,    z.  B.  irgend  einem  Ke- 
gelschnitt  [rs],  der  r,  s  bertihrt: 
der    Schaar   Puncte  $,    die   in 
seinein  Umfange  liegen;    (und 
der  Schaar  Strahlen  a,  die  ilm 
beriihren): 

2)  Da  von  der  Schaar  Puncte 
9$  (1)   des   Kegelschnittes    [rs] 
im  Allgemeinen  und  hochstens 
zwei  in  der  besonderen  G-era- 
den  R  liegen: 


3)   Da  irgend   zwei  Kegel- 
schnitte  [rs]  einander  im  All- 
gemeinen  in    vier   Puncten   a, 
B,  c,  b  schneiden: 
U.  s.  w. 


D. 


1)  Irgend  einer  beliebigen 
Curve  C  des  nten  Grades: 


1)  Ein    bestimmter   Kegel- 
schnitt,    der   die  entsprechen- 
den       zwei       Hauptgeraden 
(z15  yi:  Xj)    beriihrt,    also   z.  B. 
ein     bestimmter    Kegelschnitt 
[ZjjJ;  die  Schaar  Kegelschnitte 
[^(JJ,    die    ihn   beriihren;    (und 
die    Schaar    Strahlen    a19     die 
ihn  (und  diese  Kegelschnitte) 
beriihren). 

2)  So  sind  unter  der  Schaar 
Kegelschnitte  [^J,   (die  einen 
Kegelschnitt  [ZjyJ,   zwei  Tan- 
genten    Zj ,    yt     desselben    und 
eine    dritte    Gerade    x:    beriih- 
ren), im  Allgemeinen  zwei  Pa- 
rabeln. 

3)  So  konnen   irgend   zwei 
Kegelschnitte  [Zjj'J   im  Allge- 
meinen   von   vier   bestimmten 
Kegelschnitten    [aj,    [BJ,    [cj, 
[bj  beriihrt  werden.    U.  s.  w. 


1)  Eine  bestimmte  Curve 
Cx  der  2n(n—  l)ten  Classe  (III, 
2,  b). 

So     muss     jede     der     drei 


Da    durch   jeden    der    drei 

Hauptpuncte  g,  ty,  p  im  Allge-       Hauptgeraden  z 
meinen    n(n — 1)   Strahlen    ge- 
hen,     welche     die     gegebene 
Curve  C  beriihren: 

U.  s.  w. 


im  All- 

gemeinen n(n  —  1)  mal  von  der 
genannten  Curve  C1  beriihrt 
werden. 
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2)  Irgend  einem  beliebigen  2)  Bine  'bestimmte  Curve  Ca 
Kegelschnitt  C,   der  keine  der  vierter    Classe,    die    jede    der 
drei  Hauptgeraden   r,  s,  t  be-  drei    Hauptgeraden    z,,    y15    xx 
ruhrt,  doppelt  beruhrt; 

der   Schaar  Puncte  $,    die  die     Schaar    Kegelsclinitte 

in  seinem  Uinfange  liegen,  und  [SJJ,],  die  sie  beriihren,  und  die 

der  Schaar  Stralilen  a,  die  ihn  Scliaar  Tangenten    a15    die    sie 

in  diesen  Puncten  beriihren:  mit  diesen  (in  den  Beruhrungs- 

puncten)  gemein  hat. 

3)  Irgend  einem  beliebigen  3)    Eine    solche     Curve    C, 
Kegelschnitt  C,  welcher  durch  vierter  Classe,  die  drei  singu- 
jeden  der  drei  Hauptpuncte  g,  laro  Puncte  hat,   in  denen   sie 
ty,  y  geht:  von     den    drei    Hauptgeraden 

TJ.  s.  w.  z15  y19  Xj  beriihrt  wird,  und  die 

in  einer  Geraden  liegen. 
IL  s.  w. 

Hiernach  sieht  man,  wie  die  gegenseitige  Beziehung  der  Ebenen  s,  sn 
(ocler  der  Strahlbiischel  S),  SDJ,  rait  der  gegenseitigen  Beziehung  der 
neueii  Ebenen  s,  Sj  (II)  eincrseits  ubereinstimmt,  und  andererseits  sich  von 
dieser  unterscheidet;  nanilich  sie  stimmt  dem  Umfange  nach  ganz  mit 
der  letzteren  iiberein,  so  dass  alle  jene  Eigenschaften,  Satze,  Aufgaben  etc., 
von  welchen  oben  (II,  3)  Erwahnung  geschah,  sich  eben  so  vielfaltig  durch 
sie  inmvandeln  laasen,  und  dass  iiberhaupt  alle  daselbst  gemachten  Be- 
merkungen  aucli  auf  sie  Anwendung  finden;  dagegen  aber  unterscheidet 
sie  sich  von  der  anderen  durch  die  Art  der  entsprechenden  Elemente, 
und  zwar  dergestalt,  dass  wenn  z.  B.  irgend  ein  Satz  iiber  Figuren  in  den 
Ebenen  s,  Sj  gegeben  ist,  dann  der  entsprechende  Satz  in  den  neuen  Ebenen 
s,  Sj  (oder  in  den  Strahlbiischeln  3),  SDJ  unmittelbar  daraus  abgeleitet 
werden  kanii,  wenn  man  hier  tiberall:  Gerade,  Punct,  Hauptdreiseit , 
eingeschriebener  Kegelschnitt,  u.  s.  w.  (oder  bei  23,  S)a:  Ebene, 
Strahl,  Hauptdreiflach,  eingeschriebene  Kegelflache  etc.)  setzt, 
wo  dort,  respective:  Punct,  Gerade,  Hauptdreieck,  umschriebener 
Kegelschnit't,  u.  s.  w.  steht;  und  auch  umgekehrt.  Das  Zugleichstatt- 
fuiden  der  einander  entsprechenden  Eigenschaften  und  Satze  in  den  ver- 
schiedenartigen  und  verschiedenartig  auf  einander  bezogenen  Gebilde- 
Paaren  s  und  s1?  2)  und  S)n  ist  eine  nothwendige  und  natiiiiiche  Polge 
davon,  class  die  beiderseitigen  Beziehungen  durch  das  Strahlsystem  [AAJ 
bewirkt  worden.  Aus  denselben  Griinden  findet  iibrigens  auch  sogar  eine 
Abhangigkeit  zwischen  den  Eigenschaften  irgend  zweier  ungleichartigen 
Gebilde  statt,  was,  wie  folgt,  gezeigt  werden  kann. 

2)  Man  kann  namlich  auch  zwei  ungleichartige  Gebilde,  z.  B.  die 
Ebene  e  und  den  Strahlbiischel  S)15  mittelst  des  Strahlsystems  [AAJ  auf 
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einander  beziehen.  Werden  zu  diesem  Endzweck  die  Puncte,  in  welchen 
s  von  den  Axen  A,  Al  getroffen  wird,  wie  o"ben  (II),  durch  r,  3,  cler  clurcli 
sie  gehende  Strahl  durcli  x,  und  werden  andererseits  die  Ebenen  in  S)]: 
welche  durcli  die  Axen  A,  At  gehen,  wie  oben  (III)  durch  C17  ^15  ihre 
Durchschnittslinie  durcli  t1?  wird  ferner  der  Punct,  in  welchein  s  vom 
Stralile  ^  getroffen  wircl,  durch  t,  und  werden  die  Geraden,  in  welchen 
sie  von  den  Ebenen  C1?  r^  geschnitten  wird,  durch  z,  y;  und  wird  endlich 
diejenige  Ebene  in  33^  welche  durch  den  Strahl  x  geht,  durch  £1?  uncl 
werden  die  Strahlen,  in  welchen  sie  die  Ebenen  C15  \  schneidet  (oder 
welche  durch  jene  Puncte  r,  §  gehen),  durch  r15  BI  bezeichnet:  so  kann, 
in  alinlichem  Sinne,  wie  oben  (II  und  III),  das  Dreieck  t§t  Hauptdreieck 
der  Ebene  s,  und  das  Dreiflach  Ztf^  Hauptdreiflach  des  Strahlbiischels 
2>1}  und  ferner  konnen  z.  B.  derjenige  Punct  a  in  s  und  diejenige  Ebene 
ttj  in  S)a,  welche  beide  durch  irgend  einen  und  denselben  Strahl  a  des 
Strahlsystems  [AAJ  bestirnmt  werden,  entsprechende  Elemente  der 
Gebilde  s,  St  genannt  werden,  u.  s.  w.,  so  dass  sich  alsdann  zwischen 
diesen  zwei  Gebilden  eine  analoge  Beziehungstabelle  aufstellen  lasst,  wie 
oben  zwischen  gleichartigen  Gebilde-Paaren;  was  etwa  durch  folgende  ein- 
zelne  Beispiele  erlautert  werden  mag: 

a)  Den  Elementen  und  Gebilden 
in  cler  Ebene  e  ...  entsprechen  . . .  iin  Strahlbuschel  3^: 

1)  Irgend   einem  Puncte  a  1)  Eine  bestimmte  Ebene  ar 
(im  AUgerneinen): 

2)  Irgend   einer  .Geraden  1,  2)  Eine    bestimrnte   Kegel- 
d.  h.   den  gesammten-Puncten,       fliiche  [1,],  d.h.  die  gesainmten 
die   in  irgend  einer  Geraden  1       Beriihrungsebenen    einer    Ke- 
liegen,    welche    durch   keinen       gelflache  zweiten  Grades,  wel- 
der  clrei   Hauptpuncte  r,    3,    t       che  dem  Hauptdreiflach  C^^ 
geht:                                                       eingeschrieben  ist. 

3)  Irgend  einem  Strahlbti-  3)  Eine  bestiramte  Schaar 
schel  23,    d.h.   den  gesammten       Kegelflachen  [S,]  zweiten  Gra- 
Geraden,   die  durch  irgend  ei-       des,    welche    ansser    den  drei 
nen   Punct  S3  gehen,    welcher       Hauptebenen  C15  ^13  ^  eine  be- 
in  keiner  der  drei  Hauptgera-       stimmte    vierte  Ebene   SE^  be- 
clen  z,  y,  x  liegt:                                  riihren. 

4)  Irgend  einem  dern  Haupt-  4)   Ein    bestimrnter    Strahl 
dreieckr^t  umschriebenen  Ke-       12  (oder  Ebenenbiischel  1J,  der  in 
gelschnitt  [1]:                                       keiner   der   3  Hauptebenen  C1? 

^,  Sx  liegt 

5)  Irgend     einern    Kegel-  5)  Eine  Kegelfliiche  zweiten 
schnitt,  welcher  durch  irgend       Grades,    welche    die    entspre- 
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zwei  Hauptpuncte  geht,    etwa 
eineni  Kegelschnitt  [r3]: 


chenden  zwei  Hauptebenen  be- 
ruhrt,    also    eine    Kegelflache 


Oder  denkt  man.  sicli  nun  eine  neue  Ebene  E15  welche  den  Strahl- 
biischel  ©x  schneidet,  und  behalt  die  oben  (1)  fiir  die  Hauptelemente 
clerselben  festgesetzten  Bezeichnungen  und  Benennungen  bei,  so  hat  man 
zwischen  den  Ebenen  s,  E:  folgende  gegenseitige  Beziehung: 

J3)  Den  Blenienten  und  G-ebilden 
in  der  Ebene  s  ...  entsprechen  ...  in  der  Ebene  Ea: 


1)  Irgend    einem    Punct    a 
ina  Allgemeinen: 

2)  Ben  gesainmten  Puncten, 
welche      in     einer     der     drei 
Hauptgeraden  x,  y,  z  liegen: 

3)  Den    einzelnen    Haupt- 
puncten  r,  §,  t: 

4)  Einem   gewissen   beson- 
deren  Punct  9ft: 

5)  Irgend  einer  Geraden  g, 
welche  clurch  keinen  der  drei 
Hauptpuncte  r,  3,  t  geht;    der 
Schaar    Puncte,     die    in    ihr 
liegen: 


1)  Irgend    eine    bestimmte 
Gerade  ar 

2)  Eine    und    dieselbe    Ge- 
rade,   namlich    eine    der    drei 
Hauptgeraden  xn  y19  zr 

3)  Die  sammtlichen  Strah- 
len  der  Hauptstrahlbiischel  r1? 
«15  tr 

4)  Die  unendlich  entfernte 
Gerade  Rr 

5)  Ein    bestimmter   Kegel- 
schnitt    [gj],      welcher     dem 
Hauptdreiseit     ZjjjXj      einge- 
s-chrieben  ist;    die  Schaar  Ge- 
rader,  dfe  ihn  beriihren. 


Daher: 


Den     gesamrnten     Geraden 
(in  der  Ebene): 

6)  Der    unendlich    entfernten 
Geraden  Q: 

7)  Irgend    einer    G-eraden, 
welche    durch   einen   der   drei 
Hauptpuncte  r,  <3,  t  geht;    der 
Schaar    Puncte,     die     in    ihr 
liegen: 


Oder: 


Irgend  einer  Geraden,  wel- 
che durch  einen  der  drei 
Hauptpuncte  r,  £,  t  geht: 


Die  gesammten  Kegel- 
schnitte  [z^xj. 

6)  Ein   bestimmter   besonderer 
Kegelschnitt  [QJ. 

7)  Ein   bestimmter   Punct, 
der  in  einer  der   drei  Haupt- 
geraden   z13    y15    Xj    liegt;    die 
Schaar  Gerader,  die  durch  ihn 
gehen. 

Ein  bestimmter  Strahlbii- 
schel,  dessen  Mittelpunct  in 
einer  der  drei  Hauptgeraden 
z15  y15  Xj  liegt. 
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Und 

Den  gesaminten  Strahlen 
eines  ,der  drei  Strahlbuschel 
r,  8,  t: 

8)  Irgend   einem  Strahlbii- 
scliel  33,   d.  h.   den  gesaininten 
Geraden,  welche  durcli  irgend 
einen  Punct  35  gehen,   (der  in 
keiner  der  drei  Hauptgeraden 
z,  y,  x  liegt): 

9)  Dem  besonderen  Strahl- 
buschel *ft  (4): 


10)  Da    von    den    Strahlen 
des  Strahlbuschels  35  (8)   nur 
ein  einziger  durch  den  beson- 
deren Punct  9ft  geht: 

11)  Irgend     einem    Kegel- 
schnitt      [T],     welcher     dem 
Hauptdreieck  r§t  umsclirieben 
ist;  der  Schaar  Puncte,  welche 
in  ihm  liegen;  und  der  Schaar 
Gerader,  welche  ihn  beriihren: 


also: 

Die  gesaminten  Puncte  der 
entsprechenden  Hauptgeraden 

Zi,  y15  3q- 

8)  Eine     Schaar     Kegel- 
sclmitte  [BJ,   d.  h.  alle  Kegel- 
schnitte,    welche    ausser    den 
drei    Hauptgeraden    zi:    yn    xt 
noch    eine    bestimmte    vierte 
Gerade  B2  beriihren. 

9)  Die  Schaar  Parabeln  [RJ, 
(welche     dem     Hauptdreiseit 
ziyixi    ^ingeschrieben   werden 
konnen). 

10)  So   befindet  sich  unter 
der  Schaar  Kegelschnitte  [BJ, 
welche  irgend  vier  Gerade  z17 
y13  x19  BJ    beriihren,    nur   eine 
einzige  Parabel  (9). 

11)  Ein   bestimmter  Punct 
3^;    die    Schaar    Gerader,    die 
durch  ihn  gehen  (d.  i.  der  Strahl- 
buschel   2J;    und    die    Schaar 
Kegelschnitte  [5J,    die  durch 
ihn    gehen    (und    dem    Haupt- 
dreiseit z^jXj   eingeschrieben 
sind). 


Daher: 


Den     gesammten     Kegel- 
schnitten  [r5t]: 

12)  Da  derKegelschnitt  [T] 
(11)  im  Allgemeinen  undhoch- 
stens   von  zwei   Strahlen   des 
Strahlbuschels  3ft  (9)   beriihrt 
wird: 

13)  Der     Schaar    Kegel- 
schnitte [P]5  welche  durch  ir- 
gend   einen    Punct    5f5    gehen, 
(und    dem    Hauptdreieck    r£t 
umschrieben  siad): 


Die  gesaminten  Puncte. 


12)  So  sind  unter  der  Schaar 
Kegelschnitte     [&J,      welche 
durch    einen    Punct   3^    gehen 
und  drei  Gerade  z19  y,,  ^   be- 
riihren  im   Allgemeinen    zwei 
Parabeln  [RJ. 

13)  Die  Schaar  Puncte  Sfc, 
welche   in  irgend  einer  Gera- 
den  Pj  liegen,  (die  durch  keinen 
der  drei  Hauptpuncte  r1?  §15  tx 
geht). 
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14)  Der     Schaar    Kegel- 
schnitte  [G],  welche  irgencl  eine 
Gerade   G   beriihren   (und  dem 
Hauptdreieck  xSt  umschrieben 
sind): 

15)  Der  Schaar  Parabeln  [Q], 
die  dem  Hauptdreieck  r£t  um- 
schrieben werden.  konnen: 

.  16)  Unter  der  Schaar  Kegel- 
schnitte  [P],  welche  durch  vier 
gegebene  Puncte  r,  §,  t,  P  ge- 
hen (13),  befinden  sich  im  All- 
gemeinen  zwei  Parabeln; 

17)  Da  irgencl  zwei  Kegel- 
schnitte  [M],  [N],  (welche  dem 
Hauptclreieck  r§t  umschrieben 
sind),     im    Allgerneinen     und 
hochstens     von    vier    Geraden 
a,  b,  c,  d  berlihrt  werden: 

18)  Durch    drei    gegebene 
Puncte  r,  3,  t  gehen  im  Allge- 
meinen     und     hochstens     vier 
Kegelschnitte  [a],  [b],  [c],  [d], 
wovon  jeder  irgend  zwei  gege- 
bene Gerade  M,  N  beriihrt: 

TL  s.  w. 


14)  Die   Schaar  Puncte  ®15 
welche    in    einem   bestimmten 
Kegelschnitt  [®a]  liegen,   (der 
dem  Hauptdreiseit  z^Xj   ein- 
geschriehen  ist). 

15)  Die   Schaar  Puncte   ^ 
des    besonderen  (dem  Haupt- 
dreiseit  z^jXj    eingeschriebe- 
nen)  Kegelschnittes  [£}J. 

16)  Weil  die  Gerade  P,  mit 
dem  Kegelschnitt  [£},]  im  All- 
gem  einen  und  hochstens  zwei 
Puncte  gomein  hat. 

17)  So   giebt   es   im   Allge- 
meinen     und     hochstens     vier 
Kegelschnitte  [aj,  [bj,  [cj,  [bj, 
welche   drei  gegebene  Gerade 
za,  yi:  xa    beruhren   und    durch 
zwei  gegebene  Puncte  2J115   ^ 
gehen. 

18)  Weil    irgend   zwei  Ke- 
gelschnitte [2RJ,   [91J,   welche 
dem  Hauptdreiseit   z^,^    ein- 
geschrieben     sind,     einander 
im    Allgemeinen     und     hoch- 
stens   in  irgend  vier  Puncten 
an  in  C1?  bj  schneiden.    U.  s.  w. 

!j   mit  der  Ebene  s  zusammenfallt, 
und  das  Hauptdreieck  r§t,  und 


•  Wenn  insbesondere  die  Ebene 
dann  decken  sich  das  Hauptdreiseit 
es  flnden  sodann  einige  merkwurdige  Umstande  statt,  welche  spater  be- 
riicksichtigt  werden  mogen.  Ebenso  giebt  es  eine  besondere  gegenseitige 
Lage  fur  die  Ebene  s  und  for  den  Strahlbfischel  S19  durch  welche  eigen- 
thiimliclie  interessante  Umstande  verursacht  werden,  und  welche  gehorigen 
Orts  (im  zweiten  Abschnltte)  ausfiihrlich  entwickelt  werden  sollen. 

3)  Es  kann  nun  fenier  noch  erinnert  werden,  dass,  da  alles,  was  so- 
eben  liber  die  zwei  Ebenen  s,  E:  bemerkt  worden,  ahnlicherweise  von  zwei 
Strahlbtischeln  S),  D17  oder  da  uberhaupt  alles,  was  in  den  vorstehenden 
Betrachtungen  iiber  die  Ebenenpaare  s  und  ^  (II),  E  und  Et  (1),  s  und 
EI  (2)  gesagt  und  angedeutet  worden,  ahnlicherweise  von  Strahlbuschel- 
paaren  S)  und  ^  (HI),  D  und  D1?  S)  und  J),  gilt,  dass  also,  sage  ich, 
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die  gesammten  Resultate,  welche  in  den  vorstehenden  Betrach- 
tungen  (von  IE  bis  hierher),  theils  entwickelt,  theils  "bloss  ange- 
deutet  worden,  sich  mittelst  der  Strahlbiisehelpaare  S)  und  3)15 
D  und  D15  £)  und  Dl  auf  die  Kugelflache  iibertragen  las  sen  (siehe 
Anmerk.  §  34  und  §  48). 

V.  Bei  den  vorstehenden  Betrachtungen  sind,  ahnlicherweise  wie  bei 
vielen  fruheren  Betrachtungen,  verscMedene  besondere  Falle  moglich,  die 
namlich  dadurch  entstehen,  dass  man  den  Axen  A,  Aj  und  den  Gebilden 
s  und  Sj,  2)  und  2)n  u.  s.  w.  eigenthumliche  Lage  zukominen  lasst,  dass 
man  z.  B.  die  eine  oder  andere  Axe,  oder  das  eine  oder  andere  Gebilde 
in  unendliclie  Feme  versetzt,  u.  s.  w.;  dadurch  erhalten  dann  aucli  die 
Besultate  eigenthimiliche  Aussagen,  wodurch  sie  oft  niehr  Interesse  erregen, 
als  die  allgemeinen  Resultate.  In  der  Folge  wird  sich  Gelegenheit  dar- 
bieten,  alle  diese  Falle  zu  erortern,  wo  alsdann  nach  vorangegangener 
Entwickelung  der  Eigenschaften  projectivischer  Ebenen  und  Strahlbiischel 
die  Masse  der  Resultate  etwas  ausgedehnter  und  umfassender  sein  wird. 
Hier  mag  zum  Schlusse  mit  den  betrachteten  Figuren  noch  folgendes  Ma- 
nover  vorgenommen  werden,  wodurch  einige  Eigenschaften,  die  vorhin  mit 
Stillschweigen  ubergangen  worden,  klarer  und  bestimmter  hervortreten, 
und  wodurch  man  eines  Theils  eine  freiere  TJebersicht  uber  die  vorher- 
gehenden  Betrachtungen,  uber  deren  Zusammenhang  und  iiber  die  daraus 
entsprungenen  Resultate  gewinnt. 

Das  den  obigen  Betrachtungen  zu  Grande  liegende  Strahlsystem  [AAJ, 
welches  einerseits  durch  zwei-  Gerade  A,  A1 ,  und  andererseits  durch  zwei 
Ebenenbuschel  A,  A1  erzeugt  wird,  indem  namlich  jeder  Strahl  desselben 
sowohl  durch  irgend  zwei  Puncte  dieser  Geraden,  als  durch  irgend  zwei 
Ebenen  dieser  Ebenenbuschel  bestimmt  wird,  kann  durch  Veranderung 
der  Lage  dieser  Gebilde  in  folgende  besondere  Falle  iibergehen.  Man  kann 
namlich  einerseits  die  Geraden,  fur  sich  betrachtet,  so  legen,  dass  sie  ein- 
ander  schneiden,  mithin  in  irgend  einer  Ebene  liegen,  die  durch  e3  be- 
zeichnet  werden  mag,  wodurch  dann"  offenbar  alle  Strahlen  in  diese  Ebene 
hineingezogen  werden,  und  zw^ar  dergestalt,  dass  sie  genau  die  gesammten 
Strahlen  (Geraden)  dieser  Ebene  sind;  und  andererseits  kann  man  die 
Ebenenbuschel,  fur  sich  betrachtet,  so  legen,  dass  ihre  Axen  sich  schneiden, 
dass  sie  mithin  in  irgend  einem  Strahlbiischel  liegen,  der  durch  2)2  be- 
zeichnet  werden  mag,  wodurch  dann  offenbar  alle  jene  Strahlen  in  diesen 
Strahlbiischel  zusammengedrangt  werden,  und  zwar  dergestalt,  dass  sie 
genau,  oder  einfach,  die  gesammten  Strahlen  dieses  Strahlbuschels  sind. 
I)enkt  man  sich  nun  nebst  diesen  zwei  besonderen  Strahlsystemen  s2  und 
S)2  auch  noch  zugleich  jenes  urspriingliche  Strahlsystem  [AAJ,  und  be- 
zeichnet  das  letztere,  um  anzudeuten,  dass  es  im  Raume  beliebig  liege, 
durch  R,  so  findet  alsdann  zwischen  den  drei  Strahlsystemen  R,  s2,  2)8 
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die  Beziehung  statt,  dass  jedem  beliebigen  Strahl  in  einem  derselben,  ir- 
gend  ein  hestimmter  Strahl,   sowohl  in  dem  einen,   als  in  dem  anderen, 
der  zwei  tibrigeix  (StraHsysteme)  entspricht;  z.  B.  irgend  einem.  Strahl  a 
in  E,  welcher  die  Geraden  A,  Aj  in  den  Puncten  a,  ^  trifft,  und  in  wel- 
chem  sich  die  zwei  Ebenen  a,  c^  der  Ebenenbuschel  A,  Az  schneiden,  ent- 
spricht  in  s2  ein  bestimmter  Strahl  aan  und  in  S)2  ein  besfcimmter  Strahl 
accj  (d,  i.  die  Durchschnittslinie  der  Ebenen  a,  04).    Daher  ist  leicht  zu 
erachten,  dass  gewisse  Eigenschaften,  welche  einem  der  drei  Strahlsysteme 
zukommen,  auch  in  irgend  einer  entsprechenden  Form  auf  die  jedesma- 
ligen  beiden  (ibrigen  Systeme  iibergehen  miissen,  und  zwar  beruht  diese 
Abhangigkeit  vornehmlich  auf  den  projectivischen  Eigenschaften  der  Grand- 
gebilde,  d.  h.  auf  den  vielfaltigen  projectivischen  Beziehungen  der  Geraden 
A,  Aj  und  der  Ebenenbuschel  A3  Ar     Man  denke  sich  z.  B.  im  ersten 
Strahlsystem  R  irgend  eine  Schaar  Strahlen,  welche  m  einem  einfachen 
Hyperboloi'd  liegen,  so  werden  durch  sie  einerseits  die  Geraden  A,  A^  nod 
andererseits  die  Ebenenbuschel  A,  A1  projectivisch  auf  einander  bezogen, 
und  daher  werden  im  Allgemeinen  die  ihnen  entsprechenden  Strahlen  in 
s.,  einen  Kegelschnitt  umhiillen,  welcher  die  Hauptgeraden  A,  Ax  beruhrt 
(§  38,  IV),  und  die  ihnen  entsprechenden  Strahlen  in  2)2  werden  in  einer 
Kegelflache  zweiten  Grades  liegen,   welche  durch  die  Axen  (der  Haupt- 
ebenenbiischel)  A,  A1  geht-(§38,   II).     Werden  diejenigen   zwei  Puncte 
der  Geraden  A,  A1  in  s2,   welche  in  ihrem  gegenseitigen  Duixhschnitte 
vereinigt  sind,  durch  e,  e15  und  werden  diejenigen  zwei  Ebenen  der  Ebenen- 
buschel A,  At  in  S)2,  welche  aufeinander  fallen,  durch  TJ,  ^  bezeichnet, 
und  wird  ferner  angenommen,  es  sei  e  derjenige  Strahl  in  R,  welcher  zu- 
gleich  einerseits  die  Puncte  e,  ex  der  Geraden  A,  A1  Yerbindet,  und  an- 
dererseits die  Durchschnittslinie   der  Ebenen  TQ,,  TJ,  der  Ebenenbuschel  A, 
A1  ist,  so  werden  also,  im  Falle  dieser  Strahl  e  zu  der  Schaar  Strahlen 
des  genannten  Hyperboloids  gehort,  einerseits  die  Hauptgeraden  in  s2 ,  und 
andererseits  die  Hauptebenenbuschel  in  S)3,    allemal  perspectivisch  sein, 
so  dass  folglich  in  jedem  solchen  Falle  dem  Hyperboloi'd  in  R  irgend  ein 
Punct  25  (der  Projectionspunct  der  Hauptgeraden  A,  AJ  in  s2 ,  und  irgend 
eine  Ebene  {J  (der  perspectivische  Durchschnitt  der  Hauptebenenbuschel 
A,  AJ  in  2)3  entspricht.    Einem  Hyperboloi'd  aber,   welches  nicht  durch 
den  Strahl  e  geht,  wird  in  s2  irgend  ein  Kegelschnitt,  welcher  dem  Winkel 
AAj  eingeschrieben  und  in  3)2  irgend  eine  Kegelflache  zweiten  Grades, 
welche  dem  Winkel  AAX  umschrieben  ist,  entsprechen.    Es  ist  kkr,  dass, 
wenn  man  umgekehrt  die  Hauptgeraden  A,  Aj   in  s2   von  irgend  einem  • 
Puncte  35  aus  perspectivisch,  oder  mittelst  eines  sie  beriihrenden  Kegel- 
schnittes  [AAJ  projectivisch  auf  einander  bezieht,  dass  danu  diesem  Punct, 
oder  diesem  Kegelschnitt,  irgend  ein  einfaches  Hyperboloi'd  in  R  entspricht, 
welches  im  ersten  Falle  durch  den  Strahl  e  geht;  und  dass  Entsprechendes 
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in  Hinsicht  der  Hauptebenenbiischel  A,  A1  in  3X  stattfindet.  Demnacli 
entsprechen  den  gesammten  einfachen  Hyperboloiden  in  R,  welche  den 
Strahl  e  gemein  haben,  einerseits  die  gesaramten  Puncte  der  Ebene  e3, 
und  andererseits  die  gesammten  Ebenen  des  Strahlbuschels  252;  den  ge- 
sammten Hyperboloiden  in  R  aber,  welche  nicht  durch  den  Strahl  e  gehen. 
entsprechen  in  s2  die  gesammten  Kegelschnitte,  welche  dem  Winkel  AAa 
eingeschrieben ,  und  in  2X  die  gesammten  Kegelflachen  zweiten  Grades, 
welche  dem  Winkel  AAj  umschrieben  sind.  IT.  s.  w. 

Zufolge  dieser  Betrachtung  lassen  siclr  also  zwischen  den  drei  Strahl- 
systemen  R,  s2,  3X  ahnliche  Beziehungstabellen  aufstellen,  wie  oben 
(H,  III  u.  IT).  Die  Form  dieses  Papiers  gestattet  aber  nicht,  die  ent- 
sprechenden  Eigenschaften  aller  drei  Systeme  neben  einander  zu  stellen, 
wie  es  vermoge  ihres  Zusainnienhanges  eigentlich  sein  sollte.  Sie  sollen 
dalier  nur  paarweise  neben  einander  gesetzt  werden,  und  zwar  nur  die 
zwei  Paare  R  und  s2,  s.,  und  3)2.  Die  Fundamental eigenschaften  ?  auf 
denen  die  Beziehung  dieser  zwei  Paare  beruht,  sind  folgende: 

a)  Den  Elementen  und  Figuren 

in  s2  ...  entsprechen  ...  in  R : 

1)  Irgend   einem  Strahle  a:  1)  Irgend  ein  Strahl  a. 

(Dem  unendlich  entfernten"  (Der     unendlich     entfernte 

Strahle  Q:)  ,  Strahl  Q.) 


2)  Irgend    einem  Puncte  IB 
als   Mittelpunct  eines   Strahl- 
buschels  angesehen: 

3)  Also     den     gesammten 
Puncten: 

4)  Irgend  einer  Geraden  g, 
das  heisst,  der  Schaar  Puncte, 
welche  in  ihr  liegen: 


(Der    unendlich 
Geraden  Q:) 


entfernten 


5)  Irgend     einem     Kegel- 
schnitt     [AAJ,     welcher     die 
Hauptgeraden  A,  At  beriihrt: 

6)  Irgend    einer    Curve    C; 
irgend  einem  Puncte  P  in  der- 
selben;    und   der   sie   in   dem- 


2)  Irgend  ein  einfaches  Hy- 
perbolo'id  [23],    welches    durch 
A,  At  und  den  Strahl  e  geht 

3)  Die  gesammten  einfachen 
Hyperboloi'de,  welche  die  drei 
Strahlen  A,  A19  e  geinein  haben. 

4)  Eine    Schaar     einfacher 
Hyperboloi'de      [G]  ,       welche 
ausser  A,  A1?  e,    irgend  einen 
vierten  Strahl  g  gemein  haben. 

(Die  gesammten  hyperbo- 
lischen  Paraboloide,  welche 
durch  die  drei  Strahlen  A,  A1? 
e  gehen.) 

5)  Irgend  ein  einfaches  Hy- 
perboloi'd  [AAJ. 

6)  Irgend    eine  geradlinige 
Flache  C;   irgend   ein  sie   be- 
riihrendes     einfaches     Hyper- 
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selben  bertilirenden  Tangente       boloid  P;  und  der  Strati,  langs 

X:  dessen  es   dieselbe    berutrt. 

U.  s.  w.  U.  s.  w. 

P)  Den  Elementen  und  Figuren 

In  s2  . . .  entsprechen  ...  in  S)2 : 


1)  Jedem    Strati    (Gera- 
den) a: 

2)  Jedem      Punkt      oder 
Strahlbuschel  35: 

3)  Jeder  Geraden  g,  als  Ge- 
bilde,     welcies     erne     Schaar 
Punkte  enttalt,  angeselien: 

(Der   unendlich    entfernten 
Geraden  Q:) 

4)  Einem  Kegelsctnitt  [AA,], 
der    die    Hauptgeraden    A,  A^ 
beriihrt: 

5)  Irgend  einem  beliebigen 
Eegelschnitte  C: 

6)  Irgend  einer  beliebigen 
Curve  C;  irgend  einem  Punkte 
SS   derselben;   und   der  zuge-  ' 
liorigen  Tangente  T; 


1)  Irgend  ein  Strahl  a. 

2)  Eine    Ebene     oder    ein 
ebener  Strahlbuschel  [3. 

3)  Irgend    ein    Ebenenbii- 
schel  Y- 

(Ein    bestimniter    Ebenen- 
biisctel.) 

4)  Eine   Kegelflaclie    [AAJ 
zweiten  Grades,  die  durch  die 
Hanptstrahlen  A,  A,  geht. 

5)  Irgend  eine  Kegelflache 
zweiten  Grades  -y. 

6)  Irgend    eine    bestimmte 
Kegelflache  Y;  irgend  eine  sie 
berutrende  Ebene  p;   und   ihr 
Berutrungsstratl  t. 

U.  s.  w. 


U.  s.  w. 

Wild  der  Strahlbiiscliel  S)2  durch  irgend  eine  Ebene  E2  geschnitten, 
so  beruht  die  Beziehung  der  Ebenen  s2  und  E2  auf  folgenden  Fundamental- 
eigenschaften: 

Y)   Den  Elementen  und  Figuren 
in  s3    ...    entsprechen    ...    in  E2: 

1)  Jedem      Punkt      oder  1)  Ein  Strati  oder  eine  Ge- 
Stratlbiisctel  S3:                               rade  b. 

2)  Jedem   Strahl    oder   je- 
der  Geraden  g: 

(Der    unendlict    entfernten 
Geraden  Q:) 

3)  Jedem  Punct  S3,  und  ir- 


2)     Ein     Punct     oder     ein 
Strahlbuschel  ®. 

(Ein  bestimmter  Punct  £X) 


gend  einem    durch  ihn  gehen- 
den  Strahle  a: 

4)  Irgend  einer  Curve  C; 
irgend  einem  Punct  $$  der- 
selben; und  der  Tangente  T  in 
diesem: 


3)  Eine  Gerade  b,   und   ir- 
gend    ein     in     ihr     liegender 
Punct  a, 

4)  Irgend  eine  Curve  (5;  ir- 
gend eine  Tangente  p   dersel- 
ben; itr  Beriihrungspunct  £. 
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Daher: 

5)  Irgend  einer  Curve  C  voin  5)     Eine     Curve     (£     vom 

nten  Grade:  n(n — l)ten  Grade,    oder  von  der 

U.  s.  w.  nten  Classe. 

U.  s.  w. 

Wenn  bei  den  Ebenenbiischeln  A,  A.1  in  S)25  wie  vorhin  angenommen 
worden,  die  Ebenen  TJ,  r^  aufeinander  liegen,  dagegen  die  Geraden  A,  Al 
in  s2  so  gelegt  werden,  dass  statt  der  Puncte  e,  e5  irgend  zwei  andere 
Puncte,  etwa  b,  b19  in  ilirem  Durchsclinitte  vereinigt  sind,  und  wenn  so- 
dann  die  gegenseitige  Beziehung  der  Strahlsysteme  3)2,  sa,  in  Riicksicht 
auf  ihre  entsprechenden  Eleinente,  wie  diese  bei  ilirem  urspriinglichen 
Zusammenliange  in  R  bestimmt  werden,  betrachtet  wird,  so  ist  diese  Be- 
ziehung gleich  derjenigen,  welche  zwischen  den  obigen  Gebilden  s,  3^ 
(IV,  2,  a)  stattfand.  Das  vorstehende  Beziehungssystem  (y)  ist  daher 
nur  ein  besonderer  Fall  des  obigen  (IV,  2,  (3).  (Ebenso  erhalt  man,  wenn 
man  das  Strahlsystem  R  durch  irgend  eine  Ebene  ^  schneidet,  ein  Be- 
ziehungssystem  zwischen  den  Ebenen  e2  und  Sj ,  welches,  ein  besonderer 
Fall  des  obigen  (IV,  2,  p)  ist.) 

Das  vorstehende  Beziehungssystem  (y)  enthalt  iibrigens  die  Funda- 
nientalsatze ,  auf  denen  die  sogenannte  „  Theorie  des  polaires  reciproques" 
beruht,  welche  Theorie  gewohnlich  mittelst  eines  Htilfskegelschnitts  dar- 
gestellt  wird  (§  44),  wobei  nothwendigerweise  beide  Systeme  von  Figuren 
in  einer  und  derselben  Ebene  liegen  (d.  h.  die  Ebenen  s27  JE"2  liegen  auf- 
einander). Hier  stellen  sich  diese  Eigenschaften  auf  allgemeinere  Weise 
unabhangig  vom  Kegelschnitt  dar,  und  zwar,  wie  schon  bemerkt  worden, 
nur  als  besonderer  Fall  des  obigen  Beziehungssystems  (IV,  2,  (3).  In- 
dessen  gebiihrt  das  Verdienst,  die  genannte  Theorie  zuerst  freier,  unab- 
hangig vom  Kegelschnitt,  aufgefasst  zu  haben,  dem  grtindlichen  Forscher 
Mobius  (Barycentr.  Calcul). 

Aus  der  vorstehenden  Betrachtung  sieht  man,  dass  dem  Strahlsystem 
R,  welches  bei  den  obigen  Betrachtungen  (II,  III  u.  IV)  nur  als  Mittel 
diente,  selbst  alle  Eigenschaften  auf  bestimmte  entsprechende  Weise  zu- 
kommen,  welche  dort  von  anderen  Gebilden  entwickelt  und  angedeutet 
worden.  In  der  That  sind  die  Figuren  in  den  obigen  Ebenen  e,  %  (II) 
als  beliebige  Schnitte  (dieser  Ebenen  und)  des  Strahlsystems  R  anzusehen, 
•so  dass  also  ihre  Eigenschaften  nur  als  Folgen  der  Eigenschaften  des  letz- 
teren  erscheinen;  ebenso  sind  die '  Strahlbuschel  2),  2^  (III)  nur  mittelst 
der  Eigenschaften  des  Strahlsystems  R  auf  einander  bezogen  worden,  u.  s.  w. 
Da  hiernach  gewisse  netzgewebeartige  Eigenschaften  (fast  sammtliche  Re- 
sultate  des  ersten  und  dritten  Kapitels)  in  jedem  der  9  Gebilde  s,  s15 
S),  351?  E,  E19  D,  D1  und  R  auf  bestimmte  entsprechende  Weise  statt- 
finden,  so  sind  also  die  Eigenschaften  des  Strahlsystems  R  keine  eigent- 
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licli  raumliclien,  wiewohl  dasselbe  den  ganzen  Raum  erfullt,  sondern  sie 
sind  bloss  solche,  welche  ihrem  wahren  Wesen  nach  der  Ebene  (e),  odei 
dem  Strahlbiischel  (2))  angehoren.  (Von  eigentlich  raumlichen  Eigen- 
schaften  der  Art  wird  Im  dritten  und  vierten  Abschnitte  die  Rede  sein.^ 
Audi  ist  znfolge  der  vorstehenden  Betrachtung  das  Strahlsystem  R  in 
der  That  eincrseits  als  eine  durch  den  ganzen  Raum  ausgebreitete  Ebene 
EO,  und  andererseiis  als  ein  aufgeloster,  duroh  den  ganzen  Ramn  ausge- 
streuter  Strahlbuschel  2>a  anzusehen.  In  diesem  Sinne  lassen  sich  iibri- 
gens  auch  jene  fruheren  Gebilde  e,  s15  E,  E15  2),  3)1S  D,  D,  als  Umwand- 
lungea  der  Strahlsysteme  £3  und  £>2  (ocler  des  Strahlsystems  R)  ansehen. 
wodurch  der  Zusammenhang  aller  dieser  Gebilde  von  einer  neuen  Seite 
sich  offienbart,  und  2 war,  ude  folgt: 

Werden  namlich  die  zwei  Geraden  A,  A1?  so  wie  sie  hier  oben  ic 
eine  Bbene  s3  gelegt  worden,  zum  zweiten  Mai  in  dieselbe,  odor  in  irgend 
eine  andere  Ebene  e3  gelegt,  jedoch  so,  dass  nicht  die  namlichen  zwei 
Punkte  e,  el  in  ihrem  Durchschnitte  vereinigt  sind,  wie  das  erste  Mai,  sc 
findet  zwischen  den  Strahlsystemen  s3,  s3,  bis  auf  eihige  Nebenumstande. 
offenbar  dieselbe  Beziehung  statt,  wie  oben  zwisoheH  den  Ebenen  s,  sx 
(TV,  1).  Bezeichnet  man  die  zwei  ebenen  Strahlbuschel,  in  welchen  die 
oben  genannte  Ebene  E2  (y)  die  Hauptebenenblischel  A,  At  in  2Da  schneidet, 
durch  SB,  S15  und  denkt  man- sich  dieselben  zum  zweiten  Mai  (in  der- 
selben,  o'der)  in  irgend  einer  anderen  Ebene  E3  so  gelegt,  dass  nicht  mehi 
die  namlichen  zwei  Strahlen  derselben  vereinigt  sind,  wie  dort  in  e2J  so 
findet  zwischen  den  Ebenen  E3,  E3  in  Ansehung  ihrer  entsprechenden 
Elemente  ahnliche  Beziehung  statt,  wie  oben  zwischen  den  Ebenen  e,  QI 
(II),  Entsprechendes  findet  statt,  wenn  man  die  obigen  Ebenenbiische] 
A,  Al  in  zwei  verschiedenen  Lagen,  in  einena  und  demselben,  oder  in 
zwei  verschiedenen  Strahlbiischeln  S)3,  S53  festhalt  und  auf  einander  be- 
zieht.  In  dieser  Hinsicht  hatten  also  alle  vorhergehenden  Beziehungs- 
systeme  unmittelbar  an  die  obigen  Fundamentalsatze  (§  38)  angeschlossen 
werden  konnen.  Im  fiinften  Abschnitt  wird  diese  letzte  Betrachtungsweise 
ausfiihrlicher  erortert  und  'mit  Erfolg  angewandt  werden. 

Zum  Schlusse  bemerke  ich  nochmals,  dass  alle  vorhergehenden  Be- 
ziehungssysteme  auf  verschledene  andere,  zum  Theil  einfachere  und  leichtei 
zu  fassende  Weisen  erzeugt  und  betrachtet  werden  konnen,  wobei  eines 
Theils  ebenfalls  projectivische  Eigenschaften  (wie  hier  oben),  anderen  Theils 
aber  andere  Bestimmungen  zur  Grundlage  dienen,  was  durch.  die  spateren 
Entwickelungen  ausfuhrlich  gezeigt  werden  wird.  Es  werden  alsdann  die 
Beziehungssysteme  in  solcher  Allgemeinheit  dargestellt,  dass  sie  auch  die- 
jenigen  Falle  umfassen,  wo  eiaige  von  den  Hauptelementen  (Hauptpuncte, 
Hauptgerade  u.  s.  w.,  .siehe  oben  IE,  III  und  IV),  welche  bei  der  gegen- 
wartigen  Betrachtung  immer  reell  waren,  imaginar  sind,  Auch  werden 
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clann  ahnliche  Beziehungssysteme  im  Raume  vorkommen,  wo  namentlich 
in  gewissen  besondere^i  Fallen  zwei  Raume  so  auf  einancler  bezogen  werden, 
dass  jeder  Ebene  in  dem  einen  Raume  irgend  eine  Flache  zweiten  Grades 
im  anderen  Raume  entspricht,  wodurch  man  sodann  in  Stand  gesetzt  wird, 
mit  Leichtigkeit  alle  Flachen  zweiten  Grades  unter  gewissen  Bedingungen 
zu  erzeugen  und  ihre  Eigenschaften  aus  den  Eigenschaften  der  ihnen  ent- 
sprechenden  Ebenen  abzuleiten*). 


Anhang.  . 

Aufgaben  und  Le,hrsatze. 

60.  Die  nachfolgenden  Aufgaben  und  Lehrsatze  sind  zu  dem  Zwecke 
hierher  gesetzt  ,•  um  denjenigen  Lesern,  welche  sich  selbstthatig  rait  der 
in  diesem  Werke  aufgestellten  Methode  beschaftigen  wollen,  Gelegenheit 
zu  geben,  sich  an  zweckmassigen  Beispielen  zu  iiben.  Sollten  sicli  in  der 
That  Liebhaber  find  en,  welche  dem  einen  oder  anderen  dieser  Satze  ihre 
Aufmerksamkeit  mit  Erfolg  schenkten,  oder  welche  selbst  andere  dahin 
gehorige  Satze  aufsuchten  und  bewiesen,  und  sollte  ihnen  daran*  gelegen 
sein,  sie  mir  mitzutheilen,  um  sie  bekannt  zu  machen,  so  wurde  ich  gern 
bei  der  nachsten  schicklichen  Gelegenheit  darauf  Riicksicht  nehmen,  oder, 
im  Falle  sie  nach  einer  anderen  Methode  behandelt,  aber  von  allgemeinem 
Interesse  waren,  wurde  ich  sie  Herrn  Crelle  ubergeben  und  ihn  ersuchen, 
dieselben  in  sein  Journal  fur  Mathematik  aufzunehmen.  Die  Zusen- 
dungen  miissten  jedoch,  wie  es  sich  von  selbst  versteht,  portofrei  ge- 
schehen,  und  konnten  nach  Belieben  an  den  Herrn  Redacteur  des  ge- 
nannten  Journals  oder  an  mich  adressirt  werden. 


*)  In  Bezug  auf  die  gegenwartige  Betrachtung  mogen  hier  noch  folgende  Beispiele 
von  besonderen  Beziehungssystemen  erwahnt  ^werden.  Zufolge  jedes  der  zwei  ersten 
(neben  einander  stehenden)  Satze  in  §  46, 1  hat  man  namlich  ein  Beziehungssystem 
zwischen  zwei  auf  einander  liegend  gedachten  Ebenen,  wo  z.  B.  nach.  dem  Satze  rechts, 
die  Beziehung  darin  besteht,  dass  jedem  beliebigen  Puncte  SSg  in  der  einen  Ebene 
irgend  ein  bestimmter  Kegelschnitt  [SSJ  in  der  anderen  Ebene  entspricht,"  welcher 
durch  drei  bestimmte  feste  Puncte  23,  Si  (AAX)  geht;  u.  s.  w.  Eine  andere  Art,  wo- 
durch solche  besondere  Beziehungssysteme  zu  Stande  gebracht  werden,  habe  ich  bereits 
im  Jahre  1828  in  einzelnen  Lehrsatzen  angedeutet  (Journal  fur  Mathematik,  Bd.  III. 
S.  211,  Lehrs.  22—25).  (Cf.  S.  178  dieser  Ausgabe,  Lehrsatz  12—15.)  —  Wie  auf  diese 
Weise  andere  znsammengesetztere  Systeme  der  Art  aufgestellt  werden  konnen,  ist  leicht 
zu  sehen.  Namlich  durch  jedes  Porisma,  worin  z.  B.  die  Abhangigkeit  zweier  Puncte 
von  einander  so  beschaffen  ist,  dass  wahrend  der  eine  sich  laags  irgend  einer  Geraden 
(oder  Curve)  bewegt,  der  andere  irgend  eine  bestimmte  Curve  durchlauft,  entsteht  ein 
solches  Beziehungssystem,  u.  s.  w, 
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1)  Wenn  in  einer  Geraden  A  vier  harmonisclie  Tuncte  und  in  einem 
ebenen  Strahlbuschel  35  vier  liarmonische  Strahlen  gegeben  sind,  so  sind 
die  zwei  Gebilde  A,  35  in  Anseliung  dieser  gegebenen  Elemente  -auf  8 
ve'rschiedene  Arten  projectivisch  (§  8, 1,  (3),  und  konnen  in  Riicksiclit  auf 
jede  Art  in  perspectivische  Lage  gebracht  werden  (§  6).  Wenn  nun  in 
einer  Ebene  die  Lage 

des  Strahlbiischels  33  als  fest  an- 
genommen  und  die  Gerade  A  auf 
alle  Arten  mit  ihra  perspectivisch 
gelegt  wircl,  welche  gegenseitige 


cler  Geraden  A  als  fest  angenommen 
und  der  Strahlbuschel  33  auf  alle 
Arten  mit  ihr  perspectivisch  gelegt 
•wircl,  welche  gegenseitige  Beziehung 
haben  dann  die  8  (oder  16)  Puncte, 
in  welche  sein  Mittelpunct  fallt? 


Beziehung  haben  dann  die  8  (oder 
16)  Geraden,  in  welche  sie  zu  lie- 
gen  kommt? 

2)  Die  der  vorstehenden  Aufgabe  (1)  entsprechende  Aufgabe  im 
Strahlbuschel  S3,  wenn  namlich  Her  in  einem  ebenen  Strahlbiischel  33 
und  in  einera  Ebenenbiischel  A  vier  harmonische  Elemente  gegeben  sind 
(§  53,  15). 


3)  Wenn  in  einer  Ebene  zwei 
beliebige  Strahlbuschel  S3,  33 1  und 
in  jedem  irgend  vier  harmonische 
Strahlen  gegeben  sind,  so  schneiden 
sich  die  letzteren,  paarweise  ge- 
nommen, in  16  Puncten  £,  diese 
bestimmen  72  Strahlen  s,  u.  s.  w.; 
welche  Eigenschaft  haben  die  Puncte 
ty  in  Hinsicht  ihrer  gegenseitigen 
Lage,  und  welche  die  Strahlen  s? 
wie  oft  gehen.von  den  letzteren  3, 
und  wie  oft  6  durch  einen  Punct? 
u.  s.  w.  (Giebt  es  z.  B.  8  Kegel- 
schnitte,  wovon  jeder  durch  die 
Mittelpuncte  33,  333  und  durch  4 
Puncte  $  geht?  Gehen  unter  an- 
deren  von  den  Strahlen  s  8mal  6 
durch  einen  Punct,  und  liegen  von 
dies  en  4  und  4  in  einer  Geraden? 
u.  s.  w.) 

4)  Die  den  vorstehenden  (3)  ahnlichen  Aufgaben  im  Eaume,  wenn 
namlich  in  zwei  festen  Geraden  A,  A15  oder  in  zwei  festen  Ebenenbuscheln 
jB,  Bj  vier  harmonische  Elemente  gegeben  sind. 


3)  Wenn  in  einer  Ebene  zwei 
beliebige  Gerade  A,  At  und  in  je- 
der irgend  vier  harmonische  Puncte 
gegeben  sind,  so  bestimmen  die 
letzteren,  paarweise  genommen,  16 
Strahlen  s,  diese  schneiden  sich  in 
72  Puncten  |),  u.  s.  w. ;  welche  Eigen- 
schaft haben  die  Strahlen  s  in  Hin- 
sicht ihrer  gegenseitigen  Lage,  und 
welche  die  Puncte  p?  wie  oft  liegen 
von  den  letzteren  3,  und  wie  oft  6 
in  einer  Geraden?  u.  s.  w.  (Giebt 
es  z.  B.  8  Kegelschnitte,  wovon  je- 
der die  gegebenen  Geraden  A,  A1 
und  4  Strahlen  s  beruhrt?  Liegen 
unter  anderen  von  den  Puncten  p 
8  mal  6  in  einer  Geraden,  und 
schneiden  sich  von  diesen  4  und  4 
in  einem  Punct?  u.  s.  w.) 
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5)  Die  den    vorstehenden  (3)  ahnlichen  Aufgaben,    wenn   in    einem 
Kegelschnitt  zweimal  vier  ImrmoBische  Puncte,  oder  zweimal  vler  har- 
monisclie  Tangenten  gegeben  sind  (§  43,  II). 

6)  Hierher  die  obigen  Aufgaben  (§  21,  IY). 

7)  Die   den  vorstehenden   (6)   entspreclienden  Aufgaben   im  Strahl- 
biischel  3),  wenn  namlicli  drei  projectivische  ebene  Strahlbiischel  S3,  S519 
333  und  drei  projectivische  Ebenenbiiscliel  A,  A15  A2  gegeben  sind. 


8)  Wenn   drei   iinter  sich  pro- 
jectivische    Gerade  a,   ax ,   a.>    im 
Raume  beliebig  liegen,  so  bestim- 
men  je  drei  entsprechende  Puncte 
derselben  eineEbene ;  welche  krumine 
Flache  wircl  von  alien  diesen  Ebenen 
beriihrt? 

9)  Wenn   vier   unter  sich  pro- 
jectivische Gerade   im  Ranine    be- 
liebig liegen,  wie  oft  befinclen  sich 
dann  vier  entsprechende  Puncte  der- 
selben in  einer  Ebene? 


8)  Wenn   drei  unter  sich  pro- 
jectivische   Ebenenbiiscliel  A,   At, 
A3  irn  Raume  beliebig  liegen,    so 
schneiden  sich  je  drei  entsprechende 
Ebenen  derselben  in  einem  Punct; 
in   welcher  krainraen  Linie  h'egen 
alle  diese  Puncte? 

9)  Wenn  vier   unter   sich  pro- 
jectivische Ebenenbiischel  im  Raurne 
beliebig  liegen,  wie  oft  treffen  sich 
dann    vier    entsprechende    Ebenen 
derselben  in  einem  Punct? 


10)  Zwei   beliebige   projectivische  Gerade  a,  ax   in    einer  Ebene   so 
zu  legen,  dass  sie  einen  Kreis  erzeugen  (§  40, 1). 

11)  Zwei  beliebige    projectivische   ebene  Strahlbiischel  33,  331 ,   oder 
zwei   beliebige   projectivische  Ebenenbuschel  A,  A1    im  Strahlbiischel  3) 
so  zu  legen,  dass  sie  einen  geraden  Kegel  erzeugen. 

12)  Zwei  beliebige  projectivische  Gerade  a,  ^   oder   zwei  beliebige 
projectivische  Ebenenbiischel  A,  Aj  im  Raume  so  zu  legen,  dass  sie  ent- 
weder  a)  ein  rundes  einfaches  Hyperboloid  (dessen  Strahlen  den  Strahlen 
eines  geraden  Kegels  parallel  sind  (§  51,  IV)),    oder  b)  dass  sie  das  in 
(§  53,  II,  1)  beschriebene  besondere  einfache  Hyperboloid  erzeugen. 

13)  Zwei  beliebige  projectivische  ebene  Strahlbiischel  S3,  SSj  in  einer 
Ebene  so  zu  legen,   dass  sie  entweder  a)  die  clem  Kreise  am  nachsten 
kommende  Ellipse,  oder  b)  die  am  meisten  von  der  gleichseitigen  ab- 
weichende  Hyperbel  erzeugen  (§  40,  II). 

14)  Einen  gegebenen  Kegel  zweiten  Grades  oder  ein  gegebenes   ein- 
faches Hyperboloid  (mittelst  einer  Ebene)  in  einem  Kreise  zu  schneiden; 
oder:    Wenn  zwei  projectivische  Ebenenbuschel  A,  A1  in  beliebiger  fester 
Lage  gegeben  sind,  sie  mittelst  einer  Ebene  e  so  zu  schneiden,  dass  die 
dadurch  entstehenden  ebenen  Strahlbiischel  33,  SSj  gleich  und  gleichliegend 
sind,   und  mithin  einen  Kreis  erzeugen  (§40,11);  (desgleichen  wenn  in 
einem  Strahlbiischel  2)  irgend  zwei  projectivische  ebene  Strahlbiischel  p, 
^  gegeben  sind). 
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15)  Wenn  im  Raume  vier  beliebige  feste  Ebenen  gegeben  sind,.  wel- 
oliem  geometrischen  Orte  werden  dann  alle  Geraden,  die  von  denselben 
in  emern  und  demsclben  gegebenen  Doppelverhaltniss  geschnitten  werden, 
augehoren? 

Dieser  Aufgabe  stelit  eine  anclere  zurSeite;  welcie?  Was  findet  ins- 
besondere  statt,  wenn  das  gegebene  Doppelverhaltniss  harmonisch  1st? 

16)  Drehen   sicli  zwei   beliebige,    der  Grosse  nach  unveranderliche 
Winkel  (ab),  fobj  (Fig.  56)  in   einer  Ebene  dergestalt  urn  ,ihre  festen 
Scheitelpuncte  25,  fflj ,  die  in  einem  gegebenen  Kegelschnitte  liegen,  dass 
der  Durchschnittspunct  a  zweier  ihrer  Schenkel  a,  a1  diesen  Kegelschnitt 
durchlauft,  so  beschreibt  jeder  der  drei  iibrigen.  Puncte  B,  c,  b,  in  denen 
sich  ihi*e  Schenkel  paarweise  sclineiden,  einen  Kegelschuitt,  welcher  durch 
die   zwei   festen  Scheitel  SS5  SSj  geht.  —  Hierzu   gehort   ein  Gegensatz; 
welcher? 

•17)  Drehen  sich  zwei  der  Grosse  nach  gegebene  Flachenwinkel  (ap), 
(a^J  urn  ihre  festen  Kanten  A,  Al  dergestalt,  dass  die  Durchschnittslinie 
(ac^)  zweier  'Seiten-Ebenen  a,  ax  stets  eine  gegebene  feste  Gerade  A3 
trifft,  so  beschreibt  jede  der  drei  fibrigen  Durchschnittslinien  (pp,),  (ap.,), 
(paj,  welche  die  Seiten-Ebenen  paarweise  bilden,  ein  einfaches  Hyperbolold, 
welches  durch  die  festen*  Kanten  A,  A1  geht.  —  Hierzu  der  Gegensatz; 
wie  heisst  er? 

18)  Wenn  der  Winkel  an  der 
Spitze  eines  Dreiecks  der  Grosse 
und  Lage  nach  gegeben  ist,  und 
wenn  entwecler  a)  die  Summe,  oder 
b)  der  Unterschied  der  ihn  ein- 
schliessenden  Seiten  gegeben  ist,  so 
beruhrt  die  Grundlinie  in  alien  ihr 
zukommenden  Lagen  stets  eine  von 
vier  Parabeln,  welche  dem  gegebe- 
nen Winkel  (und  dessen  Neben-  und 
Scheitelwinkel)  eingeschrieben  sind, 
und  wovon  2  und  2  (die  in  den 
Scheitelwinkeln  liegen)  gleich  sind. 


18)  Wenn  die  Grundlinie  eines 
Dreiecks  der  Grosse  und  Lage  nach 
gegeben    ist,   und   wenn   entweder 
a)  die  Sumrne,  oder  b)  der  Unter- 
schied der  an  derselben  liegenden 
Winkel  gegeben  ist,  so  ist  der  Ort 
der   Spitze    des   Dreiecks:    a)   auf 
zwei    gleiche    Kreise     beschrankt, 
welche  die  Grundlinie  zur  gemein- 
schaftlichen  Sehne  haben,   oder  b) 
auf  zwei  gleiche  gleichseitige  Hy- 
perbeln,  welche  ebenfalls  die  Grund- 
linie zur  gemeinschaftlichen  Sehne 
haben. 

19)  Wena  ein  Kantenwinkel  (ab) 
eines     dreikantigen    Korperwinkels 
(a be)   der  Grosse   und  Lage    nach 
gegeben,    und    wenn    entweder   a) 
die  Summe,    oder    b)   der  Unter- 
schied der  beiden  daran  liegenden 
Flachenwinkel  gegeben  ist,   so  ist 


19)  Wenn  ein  Flachenwinkel  (ccp) 
eines  dreiflachigen  Korperwinkels 
(ap-y)  der  Grosse  und  Lage  nach 
gegeben,  und  wenn  entweder  a)  die 
Summe  oder  b)  der  Unterschied  der 
beiden  daran  liegenden"  Kantenwin- 
kel gegeben  ist,  so  beruhrt  die  dritte 
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der  Ort   der    dritten   Kante  c   auf  Seitenftache  7,  in  alien  ihrw  zukom- 

vier    bestimmte    (und    besondere)  menden  Lagen  stets  eine  von  vier 

Kegelflachen    zweiten    Grades    be*  bestimmten    Kegelflachen     zweiten 

schrankt,    welche    dem    gegebenen  Grades,     welche     dem    gegebenen 

Kantenwinkel(ab)umsclirieben,  und  Flachenwinkel  eingeschrieben,    und 

woven  zwei  und  zwei  einander  gleich  wovon  zwei  und  zwei  gleich  sind. 
sind. 

Oder: 

Werm  die  Grundlinie  eines  spha-  Wenn  zwei  Seiten  eines  sphari- 
risclien  Dreiecks  der  Grosse  und  schen  Dreiecks  in  zwei  gegebenen 
Lage  nach  gegeben,  mid  wenn  ent-  Hauptkreisen  liegen  sollen,  undwenn 
weder  a)  die  Summe,  oder  b)  der  entweder  a)  ihre  Summe,  oder  b) 
UnterscMed  der  claran,  liegenden  ihr  Unterschied  gegeben  1st,  so  be- 
zwei  Winkel  gegeben  ist,  so  ist  der  ruhrt  die  dritte  Seite  in  alien  ihr 
Ort  der  Spitze  des  Dreiecks  auf  vier  moglicherweise  zukommenden  La- 
bestimmte  spharisclie  Kegelschnitte  gen  stets  einen  von  vier  bestimmten 
besclirankt,  welche  jene  Grundlinie  spharischen  Kegelschnitten,  welche 
zur  gemeinschaftlichen  Sehne  haben,  jene  Hauptkreise  beruhren,  und  wo- 
und wovon  zwei  und  zwei  einander  von  zwei  und  zwei  einander  gleich 
gleich  sind.  sind. 

20)  Bewegen  sich  zwei  Ebenen  a,  a1?  die  sich  um  zwei  feste  Gerade 
A,  A!   drehen,    dergestalt,    dass   entweder  a)  die  Summe,    oder  b)  der 
UnterscMed  der  Winkel,  welche  sie  mit  einer  festen  dritten  Ebene  s,  die 
jenen  beiden  Geraden  parallel" ist,   bilden,   constant  bleibt,  so  beschreibt 
ihre  Durchschnittslinie  (aaj  ein  einfaches  Hyperboloid,  welches  durch  die 
festen  Geraden  A,  At  geht.  —  Wie  lautet  der  hierzu  gehorige  Satz? 

21)  Bewegen  sich  zwei  Ebenen  a,  a17  die  sich  um  zwei  feste  Gerade 
A,  A!  drehen,  dergestalt,  dass  sie  stets  irgend  zwei  zugeordneten  Durch- 
messern  eines  gegebenen  festen  Kegelschnittes  parallel  sind,  so  beschreibt 
ihre  Durchschnittslinie  (accj  ein  einfaches  Hyperboloid  (vergl  §  53,  II,  2). 
Liegen  die  Geraden  A,   Ax  in  einer  Ebene,    so   tritt   an   die  Stelle  des 
Hyperboloi'ds  eine  Kegelflache  zweiten  Grades. 

22)  Wenn  ein  Kantenwinkel  22)  Wenn  ein  Flachenwinkel 
eines  dreikantigen  Korperwinkels  eines  dreiflachigen  Korperwinkels 
der  Grosse  und  Lage  nach,  und  der  Grosse  und  Lage  nach,  und 
wenn  der  ihm  gegeniiberliegende  wenn  der  ihm  gegeniiber  liegende 
Flachenwinkel  der  Grosse  nach  ge-  Kantenwinkel  der  Grosse  nach  ge- 
geben ist,  in  welcher  Kegelflache  geben  ist,  welche  Kegelflache  be- 
befindet  sich  dann  die  Kante  des  rulirt  dann  die  Ebene  des  letzteren 
letzteren  bei  alien  ihren  verschie-  in  alien  ihren  verschiedenen  Lagen? 
denen  Lagen? 
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Die^e  Aufgaben  sind  Bediirfniss  in  der  Stereometric.  Wenn  auch  die 
genannten  Kegelflachen  vom  vierten  Grade  sind,  so  sind  sie  vielleicht  von 
soldier  besonderen  Art,  class  sie  deshalb  doch  bequem  bei  verschiedenen 
Constructionen  angewandt  werden  konnen.  Wie  lauten  die  den  vorstehen- 
den.  entsprechenden  spharischen  Aufgaben?  (§  34  und  §  48.) 

23)  Wenn  ein  der  Grosse  nach  23)  Wenn  ein  der  Grosse  nach 

unveranderlicher  Winkel  (aaj  sich  unveranderlicher  FlachenwinkelCaocJ 
so  um  seinen  festen  Sclieitel  dreht,  sich  dergestalt  bewegt,  class  seine 
dass  seine  Schenkel  a,  ax  stets  irgend  Seitenflachen  a,  ax  stets  durcli  irgend 
zwei  feste  Geracle  A,  A1  ini  Baume  zwei  feste  Gerade  a,  ^  im  Raume 
sclmeiden,  welche  kramme  Flache  gehen,  welclie  krumme  Flache  wird 
wird  clann  von  der  durcli  die  Durch-  dann  von  seiner  Kante  (aocj)  be- 
solmittspuncte  gehenden  Geraden  be-  schrieben? 
schrieben? 

24)  Befinden  sich  zwei  projectivische  Gebilde,  eine  Gerade  A  und  ein 
ebener  Strahlbuschel  23,  in   beliebiger  schiefer  Lage  in  einer  Ebene,  und 
man  zieht  durcli  jeden  Punct  der  Geraden  einen  Strahl,  welclier  entweder 
a)  dern  (deni  jeclesmaligen  Punct)  entsprechenden  Strahl  des  Strahlbiischels 
parallel  ist,  oder  b)  welcher  zu  ihm  rechtwinklig  ist,   so  beriihren  alle 
solche  Stralilen  eine  bestiniinte  Parabel,   welche  auch  yon  der  gegebenen 
Geraden  A  beriihrt  wird. 

25)  Befinden  sich  dieselben  Gebilde  A,  23  (24)  in  beliebiger  schiefer 
Lage  ira  Raume,  und  zieht  man  dtirch  die  Puncte  in  A  Strahlen,  welche 
den  entsprechenden  Strahlen  in  33  parallel  sind,    so  liegen  dieselben  in 
einem  hyperbolischen  Paraboloid  (§  52);  und  fallt  man  aus  den  Puncten 
in  A  senkrechte  Ebenen  auf  die  ihnen  entsprechenden  Strahlen  in  58,   so 
beriihren  alle  cliese  Ebenen  einen  bestimmten  parabolischen  Cylinder  (§  40,  III). 

26)  Befinden  sich  zwei  projectivische  Gebilde,  eine  Gerade  A  und  ein 
Ebenenbiischel  a,  in  schiefer  Lage,  und  fallt  man  aus  den  Puncten  in  A 
Lot  he  auf  die  ihnen  entsprechenden  Ebenen  in  a,  so  liegen  alle  diese  Lothe 
in  einem  hyperbolischen  Paraboloid.  —  Was  findet  statt,  wenn  man  durch 
die  Puncte  in  A  Ebenen  legt,  die  den  entsprechenden  Ebenen  in  a  pa- 
rallel sind? 

27)  Liegen  zwei  projectivische  ebene  Strahlbuschel  23,  23X  beliebig  im 
Raume,  und  legt  man  durch  irgend  einen  gegebenen  Punct. 2)  Ebenen, 
wovon  jede  irgend  zwei  entsprechenden  Strahlen  der  Strahlbuschel  parallel 
ist,  so  umhiillen  sie  eine  Kegelflache  2)  zweiten  Grades;   oder  legt  man 
durch  25  solche  Gerade,  wovon  jede  zu  irgend  zwei  entsprechenden  Strahlen 
der  Strahlbuschel  der  Richtung  nach  rechtwinklig  ist,  so  liegen  sie  in  einer 
Kegelflache  zweiten  Grades. 

28)  Sind  im  Raume  irgend  zwei  Gerade  A,  A1  und  irgend  ein  Ebenen- 
biischel a  in  fester  Lage  gegeben,  und  eine  andere  Gerade  g  bewegt  sich 
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langs  jenen  beiden  so,  dass  sie  stets  zu  irgend  einer  Ebene  des  Ebenen- 
biiscliels  senkreckt  ist,  so  besckreibt  sie  ein  gleickseitiges  liyperbolisclies 
Paraboloid  (§  52,  II). 

29)  Ist  irgend  ein  Kegel  zweiten  Grades  und  sind  irgend  zwei  Gerade 
A,  A19  die  auf  zwei  beliebigen  Beriikrungsebenen  desselben  senkrecht  steken, 
gegeben,  und  eine  dritte  Gerade  a  bewegt  sick  so,  dass  sie  stets  jene  zwei 
Geraden  schneidet   und   bestandig   zu  irgend  einer  Beruhrungsebene  des 
Kegels  rechtwinklig  ist,  so  beschreibt  sie  ein  einfaclies  Hyperboloid. 

30)  Alle  Ebenen,  welcke  durck  irgend  einen  festen  Punct  S)  gehen 
und  ein  gegebenes  einfackes  Hyperboloid  in  gleickseitigen  Hyperbeln  scknei- 
den,  berukren  einen  Kegel  S)  zweiten  Grades*).  —  Beim  kyperboliscken 
Paraboloid  ist  dieser  Satz  innner  moglick  (§  52  und  §  53,  4,  links). 

31)  Alle  Ebenen  die  durck  irgend  einen  gegebenen  Punct  geken  und 
irgend  eine  gegebene  Flacke-  zweiten  Grades  in  aknlicken  Curven  sckneiden, 
umkiillen  was  fur  eine  Kegelflacke? 

32)  ,,Beim  einfacken  Hyperboloid  liegen  alle  Nonnalen  langs  irgend 
eines  Strakles  desselben  in  einem  gleickseitigen  kyperboliscken  Paraboloid." 
—  Dieser  bekannte  Satz  lasst  sick  leickt  durck  projectiviscke  Eigensckaften 
beweisen  (§  52  und  §  53). 

33)  Bei  jeder  Flacke  zweiten  Grades  sind  die  Norinalen  langs  irgend 
eines  ebenen  Scknittes  derselben  jedesmal  den  Straklen  irgend  eines  Kegels 
zweiten  Grades  parallel. 

34)  Wie  viele  Normalen  sind  im  Allgemeinen  von  einem  beliebigen 
Puncte  aus  auf  irgend  eine  gegebene  Flacke  zweiten  Grades  moglick,  und 
welcke  Beziekung  kaben  sie  unter  sick? 

35)  Im  Allgemeinen  stekt  auf  jedem  Durckmesser  einer  Flacke  zweiten 
Grades  ein  bestimmter,  ikm  zugeordneter,  anderer  Durckmesser  senkreckt. 
Alle  Durckmesser,  welcke  zu  solcken  anderen,  die  in  irgend  einer  Durck- 
messer-Ebene  s  (d.  i.  eine  Ebene,  die   durck  den  Mittelpunct  der  Flacke 
gekt)  liegen,    zugeordnet  und  recktwinklig  sind,    befinden   sick   in  einer 
Kegelflacke  zweiten  Grades,  welcke  durck  den  jener  Ebene  s  zugeordneten 
und  durck  den  auf  ikr  senkreckt  stekenden  Durckmesser  der  Flacke  gekt. 

36)  Alle  Durckmesser-Ebenen  einer  Flacke  zweiten  Grades,    die   zu 
solcken  Durckmessern  zugeordnet  sind,  welcke  in  irgend  einer  Kegelflacke 
zweiten  Grades  liegen,  beriikren  eine  andere  Kegelflacke  desselben  Grades; 
und  auck  umgekekrt. 

37)  In  jeder  Durckmesser-Ebene  einer  Flacke  zweiten  Grades  liegen 
im  Allgemeinen  zwei  zugeordnete,  zu  einander  recktwinklige  Durckmesser; 

*)  Alle  Ebenen,  welche  durch  irgend  einen  gegebenen  Punct  S>  gehen  und  irgend 
eine  gegebene  Flache  zweiten  Grades  in  Parabeln  schneiden,  umhullen  einen  Kegel 
zweiten  Grades,  welcher  dem  Asymptoten-Kegel  jener  Flache  gleicb  und  mit  ihm  pa- 
rallel ist.  . 
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welches  1st  der  Ort  der  letzteren  bei  einem  Durchmesser-Ebeiienbuschel  A 
(d.  h.  bei  einer  Scliaar  Ebenen,  die  durch  einen  Durchmesser  A  der 
Flache  gehen)? 

*  * 

* 

38)  Wenn    im  Ramne  irgend  zwei  Gerade  A,  A1  und   irgend   eine 
ebene  Curve  nten  Grades  C  gegeben  sind,   und  es  bewegt  sich  eine  dritte. 
Gerade  a  so,  dass  sie  stets  jene  drei  festen  Elemente  A,  A15  C  sclmeidet, 
so  beschreibt  sie  eine  Flache  vom  2nten  Grade,    welche  jedoch  von  un- 
zSUigen  Ebenen  a,  p,  T,  . . .  in  Curven  vom  nten  Gerade  geschnitten  wer- 
den  kann,  und  zvar  bilden  alle  solchc  Ebenen  einen  bestimmten  Ebenen- 
bfischeL  —  Es  giebt  einen  anderen  Satz,  welcher  diesem  zur  Seite  stelit; 

wie  lantet  er? 

39)  Denkt  man  sich  urn  ein  gegebenes-  Dreieck  jc^j  eine  Schaar  (cL  i. 
alle  mogliohen)  ahnlicher  Kegelsclmitte  von  irgend  einer  bestimmten  Gattung 
beschrieben,    so   werden   diesolben  allemal  von  irgend  einer  bestimmten 
Curve  vierten  Grades  C  umhullt  (beriihit),  welche  die  drei  Eckpuncte  des 
Dreiecks  r,  ^5  g   zu   singularen  Puncten  hat.     Derjenige  Punct,   in  wel- 
chem  jeder  Kegelschmtt  von  der  Curve  C  berfflhrt  wird,    und  derjenige 
Punct,  in  welchem  er  den  dem  DreiecK  rijj  umschriebenen  Kreis  K  zuin 
vierten  Mai  sclmeidet  (ansser  den  Puncten  f;  t),  g)3  sind  allemal  Endpuncte 
oines  und  desselben  Dnrclunessers  des  Kegelsclinittes.     Der  Kreis  K  wird 
in  jedem  Punct  von  srwei  der  genannteii  Kegelschnitte  geschnitten,  und  die 
zwei  Puncte,  in  welchen  diese  von  dei  Curve  C  bertilirt  werden,  liegen 
allemal  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  die  dem  Dreieck  ^  j  umschrieben 
ist-  u.  s.  w.    In  Hinsicht  der  Curve  C  ftuden  folgende  wesentliche  Grenz- 
falle  statt:    a)  Geht  die  Schaar  Kegelschnitte  in  Kreise  iiber,  so  fallen 
sie  alle  in  oinea  einzigen  zusaminen,  in  welchen  ebenfalls  die  Curve  C 
iibergeht,   und  welcher  der  dem  Dreieck  umschriebene  Kreis  K  ist; 
b)  verwandeln  sich  die  Kegelschnitte  in  Parabeln,  so  geht  die  Curve  C 
in  eine   unendlich    entfernte  Gerade   fiber;   und  c)  sind  die  Kegel- 
schnitte gleichseitige  Hyperbeln,    so   reducirt   sich  die  Curve  C  auf 
einen  Punct,  namlich  auf  denjenigen,  in  welchem  sich  die  drei  Hohen 
des  Dreiecks  schneiden,  d.  L  ,,durch  diesen  Punct  geht  jede  der  genannten 
Hyperbeln", 

Welches  ist  der  Ort  der  Mittelpuncte,  und  welches  ist  der  Ort  der 
Brennptmcte  der  vorgenannten  Schaar  Kegelschnitte? 

40)  Legt  man  an  je  zwei  von  drei  Kreisen  a/p,  7  (Fig.  57),  welche 
irgend  einem  Dreiseit  xyz  eingeschrieben  sind,  eine  (vierte)  gemeinschaft- 
liche  TangenteA,  A15  AS,  so  bilden  diese  ein  Dreiseit  A A3AS,  in  welches 
sich  uozahlige  Dreiecke  aaja2  so  beschreiben  lassen,  dass  ihre  Seiten  jene 
Kreise  beruhren;  legt  man  namlich  aus  einem  beliebigen  Punct  a  in  A 
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eine  Tangente  aat  an  den  Kreis  -y,  aus  dem  dadnrcli  bestimmten  Puncte 
ttj  in  A!  ferner  eine  Tangente  c^CL,  an  den  Kreis  a,  so  beriihrt  alleraal 
die  Gerade  aa2  den  Kreis  [3.  —  Man  erhalt  einen  ahnlichen  Satz,  wenn 
man  noch  den  vierten  Kreis  8,  welcher  deni  gegebenen  Dreiseit  xyz  ein- 
gescnrieben  werden  kann,  zu  Hulfe  nimmt.  Beide  Satze  sind  jedoch  nur 
besondere  Falle  des  folgenden  allgemeinen  Satzes  (rechts). 

41)  Werden    einein    gegebenen  41)  Werden    einem   gegebenein 

Dreieck  jtty.j  beliebige  n  Kegel-  Dreiseit  xyz  beliebige  n  Kegel- 
sclinitte  umschrieben,  und  beruck-  schnitte  eingeschrieben  und  legt 
sichtigt  man  die  n  Puncte  S3,  3317  man  an  je  zwei,  nach  der  Reihe 
932,  ... ,  in  welchen  je  zwei,  nach  unmittelbar  auf  einander  folgende 
der  Reihe  unmittelbar  auf  einander  Kegelschnitte  eine  (vierte)  gemein- 
folgende  Kegelschnitte  sich  schnei-  schaftliche  Tangente  A,  A19  A2,  ..., 
den,  so  lassen  sich  unzahlige  n-Ecke  so  lassen  sich  unzahlige  n-Ecke  so 
so  beschreiben,  dass  ihre  Seiten  beschreiben,  dass  ihre  Ecken  nach 
nach  der  Reihe  durch  jene  Puncte  der  Reihe  in  jenen  Tangenten  lie- 
gehen,  und  dass  ihre  Ecken  nach  gen,  und  dass  ihre  Seiten  nach  der 
der  Ordnung  in  jenen  Kegelschnitten  Ordnung  jene  Kegelschnitte  be- 
liegen.  .  riihren. 

Wofern  man  eine  o.der  zwei  Gerade  als  Kegelschnitt  betrachtet,  so 
sincl  in  diesen  Satzen,  unter  anderen,  auch  die  obigen  Satze  (§  23,  II  und 
III)  und  (§  42, 1)  als  besondere  Falle  enthalten.  Ausserdem  entstehen 
auch  merkwurdige  besondere  Falle,  wenn  angenommen  wird,  von  den  ge- 
gebenen Elementen  jc,  fy  g  und  x,  y,  z  sollen  einige  imaginar  oder  un- 
endlich  entfernt  sein. 

42)  Wenn  in  einer  Ebene  ein  beliebiges  n-Seit  und  alle  Ecken  eines 
n-Ecks,  bis  auf  zwei,  gegeben  sind,  so  sollen  diese  zwei  unter  der  Bedin- 
gung  gefunden  werden,  dass  sodann  unendlich  viele  n-Ecke  nioglich  sind, 
welche  zugleich  jenem  n-Seit  eingeschrieben  und  jenem  n-Eck  urnschrieben 
sind.     (Der  Ort    der  »zwei  gesuchten  Eckpuncte  ist  auf  zwei  bestimmte 
Gerade  beschrankt,  welche  durch  dieselben  projectivisch  getheilt  werden, 
so  dass  also  die  sie  yerbindende  Seite,  in  alien  ihren  moglich  verschie- 
denen  Lagen,  stets  einen  bestimmten  Kegelschnitt  beruhrt.)  —  Wie  heisst 
die    dieser  Aufgabe   entgegenstehende  Aufgabe?     Beide  Aufgaben   find  en 
auch  statt,  wenn  das  gegebene  n-Seit  und  n-*Eck  nicht  in  einer  Ebene, 
sondern   I'm  Raume  (§  55)   sich   befinden,    wozu  insbesondere  die  nach- 
erwahnte  Aufgabe  gehort. 

43)  Hierher  die  Aufgabe  und  der  Satz  in  §  58,  Note. 

44)  Wenn  in  der  Ebene  ein  beliebiges  n-Eck  gegeben  ist,  ein  anderes 
zu  beschreiben,  welches  jenem  zugleich  urn-  und  eingeschrieben  ist.  — 
Moebius  hat  gezeigt,   dass  diese  Aufgabe  beim  Dreieck  und  Viereck  noch 
nicht  moglich  ist  (Journ.  f.  Mathem.).    Die  in  §  25  gegebene  Auflosung 
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muss  dies  bestatigen,  wenn  man  die  beiden  Vierecte  gleich  werdeii  und 
auf  einander  fallen  lasst;  man  wird  dann  finden,  dass  bei  den  auf  ein- 
ander  liegenden  projectivischen  Geraden  A,  Aj  keine  entsprechenden  Puncte 
vereinigt  sind.  Ebenso  muss  man  finden  konnen,.ob  die  vorgelegte  Auf- 
gabe  fiir  clas  Funfeck  u.  s.  w.  moglicli  ist 

45)  Wenn  im  Raume  irgend  ein  n-Flach  (§  55)  mid  irgend  ein  n~Eck 
gegeben  sind: 


Ein  n-Eck  (im  Raunie)  zn  be- 
schreiben,  welches  dem  n-Flach  ein- 
geschrieben  und  jenem  n-Eck  um- 
schrieben  ist. 


Ein  n-Flach  (im  Raume)  zu  be- 
sclireiben,  welches  jenem  n-Flach 
eingeschrieben  und  dem  n-Eck  um- 
schrieben  ist. 


Oder: 

Wenn  ira  Raume  n  beliebige  Ebenen  und  n  beliebige  Puncte  gegeben 
sind,  ein  n-Eck  im  Raume  (§  55)  so  zu  beschreiben,  dass  seine  Ecken 
nach  cler  Reihe  in  jenen  Ebenen  liegen,  und  seine  Seiten  nach  der  Reihe 
durch  jene  Puncte  gehen.  —  Diese  Aufgabe  lasst  im  Allgenaeinen  wieviel 
Auflosungen  zu  (vergL  §  25  Note)?  Griebt  es  Falle,  wo  alle  diese  Auf- 
losungen  zugleich  inoglich  sind,  oder  verhalt  es  sich  damit  so,  dass,  wah- 
rend  ein  Theil  clerselben  moglich  ist,  die  anderen  nicht  stattfinden  konnen? 
Dasselbe  kann  bei  §  25  und  §  56,  4  gefragt  werden. 

46)   Zweimal   drei  zugeordnete  46)   Zweimal  drei  zugeordnete 

harmonische  Pole  in  Bezug  auf  einen       Harmonische  in  Bezug  auf  einen  ge- 


gegebenen  Kegelschnitt  (§  44)  lie- 
gen  allernal  in  irgend  einem  andern 
Kegelschnitt. 

47)  Haben  irgend  drei  Kegel- 
schnitte  K,  K1?  K2  in  einer  Ebene 
zwei  gemeinschaftliche  (reelle  oder 
imaginare)  Puncte  r,  .§,  so  ist  der 
Ort  desjenigen  Punctes  5|J,  dessen 
drei  Harmonische  in  Bezug  auf  die- 
selben  (§  44)  sich  in  irgend  einem 
Punct  ^j  schneiden,  so  wie  der 
Ort  dieses  letzteren  Punctes,  ein 
und  derselbe  bestimnite  vierte  Ke- 
gelschnitt K3,  welcher  mit  jenen 
dreien  die  nainlichen  zwei  Puncte 
gemein  hat;  und  ferner:  die  Gerade 


geht  stets  durch  einen  be- 
stimmten  festen  Punct  £},  welcher 
der  harmonische  Pol  der  Geraden  rg 
in  Bezug  auf  den  yierten  Kegel- 


gebenen  Kegelschnitt  (§  44)  beruh- 
ren  allemal  irgend  einen  andern  Ke- 
gelschnitt. 

47)'  Haben  irgend  drei  Kegel- 
schnitte  $?,  «^15  ^2  in  einer  Ebene 
zwei  gemeinschaftliche  (reelle  oder 
imaginare)  Tangenten  r,  s,  so  be- 
riihrt  jede  Gr^de  g,  deren  drei  har- 
monische Pole  in  Bezug  auf  diesel- 
ben  (§  44)  in  irgend  einer  andern 
Geraden  gj  liegen,  so  wie  auch  diese 
letztere  Gerade,  stets  einen  und 
denselben  bestimmten  vierten  Ke- 
gelschnitt $3J  welcher  mit  jenen 
dreien  die  namlichen  zwei  Tangen- 
ten gemein  hat;  und  ferner:  der 
Punct  (ggj  liegt  stets  auf  einer  be- 
stimmten festen  Geraden  Q,  welche 
die  Harmonische  des  Durchschnitts- 
punctes  (rs)  in  Bezug  auf  den  vier- 


GO. 
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schnitt  K3  ist,  und  in  welcheni  sich 
die  drei  Sekanten,  welche  die  drei 
gegebenen  Kegelschnitte,  paarweise 
genommen,  gemein  haben  (ausser 
der  Sekante  r3),  schneiden;  u.  s  w. 

48)  Wenn  in  einer  Ebene  drei 
beliebige  Kegelschnitte  gegeben  sind, 
welches  ist  dann  der  Ort  desjenigen 
Punctes  §(5,  dessen  drei  Haraionische 
in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  sich 
in  irgend  einem  anderen  Puncte  Spj 
schneideh?  und  welche  Curve  wird 
von  der  Geraden  5)6  ^  beriihrt? 


ten  Kegelschnitt  $a  ist,  und  in 
welcher  die  drei  Durchschnittspuncte 
der  drei  Paar  Tangenten,  welche  die 
drei  gegebenen  Kegelschnitte,  paar- 
weise genominen,  gemein  haben, 
liegen;  u.  s.  w. 

48)  Wenn  in  einer  Ebene  drei 
beliebige  Kegelschnitte  gegeben  sind, 
welche  Curve  wird  clann  von  der- 
jenigen  Geraden  g,  deren  drei  liar- 
monische  Pole  in  Bezug  auf  die 
Kegelschnitte  in  irgend  einer  anderen 
Geraden  gl  liegen,  beriihrt?  und 
welches  ist  der  Ort  des  Dtirch- 


schnittspunctes  (ggj? 

49)  Wie  steht  es  rait  den  vorstehenden  Satzen  (47)  und  Auf- 
gaben (48)  in  den  besonderen  Fallen,  wo  statt  jedes  gegebenen  Kegel- 
schnittes  zwei  Gerade  (links)  oder  zwei  Puncte  (rechts)  angenommen 
werden  ? 


50)  Haben  irgend  vier  gegebene 
Flachen  zweiten  Grades  einen  (re- 
ellen  oder  imaginaren)  Kegelschnitt 
K  geinein,  so  ist  der  Ort  desjenigen 
Punctes  $}5,  dessen  vier  harmonische 
Ebenen  in  Bezug  auf  dieselben  sich 
in  irgend  einem  anderen  Punct  Sp, 
schneiden,  so  wie  der  Ort  des  letz- 
teren  Punctes,  eine  und  dieselbe 
bestimmte  funfte  Flache  desselben 
Grades,  welche  mit  jenen  vieren  den 
namlichen  Kegelschnitt  K  gemein 
hat;  und  ferner:  die  Gerade  ^^ 
geht  stets  durch  einen  bestimmten 
festen  Punct  jQ,  welcher  der  har- 
monische Pol  der  Ebene  K  in  Be- 
zug auf  die  funfte  Flache  1st,  und 
durch  welchen  die  Ebenen  der  sechs 
Kegelschnitte  gehen,  welche  die 
vier  gegebenen  Flachen ,  paar- 
weise genommen,  gemein  haben; 
u.  s.  w. 

Steiuer's  Werke.    1. 


50)  Haben  irgend  vier  gegebene 
Flachen  zweiten  Grades  einen  ge- 
nieinschaftlichen  Beruhrungskegel  ^, 
so  beriihrt  jede  solche  Ebene  s, 
deren  vier  harmonische  Pole  in 
Bezug  auf  jene  Flachen  in  irgend 
einer  anderen  Ebene  s3  liegen,  so 
wie  auch  diese  letztere  Ebene,  stets 
eine  und  dieselbe  bestimmte  funfte 
Flache  desselben  Grades,  welche 
mit  jenen  vieren  den  namlichen 
Beruhrungskegel^  geinein  hat;  uncl 
ferner:  die  Geracle  (ssj  liegt  stets 
in  einer  bestimmten  festen  Ebene 
x,  welche  die  harmonische  Ebene 
des  Punctes  ^  in  Bezug  auf  die 
funfte  Flache  ist,  und  in  welcher 
die  Mittelpuncte  der  sechs  Beruh- 
rungskegel liegen,  welche  die 
vier  gegebenen  Flachen ,  paar- 
weise genommen,  gemein  haben; 
u.  s.  w. 
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51)  Wenn  Tier  beliebige  Flachen  51)  Wenn  vier  beliebige  Flachen 
zweiten  Grades  gegeben  sind,  wel-  zweiten  Grades  gegeben  sind,  wel- 
ches 1st  dann  der  Ort  desjenigen  che  krumme  Flache  wird  dann  von 
Punctes  $,  dessen  vier  harmonische  derjenigen  Ebene  e  beruhrt,    deren 
Ebenen  in  Bezug  auf  dieselben  sich  vier  harmonische  Pole  in  Bezug  auf 
in  irgend  einem  anderen  Punct  $Pt  dieselben   in   irgend  einer  anderen 
schneiden?  und  welches  ist  der  Ort  Ebene  s1  liegen?   und  welches  ist 
der  Geradeu  (P^)?*)  der     Ort     der,  Durchschnittslinie 

(S£l)?*) 

52)  Haben  irgend  zwei  Kegel-  52)  Haben  irgend  zwei  Kegel- 
schnitte      vier      gemeinschaftliche  schnitte  vier  gemeinschaftliclie  Tan- 
Puncte,   und   gehen  von  den  acht  genten,   und  liegen  von  den  acht 
Tangenten,  von  welchen  sie  in  den-  Puncten ,   in  welchen  sie  von  den- 
selben beriihrt  werden,   drei  durch  selben  bertihrt  werden,   drei  in  ir- 
irgend  einen  Punct,  so  geht  allemal  gend  einer  Geraden,    so  liegt  alle- 
noch.   eine   vierte   Tangente   durch  mal  noch  ein  vierter  Punct  in  der- 
denselben  Punct,  und  es  gehen  als-  selben  Geraden,  und  es  liegen  als- 
clann  auch   die  vier  ubrigen  Tan-  dann  auch  die  vier  ubrigen  Puncte 
genten  durch  irgend  einen  und  den-  in  irgend  einer  und  derselben  Ge- 
selben  Punct.  raden. 

Solche  Beziehung,  wie  hier  die  zwei  Kegelschnitte,  hat  bei  den  obigen 
Satzen  (47)  der  vierte  Kegelschnitt  zu  jedem  der  drei  gegebenen. 

53)  Haben  irgend  zwei  Flachen  53)  Haben  irgend  zwei  Flachen 
zweiten  Grades  zwei   gemeinschaft-  zweiten  Grades  zwei  gemeinschaft- 
liche Kegelschnitte,  und  haben  von  liche  Beruhrungskegel,   und  liegen 
den  vier  Kegelflachen,  von  welchen  von  den  vier  Kegelschnitten,  in  wel- 
sie   in   denselben   beriihrt  werden,  chen  sie  von  denselben  bertihrt  wer- 
zwei   einen   und  denselben  Mittel-  den,  zwei  in  einer  und   derselbert 
punct,    so    haben    auch   die   zwei  Ebene,    so    liegen   auch   die   zwei 
ubrigen  Kegelflachen  irgend   einen  ubrigen  Kegelschnitte  in  irgend  einer 
Punct  zum  gemeinschaftlichen  Mittel-  und  derselben  Ebene. 

punct. 

Solche  Beziehung,  wie  hier  die  zwei  Flachen  zweiten  Grades,  hat  bei 
den  obigen  Satzen  (50)  die  fiinfte  Flache  zu  jeder  der  vier  gegebeneu. 

54)  ^Irgend  6  Puncte  eines  be-  54)  33Irgend  6  Tangenten  eines 
liebigen  Kegelschnittes   bestimmen       beliebigen  Kegelschnittes  bestimmen 
60  eingeschriebene  einfache  Sechs-       60  umschriebene  einfache  Sechsseite 


*)  Welche  EigentMrnlichkeiten  finden  bei  diesen  Aufgaben,  sowie  bei  den  Satzen 
(50)  statt,  wenn  far  jede  angegebene  Flache  insbesoixdere  eine  KegeMache  zweiten  Gra- 
des oder  zwei  Ebenen  angenommen  werden? 
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ecke  (§  19);  in  jedem  der  letzteren  (§  19);  in  jedem  der  letzteren  gelien 
liegen  die  drei  Puncte,  in  welchen  die  drei  Diagonalen,  welclie  die  ge- 
die  gegenuber  liegenden  Seiten  sich  gentiber  stehenden  Ecken  verbinden, 
schneiden,  in  einer  Geraden G(§  42, 1),  durch  einen  Punct  ^  (§42,1),  so 
so  dass  also  60  solcher  Geraden  G  dass  also  60  soldier  Puncte  ^5  statt- 
stattfinden;  von  diesen  60  Geraden  linden;  von  diesen  60  Puncten  lie- 
gehen  drei  und  drei  durch  irgend  gen  drei  und  drei  in  irgend  einer 
einen  Punct  P,  so  dass  20  soldier  Geraden  ©,  so  dass  20  soldier  Ge- 
Puncte  P  entstehen;  und  von  diesen  raden  ©  entstehen;  und  von  diesen 
20  Puncten  liegen  15mal  4  in  einer  20  Geraden  gehen  15  mal  4  durch 
Geraden  g,  so  dass  jeder  in  drei  einen  Punct  £,  so  dass  jede  durch 
solchen  Geraden  liegt."  (Welche  Be-  drei  solche  Puncte  geht"  (Welche 
ziehung  haben  diese  15  Geraden  g  Beziehung  haben  diese  15  Puncte  ,p 
weiter  zu  einander?  weiter  zu  einander?) 

5,Sind  bei  einem  und  dernselben  Kegelschnitt  die  gegebenen  sechs 
Puncte  (links)  zugleich  die  Beruhrungspuncte  der  gegebenen  sechs  Tan- 
genten  (rechts),  so  sincl: 

die  60  Geraden  G  die  Harmonischen  der  60  Puncte  $  (§  44), 
die  20  Puncte  P  die  harmonischen  Pole  der  20  Geraden  ©, 
die  15  Geraden  g  die  Harmonischen  der  15  Puncte  p  in  Bezug  auf 
den  Kegelschnitt.  "*) 

55)  Wenn  bei  dexn  vorhergehen-  55)  Wenn  bei  dem  vorhergehen- 

den  Satze  (54)  die  6  Puncte  insbe-  den  Satze  (54)  die  6  Tangenten 
sondere  so  angenommen  werden,  dass  insbesondere  so  angenomrnen  wer- 
sie ,  paarweise ,  in  drei  Geraden  den,  dass  sie  sich,  paarweise,  in  drei 
liegen,  welche  durch  irgend  einen  Puncten  schneiden,  welche  in 'irgend 
und  denselben  Punct  gehen:  welche  einer  und  derselben  Geraden  liegen: 
besondere  Lage  haben  alsdann  die  welche  besondere  Lage  haben  als- 
60  Geraden  G,  die  20  Puncte  P,  und  dann  die  60  Puncte  $,  die  20  Ge- 
die  15  Geraden  g?  raden  ©,  und  die  15  Puncte  p? 

56)  Besteht,  in  Betracht  der  Satze  (54),  der  gegebene  Kegelschnitt 
links  aus  zwei  Geraden  und  rechts  aus  zwei  Puncten,  so  hat  man  ferner 
insbesondere  folgende  Satze  (§  23,  III): 

5,Wenn  in  jeder  von  zwei  Ge-  „ Wenn  in  jedem  von  zwei  StraU- 

raden  A,  Aa ,  die  in  einer  Ebene  biischeln  JB,  23j ,  die  in  einer  Ebene 
liegen,  drei  beliebige  Puncte  ange-  liegen,  drei  beliebige  Strahlen  an- 


*)  Bei  der  ersten  BekarLntmachung  dieser  Satze  (Annales  de  Math€matigues,  t.  XYIII, 
Cf.  S.  224  dieser  Ausgabe)  hatte  sich  in  Betreff  der  Geraden  g  und  der  Puncte  p  eine 
Unrichtigkeit  eingeschlichen.  -  Hulfsmittel ,  durch  welche  die  Satze  sich  beweisen 
lassen,  sind  im  gegenwartigen  Theile  enthalten  (§  42  und  §  46).  —  Die  Satze  (56)  habe 
ich  ebendaselbst  zuerst  bekannt  gemacht. 
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nomnien  werden,  so  lassen  sich  durch  genommen  werden,  so  schneiden  sich 

diese,  paarweise,  9  Gerade  G  legen,  diese,  paarweise,  in  9  Puncten  S& 

welche  sich,  paarweise,  in  ISPuncten  durch  welche  sich,  paarweise,  18  Ge- 

P  schneiden,  wovon  6  mal  3  in  einer  rade  ©  legen  lassen,  wovon  6  nial  3 

Geraden  g  liegen,  und  von  diesen  durch  einen  Punct  p  gehen,  und  von 

6  Geraden  g  gehen  3  und  3  durch  diesen  6  Puncten  p  liegen  3  und  3 

einen  Punct."  in  einer  Geraden." 

57)  Wenn  in  Ansehung  der  obigen  Satze  (54): 

Von  den  angenomrnenen   sechs  Von  den   angenommenen   sechs 

Puncten  funf  fest  bleiben,  wahrend  Tangenten  funf  fest  bleiben,  wah- 
der  sechste  den  Kegelschnitt  durch-  rend  die  sechste  sich  urn  den  Ke- 
lauft:  wie  bewegen  sich  dann  die  gelscbnitt  herumbewegt:  wie  bewe- 
60  Geraden  G,  wie  die  20  Puncte  P,  gen  sich  "dann  die  60  Puncte  $,  wie 
und  wie  die  15  Geraden  g?  die  20  Geraden  ©,  und  wie  die  15 

Puncte  p? 

58)  Die  Satze   (54)  beziehen  sich  auf  sechs  gleichartige   Elemente 
eines  Kegelschnittes,  welche  eigenthtimlichen  Satze  finden  bei  sechs  un- 
gleichnamigen  Elementen  statt,  d.  L,  wenn  5,  4,  3,  2,  1  Puncte    und 
respective  1,  2,  3,  4,  5  Tangenten  eines  Kegelschnittes  gegeben  sind? 

59)  Denkt   man  sich  im  Raume  irgend  zwei  rechtwinklige  Coordi- 
natensysteme   mn    einen  und  denselben  Anfangspunct,    so  findet  Folgen- 
des  statt: 

Die    6   Coordinatenaxen    liegen  Die  6  Goordinatenebenen  beriih- 

allemal  in  irgend  einer  Kegelflache  ren  allemal  irgend  eine  Kegelflache 
zweiten  Grades.  zweiten  Grades. 

Dieser  Satz  ist  ein  besonderer  Fall  eines  umfassenderen  Satzes.  Auch 
kann  er  auf  entsprechende  Weise,  wie  der  obige  (54),  weiter  ausgedehnt 
werden  (§  33  und  §  48). 

60)  Wenn  irgend  9  Puncte  einer  Flache  zweiten  Grades  gegeben  sind, 
beliebige   andere  Puncte  derselben  (durch  Construction)  zu  finden;  oder: 
„ Welche  Relation  findet  zwischen  irgend  10  Puncten  einer  Flache  zweiten 
Grades  statt?" 

Die  zweite  Frage  ist  bereits  zweimal  von  der  Briisseler  Akademie 
als  Preisaufgabe  gegeben  worden,  aber  beidemal,  so  viel  ich  weiss,  ohne 
Erfolg. 

61)  Wenn  von  der  Durchschnittscurve  zweier  Flachen  zweiten  Grades 
irgend  acht  Puncte  gegeben  sind,  beliebige  andere  Puncte  derselben  (durch 
Construction)  zu  finden: 

62)  Durch  acht  beliebige  gegebene  Puncte  im  Raume    eine    Kegel- 
flache  zweiten   Grades   zu  legen.    —   Liisst   im   Allgemeinen   vier  Auf- 
Josun^en  zu. 
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63)  Welches  1st  der  Ort  der  Mittelpuncte  (Scheitel)  aller  Kegelflachen 
zweiten    Grades,    welche    durch    irgend    6    oder    7    gegebene    Puncte   ini 
Raume  gehen? 

64)  Wenn  acht  heliebigo  Gerade  im  Raumo  gcgeben  sind,  eine  Kegel- 
flache  zweiten  Grades  zu  finden,  welclie  dieselbeu  beriihrt. 

65)  Welches  1st  der  Ort  der  Mittelpuncte  (Scheitel)  aller  Kegelflachen 
zweiten  Grades,   welclie    irgend   6   oder   7    gegebene   Gerade  im  Raume 
beriiliren? 

66)  Welches  1st  der  Ort  aller  Ebenen,  welclie  irgend  6   oder  7  ge- 
gebene Gerade  im  Raume  so  schneiclen,  dass  das  durch  die  Durchsclmitts- 
puncte  bestimmte  Sechseck  oder  Siebeneck  irgend  einem  Kegelschnitt  um- 
schrieben  ist? 

67)  Der  Ort  der  Mittelpuncte  aller  Kegelflachen  zweiten  Grades,  welche 
irgend  einem  gegebenen  Sechseck  irn  Raume  (§  55)  eiugeschriebeu  sind  (cl  h. 
clessen  Seiten  beriihren),  ist  ein  einfaches  Hyperboloid. 

Dieser  Satz  und  die  vorhergehenden  Aufgaben  (60  bis  66)  haben  ihre 
zugeordneten;  wie  lauten  sie? 

68)  Welches  ist  der  Ort  des  Mittelpunctes  der  geraden  Kegelflache, 

a)  welche  durch  irgend  4  oder  5  gegebene  Puncte  im  Raume  geht,   oder 

b)  welche  irgend  4  oder  5  gegebene  Gerade  irn  Raume  beriihrt? 

69)  Welches  ist  der  Ort  der  Ebene  des  Kreises,  a)  welcher  irgend 
4  oder  5  gegebene  Ebenen  beriihrt,   oder  b)  welcher  irgend  4  oder  5  ge- 
gebene Gerade  im  Raunae  schneidet? 

70)  Welche  Eigenschaften  hat  eine  Schaar  ahnlicher  SpharoYde,  welche 
durch  irgend  4  oder  5  gegebene  Puncte  im  Raume  gehen;  z.  B.  yon  wel- 
cher krmnmen  Flache  werden  sie  unihiillt  (vergl.  39),  welches  ist  der  Ort 
ihrer  Mittelpuncte  oder  ihrer  Breimpuncte?  u.  s.  w. 

71)  Welches  ist  der  Ort   der  Mittelpuncte  aller  einfachen  Eyperbo- 
loi'de,  welche  durch  die  Seiten  eines  gegebenen  Vierseits  im  Raume  (§  55) 
gehen? 

72)  ,,Eine  Kugel  zu  finden,   welche  irgend  vier  gegebene  Gerade  im 

Raume  beriihrt/4 

73)  Eine  Flache  zweiten  Grades  zu  finden,  welche  irgend  9  gegebene 
Gerade  im  Raume  beriihrt.    (Wie  viele  Auflosungen  sind  mogliea?) 

74)  Die  Axen  (d.  i.  die  drei  zu  oinander  rechtwinkKgen  conjugiiien 

Durchraesser)  eines  gegebenen  schiefen  Kegels  zweiten  Grades  zu  finden. 

*  * 

$ 

75)  Werden  zwei  beliebige  Ebenen  e,  sx  mittelst  irgend  eines  Strahl- 
blischels  2)  aufeinander  projicirt,  so  dass  jedem  Punct  der  einea  ein  be- 
stimmter  Punct  in  der  andern  entspricht,   und  werden  sofort  die  Ebenen 
in  beliebige  andere  (schiefe)  Lage  gebracht,  so  entsteht  die  Frage,  welcheni 
Gesetz  sodann  die  Projectionsstrahlen,   d.  h.  die  Geraden,  welche  die  ent- 
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sprechenden  Puncte  verbinden,  unterworfen  seien,  oder  welche  krumme 
Flache  von  ihnen  beruhrt  werde?  —  Diese  Aufgabe,  nebst  der  ihr  zuge- 
ordneten,  werden  durch  die  Betrachtungen  des  zweiten  Abschnittes  gelost 
warden* 

76)  Wenn  man  Polyeder  nur  in  Hinsicht  der  Art  oder  Gattung  ihrer 
Grenzflachen  von  einander  unterscheidet,  d.  h.,  je  naclidem  diese  Dreiecke, 
Vierecke,  Fiinfecke,  u.  s.  w.  sind,  so  giebt  es  bekanntlich  nur  einen  vier- 
flachigen,   zwei  funfflachige ,  und  sieben  sechsflachige  KSrper*).     ,,Wie 
viel  verschiedene  7,  8,  9,  ...  n  flachige  Korper  sind  in  dieser  Hinsicht 
moglich?"**) 

77)  Wenn  irgend  ein  convexes  Polyeder  gegeben  ist,  lasst  sich  dann 
iinmer  (oder  in  welchen  Fallen  nur)  irgend  ein  anderes,  welches  mit  ihm 
in  Hinsicht  der  Art  uncl  der  Zusammensetzung  der  Grenzflachen  uberein- 
stimmt  (oder  von  gleicher  Gattung  ist),  in  oder  urn  eine  Kugelflache,  oder 
in  oder   um  irgend  eine  andere  Flache  zweiten  Grades  beschreiben  (d.  h. 
class  seine  Ecken  alle  in  dieser  Flache  liegen,  oder  seine  Grenzflachen  alle 
diese  Flache  beriihren)? 

78)  nFaIlt  man  aus  den  Ecken  eines  beliebigen  viereckigen  Korpers 
(dreiseit.  Pyramide)  Lothe  auf  die  gegeniiber  liegenden  Grenzflachen,   so 
liegen  alle  vier  Lotlie  im  Allgemeinen  in  einem  Hyperboloi'd,  und  zwar 
gehoren  sie  zu  einer  und  derselben  Schaar  Strahlen  desselben,  so  dass  es 
also  unzahlige  Gerade  giebt,  wovon  jede  alle  vier  Lothe  schneidet  (§  51). 
Wenn  insbesondere  zwei  der  vier  Lothe  sich  schneiden,  so  sclineiden  sich 
auch  die  zwei  ubrigen ;  nnd  wenn  insbesondere  drei  Lothe  sich  schneiden, 
so  schneiden  sich  nothwendigerweise  alle  vier  in  einem  und  demselben 
Punot" 

In  den  besonderen  Fallen  geht  offenbar  das  Hyperboloi'd  in  einen  Grenz- 
fall  (in  zwei  Ebenen,  und  in  einen  Kegel)  fiber.  Bei  der  ersten  Bekannt- 
machung  dieses  Satzes  (Journal  f.  Mat^em,  Bi  II.  S.  97)***)  habe  ich 
die  besonderen  Falle  umlchtig  angegeben. 

Es  findet  ein  dein  vorstehenden  zugeordneter  Satz  statt;  wie  heisst  er? 

79)  3,Hakea  hgend  zwei  vierflachige  Korper  (dreiseitige  Pyramiden) 
solche  Lage,  dass  die  vier  Lothe,  welche  aus  den  Ecken  des  einen  in  be- 
stimmter  Ordnung  auf  die  Grenzflachen  des  anderen  gefallfc   werden,    in 
irgend  einem  Punct  zusammentreffen,   so  gehen  allemal  auch  diejenigen 
vier  Lothe,  welche  man  in  entsprechender  Ordnung  aus  den  Ecken  des 
zweiten  auf  die  Grenzflachen  des  ersten  fallt,  durch  irgend  einen  und  den- 
selben  Punct. "     Oder: 


*}  Sieite  System  der  Geometric  von  Sckwems. 

**)  Diese  Aufgabe   habe  ich  schon  an  eiaem  anderea  Orte  (Annales  de  Mathfm, 
torn.  XIX.  p.  36.  Of.  S.  227  dieser  Ausg.)  gegeben,  aber  es  ist  noch  keine  Losung  erfolgt. 
***)  Of.  S,  128  dieser  Ausgabe,  Lehrsatz  10, 
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a)  ,,Fallt  man  aus  einein  beliebigen  Punct  E  auf  ,die  Grenzflachen 
ABC,  ABD,  A  CD,  BCD  irgend  eines  gegebenen  Tetraeders  ABCD  Lothe 
Ed,  EC,  Eb,  Ea,  nimmt  in  diesen  Lothen  vier  beliebige  Puncte  d,  c,  b,  a 
als  Ecken  eines  zweiten  Tetraeders  deb  a  an,  iind  fallt  auf  dessen  Grenz- 
flachen deb,  dca,  dba,  cba    aus   den  Ecken  A,  B,  C,  D   des  ersteren 
Lothe  Ae,  Be,  Ce,  De,  so  treffen  diese  einander  allemal  in  irgend  einem 
Puncte  e."    Und  ferner: 

b)  jjNimmt  man  in  den  vier  ersteren  Lothen    ahnlicherweise   vier 
andere  Puncte  d19  c1?  bn  ^  als  Ecken  eines  dritten  Tetraeders  an,  so 
wird  diesem  in  gleicher  Beziehung  ein  Punct  e,  entsprechen;  und  alsdann 
liegen   die    vier   Durchschnittslinien  a,   (3,  7,   8    der   vier   einander   ent- 
sprechenden  Grenzflachenpaare  des  zweiten   und  dritten  Tetraeders  (d.  L 
die    Durchschnittslinien    der    Ebenenpaare    deb    und    d^bj,    dca    und 
djCjEj,  dba  und  djb^,  cba  und  Cjb^),  allemal  in  irgend  einer  Ebene 
(ap^S);  und 

c)  diese  Ebene   (ap^o)   steht   allemal   auf  derjenigen  Geraden  ee1? 
welche  durch  jene  zwei  genannten  Puncte  e,  &1  geht,  senkrecht." 

Diesen  Satz,  nebst  den  zwei  analogen  Satzen  in  der  Ebene  und  auf 
der  Kugelflache,  bei  welchen  narnlich,  statt  wie  hier  Tetraeder,  ahnlicher- 
weise Dreiecke  in  Betracht  kommen*),  habe  ich  schon  an  einem  anderen 
Orte  zu  beweisen  vorgelegt  (Journal  f.  Mathem.  Bd.  II.  S.  287)**).  Alle 
drei  Satze  sind  ubrigens  besondere  FaHe  von  etwas  allgemeineren  Satzen, 
wie  man  zu  seiner  Zeit  sehen  wird.  Auch  haben  alle  drei  Satze  ihre  zu- 
geordneten  Satze;  wie  lauten  diese? 

80)  a)  „ Sind  in  einer  Ebene  irgend  zwei  einander  nicht  schneidende 
Kreise  M15  M2  gegebenen,  wovon  man  sich  den  einen  zunachst  innerhalb 
des  anderen  liegend  denken  mag,  und  man  beschreibt  in  dem  zwischen 
beiden  Kreisen  liegenden  Raume  eine  Reihe  Kreise  m1 ,  m2 ,  m3 ,  m4  . . . 
so,  dass  jeder  jene  zwei  und  den  ihm  unmittelbar  vorangehenden  beriihrt, 
so  flndet  einer  von  folgenden  zwei  Fallen  statt:  entweder  a)  die  Reihe 
verlangert  sich  ins  Unendliche  und  ist  incommensurabel,  oder  b)  sie  kehrt 
in  sich  selbst  zuruck  und  ist  commensurabel,  d.  h.  nachdem  sie  in  jenem 
Zwischenraum  irgend  eine  Anzahl  u  Umlaufe  zuriickgelegt  hat,  gelangt  man 
zu  einem  nten  Kreise  m^,  welcher  den  ersten  m:  beruhrt,  diesen  also  zu 
seinem  Nachfolgenden  hat,  so  dass  hier  die  Reihe  sich  schliesst." 

P)  ?,Von  diesen  zwei  Fallen  findet  immer  der  namliche  und  zwar 
auf  einerlei  Weise  statt,  man  mag  den  ersten  Kreis  m1  annehmen,  wo 
man  will,  so  dass  also  das  Vorhandensein  des  einen  oder  anderen  Falles 
lediglich  von  der  Grosse  und  Lage  der  zwei  festen  Kreise  Mn  M,  ab- 
hangt." 

*)  Auch  findet  ein  analoger  Satz  im  Strahlbuschel  statt. 
**)  Of.  S.  157  dieser  Ausgabe,  Lehrsatz  1—8. 
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•y)  ,,Bezeiehnet  man  die  Radien  der  Kreise  Mn  M2  durch  R15  R2  und 
den  Abstand  Hirer  Mittelpuncte  von  einander  durch  A,  so  hat  man  fur 
den  Fall,  wo  die  genannte  Kreisreihe  auf  die  angegebene  Art  commen- 
surabel  ist,  folgende  einfache  Bedingungsgleichung: 

(R,  rpR^'q^E,  R,  tang2  ™-  it  =  A2, 

woraus  jede  der  firaf  Grossen  R,,  $2?  A,  u,  n  gefunden  wird,  wenn  die 
vier  librigen  gegeben  sind.  Liegen  die  Kreise  Mp  M2  in  einander,  so  hat 
man  die  oberen,  und  liegen  sie  ausser  einander  die  unteren  Vorzeichen 
zu  nehmen.* 

81)  ,,Bei  Kreisen  auf  der  Kugelflache  (so  wie  auch  bei  geraden  Ke-  ' 
geln  im  Strahlbiischel)  finden  analoge  Unistande  statt,  wie  im  vorstehen- 
den  Satze  bei  Kreisen  in  der  Ebene,  und  zwar  hat  man  die  Bedingungs- 
gleichung: 

cos(R1=pR2)±2sinR1sinR3tang2  —  ic  =  cosA." 

82)  ,,Es  seien  M15  M3  irgend  zwei  Kugeln,  wo  von,  zum  leichteren 
Verstandniss,  die  eine  M3  innerhalb  der  anderen  gedacht  werden  soil,  und 
ferner  sei  M2  eine  beliebige  solche  Kugel,  welche  im  Zwischenraum  zwischen 
jenen  zwei  Kugelflachen  liegt  imd  sie  beruhrt." 

3,Wird  eine  Reihe  Kugeln  m15  m2,  m3,  ...  so  beschrieben,  dass  jede 
die  drei  Kugeln  M,,  M2,  M3  beriihrt  und  dass  sie  einander  der  Ordnung 
nacli  beriihren,  so  ist  sie  entweder  cornmensurabel,  oder  nicht,  d.  h.  ent- 
weder  a)  gelangt  man,  nachdem  die  Reihe  u  Umlaufe  um  die  Kugel  M3 
gemacht  hat,  zu  einer  nten  Kugel  mn,  welche  wiederum  die  erste  m1 
berfihrt,  oder  b)  dies  tritt  nie  ein,  wenn  auch  die  Reihe  unendlich  fort- 
gesetzt  wird." 

MAuf  diese  zwei  Urastande  hat  weder  der  Ort,  wo  die  Kugel  M3  an- 
genoromen,  noch  die  Lage,  die  der  ersten  Kugel  nij  der  Reihe  angewiesen 
wird,  EMuss,  d.  h.  es  findet  immer  derselbe  Fall  auf  dieselbe  Weise 
statt,  es  mogen  die  Kugeln  M2,  nij  unter  den  vorgenannten  Bedingungen 
angenonimen  werden,  wo  man  will,  so  dass  also  bloss  die  Grosse  und 
Lage  der  festen  zwei  Kugeln  M17  M3  u'ber  das  Vorhandensein  des  einen 
oder  anderen  Falles  entscheidet." 

MSind  R13  R3  die  Radien  der  Kugeln  M,,  M3,  und  ist  A  der  Ab- 
stand ihrer  Mittelpuncte  von  einander,  so  hat  man  fur  den  commensurabeln 
Fall  (a): 


Die  unteren  Zeichen  gelten  fur  den  Fall,  wo  die  festen  Kugeln  M,,  M3 
ausser  einander  liegen. 
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83)  ,,Nach  Angabe  des  letzten  Satzes  (82)  beruhren  die  drei  Kugeln 
Mn  M25  M3  einander  der  Reihe  nacli.  und  jede  von  ihnen  beriihrt  die 
Reihe  Kugeln  m15  m3,  m3,  ....  Es  schliessen  sich  daran  folgende  weitere 
Eigenschaften." 

a)  ,3Die  drei  Kugeln.  M2 ,  M2 ,  M3   sind  Glieder  einer  zweiten  Kugel- 
reihe  M1?  M2,  M3,  M4,  . . .  wovon  jede  alle  Kugeln  jener  ersten  Reihe  und 
zugleich  die  ihr  umnittelbar  vorhergehencle  beriihrt." 

b)  ,,Die  Mittelpuncte  jeder  Kugelreihe,  fur  sich  genommen,  liegen  in 
einem  Kegelschnitte ;  die  Ebenen  der  zwei  Kegelschnitte  sind  zu  einander 
senkrecht,  und    die   Hauptscheitel  eines  jeden  sind  zrigleich  die  Brenn- 
puncte  des  anderen,  so  dass 'also  entweder  a)  beide  Kegelschnitte  (gleiche) 
Parabeln,  oder  f})  der  eine  Ellipse  und  der  aridere  Hyperbel  ist." 

c)  ,,Beide  Kugelreihen   hangen  so  von  einander  ab,    dass  §sie  zu- 
gleich  commensurabel,  und  zugleich  inconixnensurabel  sind; 

d)  und  zwar  flndet  fiir  den  commensurabeln  Fall  das  folgende  rnerk- 
wiirdige  Gesetz  statt,  dass  allemal 

u_      JJ_  _  _!_' 

11        N    ~~   2 

ist,  wobei  namlich  U  die  Zahl  der  Unilaufe  und  N  die  Zahl  der  Glieder 
der  zweiten  Kugelreihe  bezeichnet  (82)." 

Die  Satze  80,  81  und  82  habe  ich  schon  in  den  Annales  de  Matheni. 
torn.  XVIII*)  und  den  Satz  83  im  Journal  fiir  Mathematik  Bd.  IL 
S.  192**)  zum  Beweisen  vorgelegt.  Im  namlichen  Bande  des  Journals  habe 
ich  (S.  290,  Lehrs.  59,  60  und  61)***)  einige  besondere  FaUe  des  Satzes  82, 
so  wie  (S.  96)  f )  eine  Aufgabe,  welche  den  Satz  80  zum  Ziele  hatte,  auf- 
gestellt.  In  Folge  dieser  besonderen  FaUe  und  dieser  Aufgabe  hat  Clausen 
im  6.  und  7.  Bande  des  Journals  die  Satze  80  und  81  analytisch  be- 
wiesen,  ohne  dass  er  von  jenen  Satzen  in  den  Annalen  Kenntniss  ge- 
habt  zu  haben  scheint;  auch  sind  seine  Ausdriicke  der  Form  nach  von 
den  meinigen  verschieden.  Ein  Theil  des  -Satzes  80,  namlich  ({3),  ist  schon 
im  ersten  Bande  (S.  256)  des  genannten  Journals  ff )  von  mir  bewiesen.  Bei 
spateren  Entwickelungen  wird  sich  Gelegenheit  darbieten,  alle  vier  Satze 
so  elernentar  als  moglich  zu  beweisen.  —  Es  entstehen  verschiedene  in- 
teressante  Falle,  wenn  man  statt  der  einen  festen  Kugel  (in  82  und  83)' 
eine  Ebene,  oder  statt  des  einen  festen  Kreises  (in  80  oder  81)  eine  Gerade 
oder  einen  Hauptkreis  annimmt. 


*)  Of.  S.  225  dieser  Ausgabe. 
**)  Cf.  S.  135  dieser  Ausgabe,  Lehrsatz  ll.v 
***)  Cf.  S.  160  dieser  Ausgabe,  Lehrsatz  6—8. 
f)  Cf.  S.  127  dieser  Ausgabe,  Lehrsatz  4. 
ff)  Cf.  S,  43  dieser  Ausgabe. 
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84)  Wenn  beira  letzten  Satze  (83)  die  Kugelreihen  commensurabel 
sind,   so   findet  in  jecler  far  je  zwei  Kugeln,   die  als  fest  angenommen 
werden,   und  zwisclien  denen  nacli  der  Reihe   nur   eine   andere  Kugel 
liegt,   wie  z.  B.  fiir  M1?  M3  in  der  zweiten  Reihe,  die  obige  Bedingungs- 
gleichung  (82)  statt.    Es  kann  gefragt  werden:  ob  auch  fiir  Kugeln,  zwischen 
denen  zwei,  oder  irgend  eine  AnzaM  x,  Kugeln  liegen,  in  gleichem  Sinne 
eine  Bedingungsgleichung  stattfinde?  und  welche  es  sei? 

Anmerkun  g. 

85)  Viele  von  den  vorstehenden  Aufgaben  und  Satzen  lassen  sich. 
mittelst  der  obigen  Correlations-Systeine  (§  59),  so  wie  auch  zufolge  der 
Anmerkungen  (§  33,  §  34  und  §  48)  auf  verscMedene  Weise  umwandeln, 
Welche  sind  es?  und  wie  lauten  die  neuen  Aufgaben  und  Satze? 
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Dies  Werk  1st  im  J.  1833  (zu  Berlin  bei  Ferdinand  Dummler)  erschienen. 


Einleitende  Uebersicht. 


§1- 

Die  Geometrie  im  engeren  Sinne  bedarf  zu  ihren  Constructionen  zweier 
Instrumente,  des  Zirkels  und  des  Lineals.  Ein  italienischer  Mathematiker, 
Mascheroni,  hat  auf  eine  scliarfsinnige  Weise  gezeigt*),  dass  alle  geome- 
trischen  Aufgaben  mittelst  des  Zirkels  allein  gelost  werden  konnen.  An- 
dererseits  liaben  in  der  neuesten  Zeit  einige  franzosische  Mathematiker  auf 
zahlreiche  Aufgaben  aufmerksam  gemacht,  deren  Losung  nur  die  Hiilfe 
des  Lineals,  oder  das  Ziehen  gerader  Linien  zwischen  gege&enen  Puncten, 
erfordert.  Ja  es  liaben  Einige  sogar  schon  die  Yermuthung  ausgesprochen, 
dass  mittelst  des  Lineals  alle  Constructionen  ausfuhrbar  seien,  sobald  in 
der  Ebene  irgend  ein  fester  Hiilfskreis  gegeben  ist.  Die  vorliegende  kleine 
Schrift  hat  zum  Zweck,  diese  Vermuthung  zu  bestatigen.  Und  zwar  wird 
dieser  Zweck  leichter  erreicht,  als  ich  anfangs  glaubte  und  als  es,  nach 
dem  Umfange  des  Gegenstandes ,  den  Anschein  hatte.  Denn,  wirffc  man 
einen  strengen  Blick  auf  die  gesammten  Constructionen,  wie  sie  in  der 
gewohnlichen  Geometrie,  beim  freien  Gebrauch  des  Zirkels  und  Lineals 
vorkommen,  so  sieht  man,  dass  sie,  die  Falle  ausgenonimen,  wo  das 
Lineal  allein  geniigt,  im  (Jrunde  nur  auf  den  folgenden  zwei  Hauptcon- 
structionen: 

a)  wdie  Durchschnitte  einer  Geraden  und  eines  Kreises"  und 

b)  „ die  Durchschnitte  zweier  Kreise  zu  finden", 

beruhen,  so  zusammengesetzt  sie  ubrigens  auch  sein  mogen.  Fur  die  ge- 
genwartigen  beschrankteren  Hulfsmittel  zeigte  es  sich,  dass  •  von  diesen 
zwei  Aufgaben  die  erste  allein  als  Hauptaufgabe  sich  geltend  macht,  dass 
also  die  Losungen  aller  Aufgaben  auf  der  einzigen  Hauptaufgabe: 

A)  wdie  Durchschnitte*  einer  Geraden  und   eines  Kreises   zu 

finden", 

beruhen,  indem  auch  die  vorstehende  andere  Aufgabe  (b)  auf  diese  zu- 
ruckgefuhrt  werden  muss  und  kann.  Der  Umstand  aber,  dass  die  Durch- 

*)  Mascheroni's  ,,Gebrauch  des  Zirkels"  aus  dem  Italienischen  in's  Franzosische 
iibersetzt  yon  Carette  und  in's  Deutsche  von  Gruson,  Berlin  1825. 
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schnitte  einer  Geraden  und  cles  'gegebenen  Eiilfskreises  unmittelbar  gegeben 
sind,  bewirkt,  class  man  zunachst  die  folgenden,  hauiig  vorkommenden 
und  ihrem  Wesen  nach  die  meistea  Elementaraufgaben  umfassenden  Hiilfs- 
aufgaben: 

c)  ,?parallele  Gerade  zu  ziehen"; 

d)  ,jder  Grosse  nach   gegebene  Gerade  beliebig  zu  verviel- 
fachen  oder  in  beliebig  viele  gleiche  Theile  zu  theilen"; 

e)  ,,,zu  einander  rechtwinklige  Gerade  zu  ziehen"; 

f)  ,,durch   einen  gegebenen  Punct   eine  Gerade   zu   ziehen, 
die    init    einer   gegebenen    Geraden    einen   Winkel    ein~ 
schliesst,  welcher  einem  der  Grosse  und  Lage  nacli  ge- 
gebenen Winkel  gleicli  ist"; 

g)  „ einen   gegebenen  Winkel   zu  halften,    oder  beliebig  oft  zu 
vervielfachen"; 

li)  ,,an  einen  gegebenen  Punct  nach.  beliebiger  Richtung 
eine  Gerade  anzulegen,  welche  einer  der  Grosse  und  Lage 
nach  gegebenen  Geraden  gleicli  ist", 

leicht  losen  kann.  Die  Art  und  Weise,  wie  diese  Aufgaben  gelost  werden, 
weicht  natiirlfcherwoise  von  der  in  der  Geometrie  iiblichen  ganz  und  gar 
ab,  und  zwar  dergestalt,  da«s  hier  einige  von  diesen  Aufgaben  dazu  dienen, 
die  obigen  zwei  Hauptaufgaben  (a),  (b),  oder  vielmehr  die  einzige  Haupt- 
aufgabe  (A)  unter  alien  Umstanden  zu  losen,  also  auch  die  Durchschnitte 
einer  Geraden  und  eines  nur  der  Lage  und  Grosse  nach  gegebenen  Kreises 
(d.  h.  nur  der  Mittelpunct  und  der  Radius  sind  gegeben,  der  Kreis  selbst 
nicht  gezeichnet)  zu  finclen,  statt  dass  dort  jene  mittelst  dieser  gelost 
werden. 

Ob  es  mil'  gelimgen  sei,  den  vorgesteckten  Zweck  auf  die  einfachste 
Weise  zu  erroichen,  vermag  ich  nicht  zu  entscheiden,  auch  bin  ich  nicht 
einmal  iiberzeugt,  ob  selbst  bei  dem  von  mir  eingeschlagenen  Weg  (iberall 
die  bequemsten  Constructionen  angewendet  word  en  sind  oder  nicht.  Wenn 
inclessen  der  Gegenstand  einiges  Interesse  erregen  sollte,  so  wird  bei  dem 
eijfrigen  Betriebe  der  Geometrie  in  unserer  Zeit  das  Fehlende  bald  von 
Anderen  erganzt  werden,  und  ich  diirfte  dann  wohl  auf  einige  Nachsicht 
rechnen. 

Sind  die  Masekerontf&chm  Constructionen  fiir  die  Mechaniker  und  be- 
tionders  zur  Anfertigung  astrononiischer  Instrumente  von  grossem  Vortheil, 
wie  er  behauptet,  so  diirften  dagegen  die  gegenwartigen  fiir  die  Ingenieuxs 
und  Eeldmesser  von  nicht  geringercm  Nutzen  sein,  woriiber  ich  jecloch  von 
diesen  letzteren  selbst  das  sachverstandige  Urtheil  erwarten  will. 

§2. 

Die  Satze  und  Eigenschaften  der  Figuren,  auf  welchen  die  Losungen 
der  vorgenannten  Aufgaben  (§  1)  beruhen,  sind  unter  anderen  theils  im 
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ersten  Theil  der  3,Systematisclien  Entwickelung  der  Abhangigkeit 
geometrischer  Gestalten  von  einander"*)  und  theils  in  der  Abhand- 
lung  „ Einige  geometrische  Betrachtungen"  (Journal  fur  Matlieraatik, 
Bd.  I,  S.  161)  **)  enthalten,  so  dass  also  mit  Beziehung  auf  dieselben  die 
vorgelegten  Aufgaben  auf  eineni  Raume  von  wenig  Seiten  eiiedigt  werden 
konnten.  Allein  da  das  gegenwartige  Werkchen  leicht  in  Vieler  Hiinde 
kommen  kann,  welche  jene  Schriften  nicht  besitzen,  so  Melt  icli  es  fur 
zweckmassig,  jene  Satze  und  Eigenschaften  hier  kurz  zu  wiederholen,  wo- 
bei  ich  micli  bemuhte,  sie  so  elementar  als  mdglich.  darzustellen.  Diesem 
gemass  besteht  die  gegenwartige  Arbeit  aus  drei  Kapiteln,  die  folgenden 
Inhalts  sind: 

Erstes  Kapitel.  Einige  Eigenschaften  geradliniger  Figuren  in  Rlick- 
siclit  auf  Transversalen,  harmonisclie  Strahlen  und  Puncte;  Constructionen 
mittelst  des  Lineals  allein  unter  bestimmten  Voraussetzungen,  d.  li.  wenn 
entweder  parallele  oder  in  gegebenera  Verhaltniss  getheilte  Gerade  gegeben 
sind,  so  lassen  sich.  and  ere  der  Grosse  und  Lage  nacli  gegebene  Gerade 
beliebig  vervielfaclien  und  theilen,  und  andere  Parallele  zielien  (sowie 
auch  rechte  Winkel  halften  und  beliebige  gegebene  Winkel  vervielfachen). 

Zweites  Kapitel.  Vom  Kreise.  I.  Harmonische  Eigensctaften  des 
Kreises.  II,  Von  den  Aehnlichkeitspuncten  (oder  Projectionspuncten) 
zweier  und  mehrerer  -Kxeise.  HI.  Von  der  Potenz  bei  Kreisen ;  A.  Ort 
der  gleichen  Potenzen;  B.  gemeinschaftliclie  Potenz  in  Bezielmng  auf  die 
Aehnliclikeitspuncte. 

Drittes  KapiteL  Losung  aUer  geometrisclien  Aufgaben  mittelst  des 
Lineals,  wenn  irgend  ein  fester  Hiilfskreis  gegeben  ist;  enthaltend  die  obigen 
acht  Aufgaben  (§  1,  a  bis  li).  Scblussbenierkung. 

Ausserdem  werden  in  eineni  Anhange  noch  einige  wesentliche  Auf- 
gaben liber  Kegelsclinitte  aufgestellt,  welche  als  zweckmassige  Beispiele 
der  Anwendung  der  gegenwartigen  Methode  dienen  sollen. 


Erstes  KapiteL 

Einige  Eigenschaften  geradliniger  Figuren  und  darauf  gegrandete  Construetionen 


mittelst  des  Lineals  allein. 


I.    Harmoniscke  Strahlen  und  Puncte,  Transversalen. 

§3. 

I.    Es   sei  ABC  (Fig.  1)  ein  beliebiges  Dreieck;   aus   der  Spitze  B 
gelie  der  StraH  b  durch.  die  Mitte  b  und  der  Strahl  d  parallel  der  Grund- 

*)  Of.  S.  229  dieser  Ausgabe. 
4  **)  Of.  S.  17  dieser  Ausgabe. 

Steiner's  Werke.    I.  30 
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linie  AC.  Zieht  man  durch  die  Mitte  B  der  Grundlinie  irgend  eine  Gerade, 
oder  Trans versale  ab,  so  wird  diese  von  den  zwei  Seiten  a,  c  und  von 
den  Strahlen  6,  d  in  den  vier  Puncten  a,  B,  c,  b  so  geschnitten,  dass 

Ab :  J3b  =  aB :  ab    (weil  A  cUB  co  A  a.Bb), 
<7B:5b  =  cB:cb    (well  A cCBco  AcSb), 
folglich,  weil 

A*  ==  CB 
ist,  wird 

aB :  ab  —  cB :  cb, 
oder 

aB:Bc  —  ab:  cb, 

das  heisst;  die  Strecke  ab  wird  so  in  drei  Abschnitte  getheilt,  dass  sich 
der  erste  aB  zum  zweiten  Be,  wie  die  Ganze  ab  zum  dritten  cb  verhalt. 

Verinoge  dieser  Eigenschaft  werden  die  vier  Puncte  a,  B,  c,  b  ,,vier 
harmonisclie  Puncte"  genannt,  und  zwar  heissen  a  und  c,  sowie  Bund 
b  33zugeordnete  harmonische  Punctea.  Ebenso  werden  die  vier 
Strahlen  a,  b,  c,  d  ,,vier  harmonische  Strahlen"  nnd  sowohl  a  und 
Cj  als  b  und  d  ^zugeordnete  harmonische  Strahlen"  genannt. 

H  Werden  die  Strahlen  a,  b?  o7  d  als  fest  und  unbegrenzt  ange- 
nommen,  so  theilen  sie  nicht  allein-jede  Transversale,  welche  durch  den 
Punct  B  geht,  harmonisch,  sondern  es  wird  offenbar  jede  beliebige  Trans- 
versale von  ihnen  in  vier  harmonischen  Puncten  geschnitten;  denn  in  wel- 
chem  Puncte  eine  solche  Transversale  auch  dem  Strahle  b  begegnen  mag, 
so  kann  man  immer  durch  denselben  eine  Gerade  sich  denken,  die  der 
AC  parallel  ist,  und  sodann  den  vorstehenden  Beweis  anwenden.  Ist  ins- 
besondere  die  Transversale  mit  einem  der  vier  harmonischen  Strahlen 
a,  b,  c,  d  parallel,  wie  zum  Beispiel  AC  mit  d',  so  liegt  der  Punct  B,  in 
welchem  sie  den  dem  Parallelstrahl  d  zugeofdneten  harmonischen  Strahl 
b  schneidet,  in  der  Mitte  zwischen  den  zwei  Puncten  a  und  c,  in  welchen 
sie  von  den  zwei  ubrigen  Strahlen  a  und  c  geschnitten  wird;  und  umge- 
kshrt:  findet  das  Letztere  statt,  so  ist  die  Transversale  mit  jenem  Strahle 
parallel. 

Werden  andererseits  die  vier  harmonischen  Puncte  a,  B,  c,  b  als  fest 
angenommen,  so  folgt  ahnlicherweise,  dass  jede  vier  Strahlen  a,  b?  c,  d, 
welche  von  irgend  einem  beliebigen  Puncte  B  aus  durch  dieselben  gehen, 
vier  harmonische  Strahlen  sind. 

HI  Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass,  wenn  drei  Strahlen  (die  durch  einen 
Punct  gehen)  gegeben  sind,  wovon  zwei  als  zugeordnet  augenommen  wer- 
den, alsdann  nur  ein  einziger  bestimmter  Strahl  moglich  ist,  welcher  zu 
dem  dritten  Strahle  zugeordneter  harmonischer  Strahl  ist.  Denn  sind  z.  B. 
die  drei  Strahlen  a,  c,  d  gegeben,  und  sollen  etwa'a  und  c  zugeordnet 
sein,  so  denke  man  sich  irgend  eine  Gerade  AC  parallel  dem  dritten 
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Strahle  d,  so  muss  der  vierte  dem  d  zugeordnete  Strahl  b  durch  die  Mitte 
6  der  Geraden  AC  gehen,  und  ist  also  genau  bestimmt.  Oder  durcli  ir- 
gend  einen  Punct  des  dritten  Strahls,  wie  etwa  durcli  den  Punct  lb  des 
Strahls  b,  wenn  die  drei  Strahlen  a,  b,  c  als  gegeben  und  a  und  c  als 
zugeordnet  angenommen  werden,  denke  man  sich  eine  Gerade  AC  zwischen 
a  und  c  so  gezogen,  dass  sie  durch  jenen  Punkt  b  gehalftet  wird,  so  wird 
alsdann  derjenige  Strahl  d,  welcher  der  .Geraden  AC  parallel  ist,  der 
einzig  mogliche,  dem  b  zugeordnete,  vierte  harmonische  Strahl  sein.  Aehn- 
liches  gilt  von  vief  harmonischen  Puncten  a,  b,  c,  b. 

IV.  Wenn  insbesondere  das  Dreieck  ABC  gleichschenklig  ist,  nam- 
lich  BA  =  BCy  so  wird  der  Strahl  b,  da  er  durch  die  Mitte  5  der  Grund- 
linie  AC  geht,  auf  dieser,  so  wie  auf  dem  Strahle  d,  senkrecht  stehen 
und  mit  den  Strahlen  a  und  c  gleiche  Winkel  einschliessen,  so  dass 
Winkel  (ab)  =  (fe);  und  daher  muss  auch  d  mit  a  und  c  gleiche  Winkel 
(ad)  =  (dc)  bilden.  I)as  heisst: 

3, Wenn  von  vier  harmonischen  Strahlen  a,  b,  c,  d  einer,  etwa 
5,  mit  zwei  zugeordneten  a  und  c  gleiche  Winkel  bildet,  so 
findet  dasselbe  auch  bei  seinem  zugeordneten  Strahle  d  statt, 
und  beide  Strahlen  b  und  d  stehen  auf  einander  rechtwinklig; 
und  umgekehrt:  wenn  bei  vier  harmonischen  Strahlen  zwei  zu- 
geordnete b  und  d  auf  einander  rechtwinklig  sind,  so  halften  sie 
die  von  den  zwei  ubrigen  Strahlen  a,  c  eingeschlossenen  Winkel. cc 

§4. 

Irgend  vier  Gerade  a,  c,  aiy  cl  (Fig.  2)  in  einer  Ebene,  die  einander 
im  Allgemeinen  paarweise  in  sechs  Puncten  A,  C,  F,  G,  H,  I  schneiden, 
heissen  ,,vollstandiges  Vierselt".  Bin  solches  Vierseit  hat,  wie  man 
sieht,  drei  Diagonalen  AC,  GrF,  HI,  die  sich  in  den  drei  Puncten  B,  D,  E 
schneiden.  Es  lasst  sich  leicht  zeigen,  dass  diese  drei  Diagonalen  ein- 
ander harmonisch  schneiden,  namlich  wie  folgt: 

Denkt  man  sich  zu  den  drei  Strahlen  a,  c,  d  den  vierten,  dem  d  zu- 
geordneten, harmonischen  Strahl  6;  und  ebenso  zu  den  drei  Strahlen  a^ 
ciy  dl  den  vierten,  dem  dl  zugeordneten,  harmonischen  Strahl  blf  so  muss 
jeder  der  zwei  Strahlen  i,  b^  die  Diagonale  ACD  in  demjenigen  Puncte 
B  schneiden,  welcher  zu  den  gegebenen  drei  Pimcten  Ay  C,  D  der  vierte, 
dem  D  zugeordnete,  harmonische  Punct  ist  (§  3);  ebenso  mussen  beide 
Strahlen  b,  \  die  Diagonale  HIE  in  demjenigen  Puncte  B  schneiden, 
welcher  zu  den  drei  Puncten  H,  I,  E  der  vierte,  dem  E  zugeordnete, 
harmonische  Punct  ist;  da  aber  b  und  \  nur  einen  einzigen  Punct  B  ge~ 
mein  haben  konnen,  so  muss  folglich  derselbe  zugleich  der  Durchschnitts- 
punct  der  Diagonalen  AC,  HI  sein,  woraus  denn  hervorgeht,  dass  diese 
Diagonalen  harmonisch  geschnitten  werden.  Aehnlicherweise  kann  gezeigt 

30* 
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werden,  dass  die  dritte  Diagonale  &F  von  den  zwei  anderen  in  den  Puncten 
Dj  E  harmonisch  getheilt  wild.    Also: 

,,Bei  jedem  vollstandigen  Vierseit  wird  jede  der  dreiDiago- 
nalen  von  den  zwei  ubrigen  harmonisch  geschnitten,  d,  h.  die 
Puncte7  in  welchen  eine  der  drei  Diagonalen  von  den  zwei  libri- 
gen geschnitten  wird,  sind  zu  den  Eckpuncten,  welche  sie  ver- 
bindet,  zugeordnete  harraonische  Puncte,  zum  Beispiel  A,  B, 
Cy  D  sind  harmonisch  und  B,  D  sind  zugeordnete  harmonische 
Puncte." 

§5. 

Von  den  zahlreichen  Folgerungen  und  Anwendungen,  die  sich  aus 
dem  letzten  Satze  (§  4)  ziehen  lassen,  sollen  hier  nur  einige  und  zwar 
zunachst  folgende  herausgehoben  werden: 

I.  wZu  irgend  drei  gegebenen  Puncten  in  einer  Geraden 
einen  vierten  harmonischen  Punct  mittelst  des  Lineals  allein 
zu  finden." 

a)  Sind  etwa  die  drei  Puncte  G,  D,  F  (Fig.  2)  gegeben,  und  es  soil 
der  dem  D  zugeordnete  vierte  harmonische  Punct  E  gefunderi  werden, 
so  ziehe  man  nach  einem ,  beliebigen  Punct  A  die  Geraden  A&,  AD,  AF, 
nehme  in  AD  einen  beliebigen  Punct  C,  ziehe  die  Geraden  GrCI, 
FCHy  wodurch  man  die  zwei  Durchschnitte  /  und  S  erhalt,  und  ziehe 
endlich  die  Gerade  HI,  so  wird  diese  den  verlangten  Punct  E  angeben. 
Oder: 

6)  Sind  <r,  F,  E  gegeben,  und  es  soil  der  dem  E  zugeordnete  vierte 
harmonische  Punct  D  gefunden  werden,  so  ziehe  man  nach  einem  will- 
kurlichen  Punct  A  die  Geraden  FA,  G-A,  schneide  sie  durch  eine  be- 
liebige,  durch  E  gehende  Gerade  EIE  in  den  Puncten  I,  H,  ziehe  sofort 
die  Geraden  <?/,  ffSt  die  sich  in  C  kreuzen,  und  ziehe  endlich  die  Ge- 
rade AC,  so  wird  diese  durch  den  gesuchten  Punct  D  gehen. 

H  ^Zu  irgend  drei  gegebenen  Strahlen,  die  durch  einen 
•Punct  gehen,  einen  vierten  harmonischen  Strahl  mittelst  des 
Lineals  zu  finden." 

Sind  etwa  die  drei  Strahlen  a,  c,  d  (Fig,  2)  gegeben ?  und  soil"  der 
dem  d  zugeordnete  vierte  harmonische  Strahl  I  gefunden  werden,  so  ziehe 
man  durch  einen  beliebigen  Punct  G  des  Strahls  d  irgend  zwei  Gerade 
GA,  Q-Iy  welche  die  Strahlen  a,  c  in  A,  I,  C,  H  schneiden,  ziehe  sodann 
die  Geraden  AC,  HI,  die  sich  in  B  kreuzen,  so  wird  FB  der  gesuchte 
Strahl  sein. 

Auf  dieselbe  Weise  wird,  wenn  die  Strahlen  a,  b,  c  gegeben  sind, 
der  dem  b  zugeordnete  vierte  harmonische  Strahl  d  gefonden. 

HI.  »Wenn  ein  rechter  Winkel  und  ein  anderer  beliebiger 
Winkel  einerlei  Scheitelpunct  und  einen  gemeinschaftlichen 
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Schenkel  haben,   so  soil  dor  letzte  Winkel  mittelst  des  Lineals 
verdoppelt  werden." 

Angenommen,  es  sei  (bd)  (Tig.  1)  der  rechte  und  (be)  der  andere 
Winkel,  so  suche  man  zu  den  drei  StraMen  b,  c,  d  einen  vierten,  dem  c 
zugeordneten,  harmonischen  Stralil  a  (II),  so  wird  alsdann  zufolge  (§  3, 
IV)  Winkel  (aft)  =  (be)  und  mithin  Winkel  (ac)  der  verlangte  doppelte 
Winkel  sein. 

IV.  ,,Wenn  von  drei  Strahlen,  die  durch  einen  Punct  gehen, 
der  eine  mit   den  zwei  anderen  gleiche  Winkel  bildet,    so  soil 
mittelst  des  Lineals  ein  vierter  Strahl  gefunden  werden,  wel- 
cher    ebenfalls    mit    den    zwei    letzteren   gleiche    Winkel    ein- 
schliesst  und  inithin  zu  jenem  ersten  rechtwinklig  1st" 

Die  Losung  dieser  Aufgabe  grundet  sich  ebenfalls  auf  (II)  und  (§  3, 
IV),  wie  die  vorige. 

V.  ,,Werden  irgend  zwei  Gerade  a,  c  (Fig.  2)  von  beliebigen 
Geraden  aiy  613  cv  ...,   die  durch  irgend   einen  Punct  Gr  gelien, 
geschnitten,  und  man  verbindet  die  Durclisclmittspuncte  von  je 
zwei  der  letzteren  kreuzweise  durch  ein  Paar  Gerade,   wie  etwa 
AC  und  HI,  AL  und  HM,    so  liegen  alle  Puncte,   wie  B,  K,   in 
welchen  sich  diese  Geradenpaare  kreuzen,  in  einer  bestimmten 
Geraden  b,   welche   durcli  den  Durctsclinittspunct  F  der  zwei 
erstgenannten  Geraden  a,  c  geht  und  welche  zu  diesen  und  zu 
der  Geraden  FG  oder  d  die  vierte,   der  letzteren  zugeordnete, 
harmonische  Gerad.e  ist.M 

Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  folgt,  wie  man  leictt  sehen  wird,  aus 
(TI)  oder  (§  4). 

VI.  ^Durcli   einen   gegebenen   Punct   mittelst   des   Lineals 
eine  Gerade   zu  ziehen,   welche  mit  zwei   gegebenen  Geraden 
nach  einem  und  demselben  Puncte  gerichtet  1st,  wenn  namlich 
dieser  Punct  vorliandener  Hindernlsse  wegen  .unzuganglich  ist.a 

Es  sei  etwa  B  (Fig.  2)  der  gegebene  Punct  und  AM,  HL  die  gege- 
benen Geraden,  welahe  aber  nicht  bis  zu  dem  Puncte  F,  nach  welchem 
sie  gerichtet  sind,  sollen  verlangert  werden  konnen.  Man  ziehe  die  Ge- 
raden AB,  HB,  welche  die  gegebenen  Geraden  in  C,  I  sckneiden,  und 
ziehe  ferner  die  Geraden  AH,  1C,  die  sich.  in  Gr  kreuzen;  durch  diesen 
Punct  Gr  lege  man  eine  beliebige  Gerade  GrM  (die  nicht  durch  B  zu  gehen 
braucht),  welche  die  gegebenen  in  M,  L  schneidet,  und  ziehe  sofort  AL, 
HM?  die  sich  in  K  kreuzen ,  so  wird  die  Gerade  KB  der  Aufgabe  ge- 
nugen.  Das  Verfahren  bleibt  sich  gleich,  der  Punct  -B  mag  zu  den  ge- 
gebenen Geraden  AM,  HL  eine  Lage  haben,  welche  man  will,  wie  z.  B. 
die  Lage  von  (?;  ebenso  konnen  diese  Geraden  gegen  einander  eine  Lage 
haben,  welche  man  will,  z.  B.  parallel  sein. 
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Die  Richtigkeit  dieser  Auflosung  beruht,  wie  man  bemerken  wird,  auf 
dem  vorhergehenden  Satze  (V).  (Tergl.  Abhang.  geom.  Gestalten. 
TU.  I.  S.  770*) 

II.    Constructionen  mittelst  des  Lineals  unter  gewissen 
Yoraussetzungen. 

A.    Wean  Parallels,  oder  rational  getheilte  Strecken  gegeben  sind. 

§  6. 

la  Ansehung  der  obigen  Aufgabe  (§  5,  I)  findet  ein  wichtiger  beson- 
.  clerer  Fall  statt,  der  naher  betrachtet  werden  muss. 

Tritt  namlich  der  besondere  Fall  ein,  dass  bei  den  drei  gegebenen 
Puncten  G,  D,  F  der  Punct  D  gerade  in  der  Mitte  zwischen  den  Puncten 
Gr  und  F  liegt,  so  wird  der  vierte,  ihm  zugeordnete,  harmonische  Punct 
E  sich  in's  TJnendliche  entfernen,  d.  h.  so  muss  die  Gerade  -H7,  durch 
welche  er  gefunden  wird,  mit  der  gegebenen  G-eraden  GrDF  parallel  sein. 
Und  nmgekehrt:  Schneidet  man  zwei  Seiten  AG-,  AF  eines  beliebigen 
Dreiecks  GAF  durch  irgend  eine,  der  Grundlinie  GF  parallele  Gerade  HI 
(Fig.  3),  verbindet  die  Durchsclmittspuncte  H,  I  mit  den  gegenuber  liegen- 
den  Ecken  an  der  Grundlinie  durch  Gerada  FH,  GI>  welche  sich  im 
Puncte  G  kreuzen,  und  zieht  durch  diesen  und  durch  die  Spitze  A  des 
Dreiecks  die  Gerade  ACD.,  so  geht  diese  allemal  durch  die  Mitte  D  der 
Grundlinie. 

ffierauf  grunden  sich  die  Auflosungen  folgender  Aufgaben: 

I,  3,Wenn  in  einer  Geraden  drei  Puncte  (?,  D3  F  (Fig.  3)  ge- 
geben sind,  woven  der  eine,  D,  in  der  Mitte  zwischen  den  zwei 
ubrigen  liegt,  so  soil  (mittelst  des  Lineals  allein)  durch  irgend 
einen  beliebigen  Punct  H  mii  jener  Geraden  eine  Parallele  ge- 
zogen  werden. a 

Man  ziehe  die  Geraden  GrHy  FH,  nehme  in  GH  einen  twillkurlichen 
Punct  A  und  ziehe  AD,  AF]  durch  den  Durchschnitt  C  der  Geraden  FH 
und  AD  ziehe  man  aus  <?  die  Gerade  GCI,  welche  AF  in  /  schneidet, 
so  ist  endlich  HI  die  geforderte  Parallele. 

II.  5,Wenn  irgend  zwei  parallele  Gerade  GF,  HI  (Fig.  3)  ge- 
geben sind,   so  soil  irgend  eine  gegebene  Strecke  in  der  einen 
oder  anderen,  etwa  die  Strecke  GF,,  gehalftet  werden." 

Man  ziehe  aus  einem  willkiirlichen  Puncte  A  nach  den  Endpuncten 
&,  F  der  gegebenen  Strecke  Gerade  AG-,  AF,,  welche  die  andere  Parallele 
in  H,  I  schneiden  (im  Falle  der  Punct  A  zwischen,  den  Parallelen  lage? 
wie  Cy  oder  jenseits  GF7  miisste  man  die  Geraden  AG?  AF  verlangern, 

«)  Cf.  S.  291  dieser  Ausgabe. 


§6.  Wenn  Parallele  oder  rational  getheilte  Strecken  gegeben  sind.  471 

bis  sie  HI  schnitten);  diese  DurclischBittspuncte  verbindo  man  mit  jencn 
Endpuncten  durch  Gerade  HF,  I&,  die  sich  in  irgend  einem  Puncte  C 
schneiden;  durch  diesen  und  durch  jenen  angenommenen  Punct  A  lege 
man  endlich  die  Gerade  ACD,  so  wird  diese  durch  die  Mitte  D  der  ge- 
gebeneri  Strecke  GF  gehen. 

HI.  wWenn  irgend  zwei  parallele  Gerade  gegeben  sind,  so 
soil  durch  irgend  einen  gegebenen  Punct  eine  dritte  Parallele 
gezogen  werden." 

Man  halite  nach  (II)  irgend  eine  beliebige  Strecke  in  einer  der  zwei 
gegebenen  Geraden,  so  ist  alsdann  die  Aufgabe  auf  (I)  zuruckgefiihrt 

IV.  5, Wenn  zwei  parallele  Gerade  und  in  der  einen  irgend 
eine  begrenzte  Strecke  gegeben  sind,  so  soil  man: 

a)  in  der  nainlichen  Geraden  eine  andere  Strecke,  welche 
ein  beliebiges  Yielfaches,  etwa  das  ^faclie  von  jener 
Strecke  ist,  von  irgend  einem  gegebenen  Puncte  an,  ab- 
stecken;  oder 

K)  die  gegebene  Strecke  in  irgend  eine  gegebene  Anzahl 
gleicher  Theile  theilen,  oder  in  zwei  Theile  tlieilen,  die 
sich  *zu  einander  verhalten,  wie  zwei  gegebene  ZaMen; 
oder  endlich 

c)  eine  andere  Strecke  finden  (in  der  namlichen  Geraden), 
die  zu  der  gegebenen  ein  gegebenes  rationales  Verhalt- 
niss  hat." 

Es  seien  BFy  bf  (Fig.  4)  die  gegebenen  ParaMen  und  etwa  EC  die 
gegebene  Strecke.  Man  ziehe  durch  einen  beliebigen  Punct  A  eine  dritte 
Parallele  AG  (III),  und  nach  den  Endpuncten  der  Strecke  die  Geraden 
AB,  AG,  welche  die  zweite  Parallele  in  ft,  c  schneiden;  sofort  ziehe  man 
die  Gerade  Gb,  die  der  dritten  Parallelen  in  G  begegnet  und  ziehe  Gel), 
so  wild,  wie  leicht  zu  sehen,  DC^BC  jand  folglich  BD  doppelt  so 
gross,  als  die  gegebene  Strecke  BC  sein.  Zieht  man  nun  weiter  die  Ge- 
rade AD  und  sodann  GdE,  dann  ferner  AE  und  darauf  GeF  u.  s.  w.,  so 
werden  offenbar  die  Strecken  BC,  CD,  DE,  EF,...  gleich  gross  sein,  so 
dass  man  auf  diese  Weise  jedes  beliebige  Vielfache  der  Strecke  BC  er- 
halt,  wie  zum  Beispiel  BF  ihr  Tierfaches  isl 

(a)  Soil  nun  ein  solches  Vielfaches  von  irgend  einem  gegebenen 
Puncte  X  an  abgeschnitten  werden,  so  ziehe  man  die  Gerade  *X6  (oder 
Xf),  verlangere  sie?  wenn  es  nothig  ist,  bis  sie  die  AG  in  7  schneidet, 
und  ziehe  -7fZ,  so  wild  XZ  die  verlangte  ^fache  (hier  vierfache) 

Strecke  sein. 

(5)  Soil  die  gegebene  Strecke  BC  in  n  gleiche  Theile  getheilt  wer- 
den, so  ziehe  man,  wenn  If  das  wfache  von  be  ist,  die  Geraden  Cb,  Bf] 
die  'sich  in  /  kreuzen,  und  ziehe  sofort  ofy  dK,  eh,  . . .  9  so  werden  die 
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Strecken  Of,  78,  8s,  ...  einander  gleich,  und  zwar  jede  der  niQ  Theil  von 
der  gegebenen  Strecke  BC  sein. 

Soil  die  gegebene  Strecke  BC  in  zwei  Abschnitte  getheilt  werden, 
die  sich  verhalten  wie  zwei  gegebene  Zahlen  p,  q,  so  muss  bf  das  (y-f-g)- 
fache  von  be  sein,  und  alsdann  zahlt  man  von  b  an  p  Strecken  be,  cd,  ... 
ab,  zieht  vom  Endpuncte  der  letzten,  z.  B.  von  <#,  die  Gerade  rf/o,  so 
werden  sich  die  Abschnitte  C\  Bo  verhalten  wie  p :  q. 

(<?)  Soil  endlich  eine  Strecke  gefunden  werden,  die  sich  zu  der  ge- 
gebenen verhalt  wie  q:py  so  ziehe  man,  wenn  etwa  fd?  db  sich  ebenfalls 
wie  q :  p  verhalten,  die  Geraden  Bb,  Cd,  und  aus  dem  Punct,  in  welchem 
cliese  sich  kreuzen,  ziehe  man  eine  Gerade  durch  f,  so  wird  diese  der 
Geraden  BC  in  irgend  einem  Puncte,  der  W  heissen  mag,  begegnen,  und 
es  ist  sodann  CW  die  verlangte  Strecke,  d,  h.  es  wird  sich  BC:CW=p:q 
verhalten. 

Anmerkung.  Soil  von  der  gegebenen  Strecke  BC  bloss  ein  be- 
stimmter  einfacher  Theil  abgeschnitten  werden,  d.  h.  ein  Stuck  abge- 
schnitten  werden,  Belches  sich  zur  ganzen  verhalt,  wie  l:n,  wo  n  eine 
ganze  Zahl  ist,  so  kann  man  auch  wie  folgt  verfahren: 

Aus  einem  willkiirlichen  Puncte  A  (Fig.  5)  ziehe  man  nach  den  End- 
puncten  der  Strecke  die  Geraden  AB,  ACy  welche  mit  der  anderen  Pa- 
rallelen  die  Durchschnitte  b,  c  bidden;  sodann  ziehe  man  die  Geraden  Be, 
Cb,  die  sich  in  d  schneiden,  und  ziehe  weiter  AdD,  so  ist  CD  die  Halfte 
der  gegebenen  Strecke  BC. 

Wird  nun  ferner  .die  Gerade  cD,  die  der  Geraden  Cb  in  e  begegnet, 
und  sofort  AeE  gezogen,  so  ist  CE—^BC.  Denn  vermoge  des  voll- 
standigen  Vierseits  Aced  (dessen  drei  Diagonalen  Ae,  cd,  CD  sind)  sind 
die  vier  Puncte  B,  D,  E,  C  harmonisch  (§  4),  so  dass  man  hat 

CEiED  =  CB:DB, 
woraus  folgt,  da 


Auf  ahnliche  Weise  folgt,  dass,  wenn  man  weiter  die  Gerade  cE  zieht? 
die  Cb  in/  schneidet,  und  sodann  AfF,  dass  dann  CF—^CB  sei;  und 
dass  durch  dasselbe  Verfahren  man  zu  GG-  —  ^CB  gelangt,  u.  s.  w.  f. 

Dieses  sinnreiche  Terfahren  scheint  von  einem  franzosischen  Artillerie- 
Capitain,  Brianchon,  zuerst  angewendet  wprden  zu  sein  (Application  de 
la  Theory  des  Transversales,  Paris  1818,  p.  37).  Derselbe  behandelt 
auch  mehrere  der  vorhergehenden  Aufgaben  und  zeigt  besonders,  welche 
vortheilhafte  Anwendungen  auf  dem  Pelde,  im  Kriege  u.  s.  w.  sich  von 
solchen  Aufgaben  machen  lassen,  weshalb  ich  Militairs  und  Feldmesser 
auf  seine  Arbeit  verweise. 
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§  7. 

,,Wenn  in  einer  Geraden  zwei  neben  einander  liegencle 
Strecken  .RD,  DC  (Fig.  6)  gegeben  sind,  die  irgencl  ein  gegebenes 
rationales  Verhaltniss  zu  einander  haben,  so  soil  man  (mittelst 
des  Lineals  allein)  durch  irgend  einen  beliebigen  Punct  mit  der 
gegebenen  Geraden  eine  Parallele  ziehen.  " 

Da  diese  Aufgabe  wohl  melir  theoretisches  Interesse  afe  praktischen 
Nutzen  liaben  mag,  so  will  ich  Mer  die  Moglichkeit  ihrer  Losung  nur 
kurz  andeuten  und  das  Auffmden  der  leichtesten  und  bequemsten  Auf- 
losung  Anderen  iiberlassen. 

Die  Aufgabe  ist  als  gelost  zu  betracliten,  sobald  man  in  der  gege- 
benen Geraden  irgend  clrei  Puncte  gefunden  hat,  wo  von  der  eine  gleich 
weit  von,  den  zwei  iibrigen  entfernt  ist  (§  65  I). 

Das  gegebene  rationale  Verlialtniss  der  gegebenen  Strecken  BD,  DC 
lasst  sicli  immer,  in  welder  Form  es  auch  gegeben  sein  mag,  durch  zwei 
ganze  Zahlen  a,  b  ausdrticken,  welche  unter  sich  Primzahlen  sind.  An- 
genommen  es  sei  a  >  5.  Man  construire  zu  den  drei  gegebenen  Puncten 
B9  D;  C  den  vierten,  dem  D  zugeordneten,  harmonischen  Punct  E  (§  55 
I),  so  hat  man 

BD  :  CD  =  BE  :  CE9 

oder,   wenn  man  statt  der  Linien  die  ihnen  entsprechenden  Zahlen  setzt 
und  CE  durch  die  Zahl  x  ausdruckt, 

^:5  = 
und  folglich 


—  -  r- 
a  —  b 

Wird  SC  —  a  4-  6  =  y  gesetzt,  so  hat  man 


:     —  —  -  r— 
y  a  —  o 

oder 

(1)  x:y  =  bi(a  —  5), 

das  heisst:  wAus  den  gegebenen  Strecken  BD,  CD,  die  sich  ver- 
halten  wie  die  Zahlen  a,  b,  lassen  sich  zwei  neue  Strecken  BC, 
CE  oder  y,  a  finden,  die  sich  verhalten,  wie  die  Differenz  der 
gegebenen  Zahlen  a  —  b  zu  der  kleineren  Zahl  b."  Daher  wird 
man  durch  wiederholte  Anwendung  dieses  Verfahrens  endlich  zu  zwei 
Strecken  gelangen,  die  einander  gleich  sind  ,  d.  k  man  wird  drei  Puncte 
haben,  wovon  der  eine  in  der  Mitte  zwischen  den  zwei  iibrigen  liegt,  und 
wodurch  sodann  die  vorgelegte  Aufgabe  auf  idie  obige  (§  6,  I)  zuruckge- 
bracht  ist.  Denn  ist  z.  B.  die  Differenz  a  —  b  grosser  als  b,  so  wird  man 
durch  eine  neue  Construction  zwei  Strecken  erhalten,  die  sich  verhalten 
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wie  b  ;  (a  —  25);  und  so  kann  man  fortfahren,  bis  man  zu  zwei  Strecken 
gelangt,  die  sich  verhalten  wie  I  :  (a  —  riK),  wo  der  Rest  a  —  nb  kleiner 
als  b  und  etwa  =  c  ist.  Sodann  findet  man  welter  zwei  Strecken,  die 
sicli  verhalten  wie  c  :  b  —  c,  u.  s.  w.  f.,  was  nothwendigerweise  zuletzt,  da 
a,  b,  c,  ...  ganze  Zahlen  sind,  die  der  Reihe  nach  immer  kleiner  werden, 
zu  zwei  Strecken  fiiliren  muss,  die  sich  verhalten  wie  1  :  1. 

Wird  £)E  odor  &•+•#  =  2  gesetzt,    so  hat  man,   wenn  statt  as  der 
obige  Werth  gesetzt  wird, 


a  : 


a  —  b      ' 
oder 

(2)  '  a:0  =  a  —  b  :  2b, 

das  heisst:  durch  die  namliche  Construction  gelangt  man  zu  zwei  Strecken 
BD,  DE,  welche  sich  vechalten,  wie  die  Differenz  der  gegebenen  Zahlen 
a— -£  211  der  doppelten  kleineren  Zahl  26,  wodurch  man  in  gewissen 
Fallen  sich  etwas  schneller  dem  verlangten  Verhaltniss  1 : 1  nahern  kann. 
Ist  zuin  Beispiel 

(a)  a  =  2    und    £  — 1, 

so  ist  ^7=3  und  mithin  C  in  der  Mitte  zwischen  B  und  E\  und  wenn 

(P)  a  =  3    und    i  =  l, 

so  ist  x  =  2  und  mithin  D  in  der  Mitte  zwischen  B  und  J£.    Jeder  dieser 
zwei  Falle  erfordert  also  nur  eine  eiazige  Hulfsconstruction. 

B.    Wenn  zwei  Paar  Parallele,   oder   zwei   rational   getheilte  Strecken, 
oder  Parallele  und  rational  getheilte  Strecken   zugleich   gegeben  sind. 

§8. 

I.  ^Wenn  in  einer  Ebene  irgend  zwei  Paar  parallele  Ge- 
racle,  also  irgend  ein  Parallelogramm  gegeben  ist,  so  soil  man 
(mittelst  des  Lineals  allein) 

a)  nach  alien  Bichtungen  parallele  Gerade  ziehen,  d.  h.  mit 
irgend  einer  gegebenen  Geraden  durch  irgend  einen  ge- 
gebenen Punct  eine  Parallele  ziehen,  und 

b)  jede  beliebige  gegebene  Strecke  nach  irgend  einem  ge- 
gebenen Verhaltniss  vervielfachen  oder,  theilen." 

Es  seien  AB  und  DC,  AD  und  BC  (Fig.  7)  die  gegebenen  Parallelen 
und  mithin  ABCD  das  gegebene  Parallelogtamm,  dessen  Diagonalen  A  C, 
BD  sich  in  E  schneiden.  Durch  den  Punct  E  lege  man  mit  einem  der 
zwei  Paar  Parallelen,  etwa  mit  AD,  BC,  eine  dritte  Parallele  JEF3  so 
befindet  sich  diese  offenbar  in  der  Mitte  zwischen  jenen  zweien,  d.  h.  sie 
ist  von  t^eiden  gleich  weit  entfernt,  so  dass  also  diese  drei  Parallelen  jede 
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andere  Gerade  (die  nicht  mit  ihnen  parallel  ist)  in  drei  solchen  Puncten 
schneiden,  wovon  der  eine  in  der  Mitte  zwischen  den  zwei  ubrigen  liegt, 

Ist  nun  eine  Gerade,  etwa  GrK,  gegeben,  so  wird  dieselbe  yon  den 
drei  Parallelen  in  den  drei  Puncten  G-,  F,  H  geschnitten,  wovon  der  eine, 
Fy  in  der  Mitte  zwischen  den  zwei  iibrigen,  G  und  H,  liegt,  und  wodurch 
also  derForderung  (a):  ,,dtirch  jeden  willkurlichen  Punct  mit  der  Geraden 
& K  eine  Parallele  zu  ziehen",  zufolge  §  6, 1,  geniigt  werden  kann. 

Oder,  anstatt  die  dritte  Parallele  EF  zu  ziehen,  kann  man  auch,  wie 
folgt,  verfahren:  Durch  die  Puncte  J,  K,  in  welchen  die  gegebene  Gerade  &  K 
die  Parallelen  AB,  DC  schneidet,  ziehe  man  die  Geraden  IE,  KE, 
welche  diesen  Parallelen  in  L,  M  begegnen,  so  wird  die  Gerade  LM 
offenbar  der  IK  parallel  sein,  und  sodann  kann  durch  jeden  beliebigen 
Punct,  zufolge  §  6,  III,  mit  IK  eine  Parallele  gezogen  werden. 

Lie  zweite  Forderung  (5)  wird  durch  Hiilfe  der  ersten  und  nach  An- 
leitung  von  §  6,  II  erledigt. 

n.     3,Wenn  in  einer  Ebene  entweder: 

a)  drei  Parallele,  welche  irgend  eine  vierte  Gerade  in  ge- 
gebenem  rationalen  Verhaltniss  schneiden;  oder 

ft)  in  zwei  Parallelen  irgend  zwei  Strecken,  welche  ein  ge- 
gebenes  rationales  Verhaltniss  zu  einander  haben;  oder 

c)  irgend  zwei  Parallele  und  irgend  eine  in  gegebenem  ra- 
tionalen Verhaltniss  getheilte  Strecke;  oder  endlich 

d)  zwei  beliebige,  nicht  parallele  Strecken,   wovon  jede  in 
irgend    einem    gegebenen    rationalen    Verhaltniss    ge- 
theilt  ist, 

gegeben  sind,  so  soil  man: 

a)  nach  jeder  beliebigen  Richtung  Parallele  ziehen,  und 

p)  jede  beliebige  gegebene  Strecke  nach  jedem  beliebigen 
rationalen  Verhaltniss  theilen  oder  vervielfachen." 

Fall  a.  Schneiden  etwa  die  drei  Parallelen  AB,  CD,  EF  (Pig,  8) 
eine  vierte  Gerade  AE  so,  dass  sich  ihre  Abschnitte  AC,  CE  verhalten 
wie  p :  q,  wo  p,  q  relative  Primzahlen  sind,  so  vervielfache  man  in  der 
einen  Parallelen,  etwa  in  AJ3,  eine  willkurliche  Strecke,  und  nehme  AG 
gleich  dem  ^>fachen  und  GrB  gleich  dem  g'fachen  dieser  Strecke  (§  6,  IV,  a), 
ziehe  sofort  die  Geraden  G-C,  BE,  so  werden  diese  parallel  sein  (weil 
ACi  CE—AG :  GB~p :  q),  und  dadurch  ist  also  die  vorgelegte  Auf- 
gabe  auf  die  vorige  (I)  zuruckgefuhrt. 

Um  ein  anderes  Paar  Parallele  zu  erhalten,  konnte  man  auch,  zufolge 
§  7,  mit  der  in  rationalem  Verhaltniss  getheilten  Geraden  AE  irgend  eine 
Parallele  ziehen,  was  aber  weitlauftiger  seiii  wiirde,  als  das  erste  Verfahren. 

pall  b.  Es  seien  AB,  CD  (Fig.  8)  die  gegebenen  Parallelen  und 
etwa  AB,  %CH  die  gegebenen  Strecken,  welche  sich  verhalten  wie  zwei 
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gegebene  Zahlen  p?  q.  Man  ziehe  durcli  die  Endpuncte  der  Strecken  die 
Geraden  AC,  BE,  die  sich  in  irgend  einem  Puncte  E  schneiden  (man 
konnte  ebenso  die  Geraden  AH,  BC  ziehen),  so  wird  man,  vermoge  der 
ahnlichen  Dreiecke  AEB,  CEH,  z.  B.  haben 

AE:CE=  AB :  CH=p  :  q; 

mithin  ist  auch  das  Verhaltniss  der  Strecken  AC:  CE  gegeben,  namlich 
=  (jp — q"):q,  so  dass  also  dadurch  der  gegenwartige  Fall  auf  den  vorigen 
(a)  gebracht  ist.  (Es  ist  dabei  nicht  nothig,  die  dritte  Parallele  EF  zu 
zielien,  was  leicht  zu  selien  ist.) 

Fall  c.  Sind  etwa  Ay  B  (Fig.  9)  die  gegebenen  Parallelen  und  CE 
die  gegebene  Strecke,  welche  in  D  so  getheilt  ist,  dass  die  Abschnitte 
CDy  DE  sich  verhalten  wie  zwei  gegebene  ZaHen  p,  q.  Man  ziehe  durch 
die  Puncte  C,  D,  E  drei  Gerade,  welche  den  Geraden  A,  B  parallel  sind 
(§  6,  HI),  so  hat  man  alsdann  den  ersten  Fall  (a). 

Oder,  man  ziehe  durcli  irgend  einen  beliebigen  Punct  eine  Parallele 
mit  CE  (§  7),  so  hat  man  die  Aufgabe  auf  die  obige  (I)  gebracht. 

Fall  d.  Sind  etwa  AC3  DF  (Fig.  10)  die  gegebenen  Strecken, 
welche  durch  die  Puncte  B,  E  in  gegebenem  Verhaltniss  getheilt  sind,  so 
dass  AB:BC==p:q  und  DE:EF=r:$,  wo  p,  q,  r,  s  gegebene  Zahlen 
sind,  so  ziehe  man  durch  irgend  einen  Punct  eine  Parallele  mit  AC  und 
durch  (denselben  oder)  irgend  einen  anderen  Punct  eine  Parallele  mit  DF 
(§  7),  so  hat  man  die  Aufgabe  auf  die  obige  (I)  zuruckgeffihrt.  Oder  man 
ziehe  durch  zwei  Puncte  der  einen  Geraden,  etwa  durch  F9  E,  mit  der 
anderen  Geraden  AC  Parallele  (§  7),  so  hat  man  die  Aufgabe  auf  den 
Fall  (&)  gebracht,  und  die  Construction  wird  in  den  meisten  Fallen  im 
Ganzen  etwas  kurzer  sein  als  die  Torige. 

C.    Wena  ein  Quadrat  gegeben  ist. 

§9- 

Ausser  den  Aufgaben,  welche  vorhin  durch  Hiilfe  eines  beliebigen 
Parallelogramms  sich  losen  liessen  (§  8, 1),  konnen  in  dem  besonderen 
Falle,  wo  das  Parallelogramm  ein  Quadrat  ist,  unter  anderen  noch  folgende 
Aufgaben  gelost  werden. 

,,Wenn  in  einer  Ebene  irgend  ein  Quadrat  gegeben  ist,  so 
soil  man: 

a)  auf  irgend  eine  gegebene  Gerade,  aus  irgend  einem  ge- 
gebenen Punct  einen  Perpendikel  fallen; 

f>)  irgend  einen  gegebenen  rechten  Winkel  halften; 

<?)  irgend  einen  gegebenen  Winkel  beliebig  oft  verviel- 
fachen." 
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Es  sei  ABCD  (Fig.  11)  das  gegebene  Quadrat,  und  E  der  Durch- 
schnittspunct  seiner  Diagonalen  AC,  BD,  also  sein  Mittelpunct 

Zieht  man  durch  den  Mittelpunct  eine  beliebige  Gerade  GF,  so  ist 
es  leicht,  diejenige  Gerade  IK  zu  finden,  welche  im  Mttelpunct  E  auf 
ihr  senkrecht  steht.  Namlich  man  zieht  aus  F  die  Gerade  FH  parallel 
der  Seite  BC  oder  AD  (§  6,  III),  und  sodann  aus  dein  Punct  H,  in  wel- 
chem  sie  die  Seite  AS  trifft,  die  Gerade  HI  parallel  der  Diagonale  AEG 
(§  6, 1),  so  wird  die  Gerade  IEK  zu  FEGr  senkrecht  sein.  Denn  zufolge 
dieser  Construction  ist,  wie  leicht  zu  sehen,  FC=HB  =  BI3  und  ferner 
ist  BE=  CE  und  Winkel  EBI^ECF,  folglich  die  Dreiecke  EBI  un$. 
EOF  einander  congruent,  daher  Winkel  BEI=  CEF,  und  folglich  Winkel 
BEC  =  IEF  =  einein  Rechten. 

Da  aus  der  Congraenz  der  Dreiecke  BEItwsi  CEF  ferner  folgt,  dass 
EI=EF,  mitMn  das  Dreieck  IEF  ein  gleichschenkliges,  so  dass  also 
die  Gerade  EL,  welche  dessen  Winkel  an  der  Spitze  E  halftet,  auf  der 
Grundlinie  IF  senkrecht  steht,  so  lasst  sich  dieser  Winkel  leicht  halften. 
Denn  zu  diesem  Endzweck  ziehe  man  EN  parallel  IF  und  Q-K,  und 
ziehe  nach  der  eben  gezeigten  Weise  MEL  rechtwinklig  auf  EN,  so 
wird  EL  den  rechten  Winkel  IEF  halften. 

Wird  nun  verlangt,  es  soil  auf  eine  beliebige  gegebene  Gerade  gf, 
aus  irgend  einem  gegebenen  Puncte  i  ein  Perpendikel  gefallt  werden  (a), 
so  zieht  man  durch  den  Mittelpunct  E  die  Gerade  FGr  parallel  fg,  er- 
richtet  KEI  rechtwinklig  auf  FEG-  und  zieht  durch  den  gegebenen  Punct  i 
die  Gerade  ie  parallel  IEK  (§  6, 1);  so  hat  man  offenbar  die  Forderung 
erffillt  Es  ist  klar,  dass  das  Verfahren  sich  gleich  bleibt,  wenn  aus  dem 
Puncte  e  in  der  gegebenen  Geraden/</  auf  dieser  ein  Perpendikel  errichtet 
werden  soil. 

Wird  ferner  verlangt,  man  soil  irgend  einen  gegebenen  rechten  Winkel 
fei  halften  (6),  so  zieht  man  EF  parallel  ef  und  El  parallel  ei,  halftet 
sofort  den  Winkel  FEI  mittelst  der  Geraden  EL  und  zieht  endlich  durch 
den  Punct  e,  mit  EL  parallel,  die  Gerade  el,  so  wird  diese  offenbar  der 
Forderung  genugen. 

Der  Fall  (<?)  endlich  lasst  sich  mittelst  des  Falles  (a)  und  einer 
fruheren  Aufgabe  (§  5,  ffl)  leicht  erledigen.  Denn  errichtet  man  aus  dem 
Scheitel  des  gegebenen  Winkels  auf  einen  seiner  Schenkel,  welche  a,  b 
heissen  mogen,  etwa  auf  6,  einen  Perpendikel  (wie  soeben  gezeigt  worden 
(a)),  so  kana  sofort  dieser  Winkel,  nach  Anweisung  von  §  5,  III,  ver- 
doppelt  werden,  d.  h.  man  hat  zwei  Winkel  (ai),  (be),  die  einander  gleich 
sind  und  den  Schenkel  b  gemein  haben,  so  dass  der  Winkel  (ae)  das 
Zweifache  des  gegebenen  Winkels  (aV)  ist.  Errichtet  man  nun  weiter  auf 
dieselbe  Weise  auf  den  Schenkel  c  einen  Perpendikel  und  verdoppelt  die 
an  diesem  Schenkel  liegenden  beiden  Winkel  (<?J),  (0a),  so  erhalt  man 


478  !!•  Kapitel    Ueber  Eigenschaften  des  Kreises.  §  10. 

zwei  neue  Schenkel  d,  e,  und  es  1st  (ad)  das  Dreifache  und  (ae)  das 
Vierfache  des  gegebenen  Winkels  (a  6).  Auf  gleiche  Weise  gelangt  man 
nun  mittelst  eines  Perpendikels  auf  den  letzten  Schenkel  e  zum  5-,  6-,  7- 
und  Sfachen  des  gegebenen  Winkels,  und  sodann  durch  einen  neuen  Per- 
pendikel  zum  9-  bis  16fachen  u.  s.  w.  f.,  namlich  durch  den  nten  Perpen- 
dikel  gelangt  man  zum  (2n-hl>  bis  2W+1  fachen. 


Zweites  Kapitel. 

Ueber  einige  Eigenschaften  des  Kreises, 


I.    Von   harmonischen   Eigenschaften*). 

§10. 

I.  Sind  a,  B,  c,  b  (Fig.  12)  irgond  vier  harmonische  Puncte,  so  sind 
jede  Tier  Strahlen  a,  b,  c,  d,  welche  von  irgend  einem  Puncte  B  aus  durch 
dieselben  gehen,  ebenfalls  harmonisch  (§  3).  Werden  die  Tier  Puncte  als 
fest  angenommen,  und  sollen  von  den  Strahlen  zwei  zugeordnete,  etwa  a 
und  cy  zu  einander  rechtwinklig  sein,  mithin  die  von  den  zwei  iibrigen 
eingeschlossenen  Winkel  halften,  so  dass  Winkel  (aS)  =  (ad)  und  (<?&)=(<?$) 
(§  3,  IV),  so  1st  offenbar  der  Ort  des  Punctes  B  ein  Kreis  M,  welcher  die 
Strecke  ac  zum  Durchmesser  hat. 

Die  Strahlen  S?  d  begegnen  dem  genannten  Kreise  M  zum  zweiten 
Male  in  e,  f.  Da  Winkel  (6<?)  =  (dc),  so  ist  auch  Bogen  ec  =  fc.  Daher 
folgt  (wenn  man  die  gleichen  Sehnen  ec,  fc'zieht),  dass  Winkel  Y  =  ^ 
und  Winkel  ebc==fbc;  und  hieraus  folgt  weiter,  dass  der  zu  den  drei 
Strahlen  16 e,  6c,  bf  gehorige,  dem  fie  zugeordnete,  vierte  harraonische  Strahl 
Bq  zu  be  senkrecht  ist  und  mit  den  beiden  iibrigen  Strahlen  be  (oder  B5), 
bf  gleiche  Winkel  bildet,  namlich  Winkel  a  =  p,  und  dass  ebenso  der 
zu  den  drei  Strahlen  be,  be,  bf  gehorige,  dem  be  zugeordnete, ,  vierte  har- 
monische  Strahl  bj:  zu  dem  Strahle  be  senkrecht  ist, .  und  mit  den  zwei 
iibrigen  be,  bf  gleiche  Winkel  bildet.  Vermoge  dieser  harmonischen 
Strahlen  folgt  endlich  weiter,  dass  b,  f,  t),  S  und  ebenso  B,  b,  e,  £  vier 
harmonische  Puncte  sind. 


*)  Obschon  diese  Eigenschaften  zu  dem  Hauptzwecke  dieser  Schrift  (drittes  Kapitel) 
wenig  dienlich  sind,  so  werden  sie  dennoch  hier  kurz  entwickelt,  und  zwar  deshalb,  well 
sie  an  tuid  fur  sich  interessant  sind,  in  den,  Lehrbiichem  aber  nocli  fast  ganzlich  fehlen, 
und  weil  sie  slch  Her  aus  den  vorhergehenden  Betrachtungen  leicht  und  elementar  ab- 
leiten  lassen. 
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Da  bei  dieser  Betrachtung  die  vier  Puncte  <x?  6,  c,  b,  sowie  der  Kreis 
My  als  fest  vorausgesetzt  sind,  so  sind  auch  die  Geraden  Bq  und  b£7  wo- 
von  die  erste  den  Kreis  in  p,  q  schneidet,  fest,  dagegen  andern  die  Strah- 
len  by  dj  Bf,  be  ihre  Lage  mit  dem  Puncte  B  zugleich,  namlich  sie  drehen 
sich  um  die  festen  Puncte  6,  b,  wahrend  B  den  Kreis  durchlauft.  Da 
ferner  die  veranderlichen  Winkel  a  und  p  stets  einander  gleich*  sind,  so 
miissen  B  und  f  sich  gleichzeitig  dem  festen  Puncte  q  nahera,  so  dass 
sie  sich  zuletzt  zugleich  mit  ihm  vereinigen,  und  dass  folglich  die  Gerade 
bq,  in  welche  in  diesem  Falle  der  Strahl  d  ubergeht,  Tangente  des  Kreises 
ist.  (Das  Letztere  folgt  aucli  daraus,  dass,  wenn  man  sich  den  Punct  B 
nach  dem  festen  Puncte  q  gelangt  vorstellt,  und  sich  sodann  die  Strahlen 
qa,  qB,  qc,  qb  denkt,  diese  harmonisch  sind^  und  ausserdem  qa  und  qc 
zu  einander  rechtwinldig,  mithin  Winkel  cqB  =  cqb  =  cpB,  und  folglich 
bq  Tangente  ist.)  Ebenso  folgt,  dass  b|)  Tangente  des  Kreises  ist. 

Aus  diesen  Betrachtungen  folgt  unter  anderen  der  nachstehende  Satz : 

?,Zieht  man  durch  irgend  einen  festen  Punct,  B  oder  b,  be- 
liebige  Gerade,  wie  etwa  SBej:  oder  bf^-B7  welche  einen  festen 
Kreis  M  schneiden,  so  ist  der  Ort  desjenige*n  Punctes,  f  oder  Q, 
welcher  zu  den  zwei  Durchschnittspuncten,  B  und  e,  oder  f  und 
By  *und  zu  jenem  festen  Puncte,  B  oder  b,  der  vierte,  dem  letz- 
teren  zugeordnete,  harmonische  Punct  ist,  eine  bestimmte 
Gerade,  jrb  oder  156,  welche  auf  demjenigen  Durchmesser  des 
Kreises  senkrecht  steht,  der  durch  den  festen  Punct  geht,  aBcb, 
und  welche  ausserhalb  des  Kreises  liegt  (j;b)  oder  ihn  schneidet 
(t)B),  je  nachdem  der  feste  Punct  innerhalb  (6)  oder  ausserhalb 
(b)  desselben  sich  befindet"  3?Im  letzteren  Falle,  wo  der  feste 
Punct  b  ausserhalb  des  Kreises  liegt,  schneidet  die  genannte 
zugehorige  Orts-Gerade  tyB  den  Kreis  in  denjenigen  Puncten  p, 
q,  in  welchen  er  yon  den  durch  den  festen  Punct  b  gehenden 
Tangenten  bp,  bq  beruhrt  wird.a 

Vermoge  dieser  gegenSeitigen  Beziehung  des  jedesmaligen  festen  Punctes, 
B  oder  b,  und  der  zugehorigen  Orts-Geraden,  yb  oder  ijB,  heisst  jener  der 
,,harmonische  Pol"  der  letzteren,  und  diese  heisst  die  ^Harmonische" 
jenes  Punctes  in  Bezug  auf  den  festen  Kreis. 

IL  Zieht  man  aus  dem  festen  Puncte  b  irgend  zwei  Secanten  durch 
den  Kreis  M?  etwa  bg  und  bi,  so  bestimmen  die  vier  Durchschnittspuncte 
e,  g,  ^  t  vier  Gerade  fyel,  tgl,  eft,  g!i),  oder  ein  vollstjindiges  Yierseit, 
dessen  Diagonalen  einander  harmonisch  schneiden  (§  4),  so  dass  also  die 
zwei  Diagonalen  eg  und  Iji  von  der  dritten  II  in  denjenigen  Puncten  n 
und  Hi  geschnitten  werden,  welche  zu  den  drei  Puncten  b,  e,  g  und  b,  lj, 
t  die  vierten,  dem  b  zugeordneten,  harmonischen  Puncte  sind;  da  aber, 
zufolge  des  vorstehenden  Satzes  (I),  die  namlichen  Geraden  beg,  blji  von 
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der  Geraden  pbq  in  denselben  harmonischen  Puncten  n,  m  geschnitten 
werden,  so  muss  folglich  die  Diagonale  II  mit  der  Geraden  ;pq  zusammen- 
fallen,  d.  h.  die  Puncte  I,  I  miissen  in  der  Harmonischen  £  Cf  des  Punctes 
b  liegen. '  Ebenso  folgt,  dass,  wenn  man  durch  den  Punct  b  irgend  zwei 
Secanten  .Bbe,  dbc  zieht  (woyon  die  letztere  nicht  Darclimesser  m  sein 
braucht),  ihre  vier  Durchschnittspuncte  B,  e,  a,  c  mit  dem  Kreise  ein 
Tollstandiges  Yierseit  ae3,  £c£,  aBr,  ect  bestimmen,  dessen  dritte  Dia- 
gonale tg  die  zwei  iibrigen  J5e,  ac  in  denjenigen  Puncten  &  b  sclmeiden 
muss,  welche  zu  den  drei  Puncten  B,  b,  e  und  a,  B,  c  die  vierten,  dem 
B  zugeordneten,  harmonischen  Puncte  sind,  dass  folglich  die  Diagonale  r§ 
mit  der  Harmonisclien  yb  des  Punctes  b  zusammenfallt.  Also: 

^Zielit  man  aus  irgend  einem  festen  Puncte,  b  oder  b,  zwei 
beliebige  Secanten,  Sg,  bi  oder  J5e,  ac,  durch  einen  festen  Kreis 
My  so  bestimmen  ihre  Tier  Durchschnittspuncte,  e,  g,  $3  i  oder 
5  e  a,  c,  ein  (einfaches)  Viereck,  (welches  jene  Secanten  zu 
Diag'onalen  hat,  und)  dessen  gegenfiber  stehende  Seitenpaare, 
^e  und  ig,  ei  und  g^,  oder  Be  und  ae,  aB  und  ec,  sich  auf  der 
Harmonisclien,  f>q  oder  tb,  des  jedesmaligen  festen  Punctes,  b 
oder  b,  schneiden,  namlich  in  den  Puncten  I,  I  oder  8,  r." 

III.  Zufolge  dieses  Satzes  (II)  muss  also  die  Earmonische  des  Punctes 
!,  da  Ije  und  ig  zwei  durch  diesen  Punct  gehende  Secanten  sind,  durch 
die  Puncte  b  und  I  gehen;  sie  geht  aber  auch,  zufolge  (I),  zugleich  durch 
die  Beriihrungspuncte  der  aus  dem  Punct  I  an  den  Kreis  gelegten  Tan- 
genten.  Darans  kann  geschlossen  werden,  dass  die  Harmonische  jedes 
beliebigen  Punctes  I,  der  in  der  Geraden  jxf,  aber  jenseits  des  Kreises, 
also  auf  der  einen  oder  anderen  Seite  in  deren  Verlangerung  liegt,  durch 
den  harmonischen  Pol  b  dieser  Geraden  geht,  und  dass  umgekehrt  der 
harmonische  Pol  jeder  durch  den  festen  Punct  b  gehenden  Secante  in  der 
Harmonischen  pq  dieses  Punctes,  aber  jenseits  des  Kreises,  liegt;  so  dass 
also  die  in  den  Durchschnittspuncten  der  Secante,  etwa  in  f),  i  bei  der 
Secante  blfjt,  an  den  Kreis  gelegten  Tangenten  sich  in  der  geaannten 
Harmonischen  schneiden.  Es  gehen  aber  auch  die  Harmonischen  aller 
Puncte,  welche  ionerhalb  des  Kreises  in  der  Geraden  pcf, .  also  in  der 
Strecke  p  q,  liegen,  durch  den  harmonischen  Pol  b  dieser  Geraden.  Denn 
denkt  man  sich  z.  B.  die  Harmonische  des  Eunctes  m,  so  muss  dieselbe 
der  Geraden  iml)  in  demjenigen  Puncte  begegnen,  welcher  zu  den  drei 
Puncten  i,  m,  §  der  yierte,  dem  m  zugeordnete,  harmonische  Punct  ist 
(I),  folglich  muss  sie  ihr  in  b  begegnen. 

Ebenso  folgt,  dass  die  Harmonische  jedes  Punctes  in  der  festen  Gera- 
den jrb  (welche  den  Kreis  nicht  schneidet)  durch  den  harmonischen  Pol  b 
der  letzteren  geht.  Denn  denkt  man  sich  etwa  die  Harmonische  des 
Punctes  &  so  muss  sie  der  Geraden  $tB  in  demjenigen  Puncte  begegnen, 
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welcher  zu  den  drei  Puncten  j:,  e,  B  der  vierte,  dem  p  zugeordnete,  har- 
monische  Punct  ist  (T);  da  aber,*zufolge  der  obigen  Betrachtung,  der  Punct 
6  diese  Eigenschaft  besitzt,  so  rauss  sie  folglicli  durch  6  gehen.  Da  der 
Punct  r:  ausserhalb  des  Kreises  liegt,  *so  sind  aus  ihm  Tangenten  an 
diesen  inoglich,  durch  deren  Beriihrungspuncte  seine  Harmonische  geht  (T). 
Aus  dieser  Betrachtung  fliessen  unter  anderen  folgende  Satze: 

1.  ?JLiegt  ein  Punct  in  irgend  einer  Geraden  (wie  etwa  I  oder 
m  in  pq,  oder  y  oder  r  in  r.b),    so  geht  seine  Harmonische  durch 
ihren  harmonischen  Pol  (b  oder  B)." 

Oder  mit  anderen  Worten  ausMniicher: 

2.  ,,Die  Harmonischen  aller  Puncte,  welche  in  irgend  einer 
Geraden  (pq  oder  ;rb)  liegen,    schneiden    einander   in   einem  be- 
stimraten  Puncte  (b  oder  B)7  nainlich  im  harmonischen  Pol  jener 
Geraden;<c  und  umgekehrt:  ,,die  harmonischen  Pole  aller  Geraden, 
welche  durch  irgend  einen  festen  Punct  (b  oder  B)  gehen,  liegen 
in  der  Harmonischen  £pq  oder  j?r)  des  letzteren." 

3.  5>Lasst  man   in   der  Vorstellung  zwei   Tangenten   eines 
festen  Kreises  M  sich  so  bewegen,  dass  ihr  gegenseitiger  Durch- 
schnittspunct  (I  oder  jc)  langs   irgend   einer   festen  Geraden  (pq 

•oder  yr)  fortgleitet,  so  dreht  sioh  die  Gerade,  welche  durch  ihre 
Beriihrungspuncte  geht,  um  irgend  einen  bestimmten  festen 
Punct  (b  oder  B).a  Und  umgekehrt:  ,,Dreht  sich  eine  Secante  eines 
festen  Ereises  um  irgend  eine.n  festen  Punct  (b  oder  B),  so  be- 
wegt  sich  der  Durchschnittspunc.t  der  Tangenten,  durch  deren 
Beriihrungspuncte  sie  geht,  Lang's  irgend  einer  bestimmten  Ge- 
raden (pq  oder  xr)." 

IY,  Die  vorstehenden  Betrachtungen  geben  ein  bequemes  Mittel  an 
die  Hand,  um  die  folgenden  Aufgaben  durch  Hulfe  des  Lineals  allein 
zu  losen: 

1.  wWenn  in  einer  Ebene  irgend  ein  Kreis  M  gegeben  ist? 
so  soil  man  a)  die  Harmonische  irgend  eines  gegebenen  Punctes, 
und  p)  den  harmonischen  Pol  irgend  einer  gegebenen  Geraden 
f  indent 

Es  sei  etwa  b  oder  B  (Fig.  12)  der  gegebene  Punct.  Man  ziehe  durch 
denselben  zwei  beliebige  Secanten,  etwa  bg  und  bt  oder  Be  und  ac,  yer- 
binde  die  vier  Durchschnittspuncte,  e,  g,  f),  i  oder  B,  e,  a,  c,  in  welchen 
sie  den  Kreis  M  schneiden,  paarweise  durch  zwei  Paar  Gerade,  §e,  ig 
und  Ijg,  te,  oder  J5c,  aeundaS^  ec,  so  werden  ihre  Durchschnittspuncte, 
I  und  f  oder  %  und  r,  in  der  yerlangten  Geraden  (a)  liegen,  wodurch  diese 
sofort  gefunden  ist. 

Ist  ferner  etwa  die  Gerade  pq  oder  yr  gegeben  (p),  so  suche  man 
auf  die  eben  gezeigte  Weise  zu  irgend  zwei  Puncten  derselben,  etwa  zu 
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I  und  m  oder  $  und  g,  die  Harinonischen,  jso  wird  ihr  Durchschnittspunct, 
b  oder  B,  der  verlangte  Pol  sein  (III). 

2.  ??An  einen  gegebenen  Kreis  M  Tangenten  zu  ziehen, 
welche  durcli  irgend  einen  gegebenen  (ausserhalb  des  Kreises  liegen- 
d»n)  Punct  b  gehen." 

Man  construire  die  Harmonisclie  pq  des  gegebenen  Punctes  b  (1,  a) 
und  verbinde  die  Puncte  J),  Cf,  in  welchen  sie  den  Kreis  schneidet,  mit 
jenem  Puncte  durch  Gerade  b£,  bq,  so  sind  diese  die  gesuchten  Tangenten. 

Anmerkung.  Andere  Satze,  welche  aus  der  obigen  Betrachtung  un- 
mittelbar  folgen,  und  welche  zum  Theil  die  dein  Kreise  eingeschriebenen 
und  uinschriebenen  Dreiecke,  Vierecke  u.  s.  w.  betreffen,  warden  Mer  als 
zu  weit  von  dem  gegenwartigen  Zwecke  abliegend  ubergangen.  Man  findet 
dieselben,  nebst  den  vorstehenden  Satzen  und  Aufgaben,  in  der  oben  ge- 
nannten  Schrift  (Systematische  Entwickelung  etc.)  auf  umfassende, 
dem  Gegenstande  angenaessene  Weise  fur  alle  Kegelsclinitte  zugleich  be- 
wiesen.  —  Die  vorstehenden  Satze  sind  ubrigens  die  Grundlage  der  soge- 
nannten  ^Theorie  des  polaires  reciprogues" 

n.    Vom  Aehnli.chkeitspunct. 

§n- 

Zieht  man  in  einer  Ebene  durch  irgend  einen  Punct  A  (Fig.  13)  nach 
alien  Eichtungen  Strahlen  (Gerade)  J,a?  J.B,  At,  . . .  und  bezieht  mittelst 
dieser  Strahlen  alle  Puncte  der  Ebene  dergestalt  auf  einander,  dass  jedem 
Puncte  a  in  einem  solchen  Strahl  A  a  ein  anderer  Punct  c^  im  namlichen 
Strahl  entspricht  und  zwar  unter '  der  Bedingung,  dass  die  Abstande  je 
zweier  entsprechenden  Puncte  von  dem  Puncte  A,  z.  B.  A  a  und  J.a15  durch- 
weg  ein  und  dasselbe  gegebene  Verhaltniss  haben,  etwa  n\n^,  so  wird 
dadurch  ein  solches  Beziehungsfcystem  bewirkt,  in  welchem  die  Ebene 
doppelt  gesetzt  1st,  oder  was  man  sich  auch  so  vorstellen  kann,  als  lagen 
zwei  Ebenen,  die  IS,  E^  heissen  mogen,  auf  -einander,  indem  namlich  jeder 
Punct  sowohl  als  der  einen,  wie  der  anderen  Ebene  angehorend  angesehen 
werden  kann;  z.  B.  den  Punct  c(bz)  kann  man  als  der  Ebene  E  angehorend 
betrachten,  also  als  c,  und  dann  entspricht  ihm  der  Punct  c15  oder  man 
kann  ihn  als  der  Ebene  El  angehorend  ansehen,  das  ist  als  b1?  und  dann 
entspricht  ihm  der  Punct  b. 

Lasst  man  in  Gedanken  den  Punct  a  sich  so  bewegen,  dass  er  dem 
Puncte  A  naher  riickt,  so  muss  nothwendigerweise  auch  der  ihm  ent- 
sprechende  Punct  ax  gleichzeitig  dem  festen  Puncte  A  sich  nahern,  bis 
zuletzt  beide  zugleich  sich  mit  A  vereinigen.  Demnach  kann  man  sagen, 
es  seien  in  A  zwei  entsprechend,e  Puncte  vereinigt,  und  es  ist 
klar,  dass  diese  Eigenschaft  nur  diesem  Puncte  allein  zukommen  kann 
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(ausgenoinmen  bei  dem  besonderen  Beziehungssystem,  wo  das  genannte 
Verhaltniss  n:nl=l  ist,  in  welchem  Falle  jeder  Punct  mit  seinem  ent- 
sprechenden zusammenfallt). 

Aus  dem  einfaclien  Gesetz,  durcli  welches  die  entsprechenden  Piincte 
der  zwei  Ebenen  E,  E^  bestimnit  sind,  folgt  nun  auch  umnittelbar  die 
gegenseitige  Beziehung,  welche  ixgend  ein  System  von  Puncten  in  der  einen 
Ebene  zu  dem  ihm  entsprechenden  System  von  Puncten  in  der  anderen 
Ebene  hat;  d.  h.  wenn  in  der  einen  Ebene  iigend  eine  Figur  gegeben  ist, 
so  lasst  sich  leicht  angeben,  was  far  eine  Figur  ihr  in  der  anderen  Ebene 
entspricht,  und  welche  gegenseitige  Beziehung  irgend  zwei  solche  ent- 
sprechende  Figuren  zu  einander  haben.  Narnlicli  die  Haupteigenschaften 
oder  Hauptsatze  liber  diese  Bezieliung  grnnden  sich  auf  Folgendes: 

Es  ist  zunachst  klar,  dass  die  Gerade  <xB,  welche  dui-ch  irgend  zwei 
Puncte  a,  B  der  einen  Ebene  E  geht,  mit  derjenigen  Geraden  o^,  welche 
durch  die  entsprechenden  zwei  Puncte  cq,  6X  der  anderen  Ebene  E^  geht, 
parallel  ist,  und  dass  sich  die  Strecken  aB,  ^\  in  diesen  Geraden,  welche 
durch  die  genannten  Puncte  begrenzt  werden,  ebenso  zu  einander  verhalten, 
wie  die  Abstande  irgend  zweier  entsprechenden  Puncte  vom  Puncte  A; 
d.  h.  dass  sich  verhalt 

db  ra^i  =  n:nr 

Denn  zufolge  des  Beziehungssystems  sind  offenbar  die  Dreiecke  a^.16  und 
alAbl  ahnlich,  woraus  sofort  die  ausgesprochenen  Behauptungen  unmittel- 
bar  folgen.  Aehnlicherweise  folgt  welter,  dass  jede  der  zwei  Geraden 
aB,  CtjBj  alle  Puncte  enthalt,  welche  den  sammtlichen  Puncten  in  der 
anderen  Geraden  entsprechen;  namlich  irgend  einem  Puncte  in  der  einen 
Geraden,  z.  B.  dem  Ptmcte  e  in  der  Geraden  aB,  entspricht  derjenige 
Punct  Cj  in  der  anderen  Geraden  o^,  welcher  mit  ihm  in  demselben 
(durch  A  gehenden)  Strahle  liegt,  so  dass  also  jeder  Geraden  in  der  einen 
Ebene  irgend  eine  bestimmte  Gerade  in  der  anderen  Ebene  entspricht 
Daraus  fliessen  folgende  Satze: 

1.  ?,Jeder  Geraden  in  der  einen  Ebene  entspricht  eine  be- 
stimmte Gerade  in  der  anderen  Ebene;  d.  h.  alien  Puncten  in 
der  ersten  Geraden  entsprechen  die  sammtlichen  Puncte  in  der 
zweiten  Geraden;  je  zwei  solche  entsprechende  Gerade  sind 
unter  sich  parallel,  und  je  zwei  entsprechende  Strecken  (in 
zwei  solchen  Geraden)  verhalten  sich  ebenso,  wie  die  Abstande 
irgend  zweier  entsprechenden  Puncte  vom  Puncte  A,  also  wie 
mn^"  Und  umgekehrt:  ,,Eine  Gerade,  die  durch  irgend  zwei 
Puncte  in  der  einen  Ebene  geht,  entspricht  derjenigen  Geraden, 
welche  durch  die  entsprechenden  Puncte  in  der  anderen  Ebene 
bestimmt  wird."  Ein  wesentlicher  besonderer  Fall  hiervon  ist  der  fol- 
gende Satz: 
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II  ,,In  jeder  Geraden,  welche  durch  A  geht,  also  in  jedem 
Strahl  sind  zwei  entsprechende  Gerade  vereinigt." 

EH.  wDem  Durchschnittspuncte  irgend  zweier  Geraden  in 
dor  einen  Ebene  entspricht  der  Durchschnittspunct  der  ihnen 
entsprechenden  Geraden  in  der  anderen  Ebene." 

IV.  j,Zieht  man  aus  irgend  zwei  entsprechenden  Puncten, 
etwa  aus  a  und  aa,  nach  beliebiger  Richtung  zwei  parallele 
Strecken,  etwa  ae  und  tt^,  die  sich  dern  Beziehungssystem  go- 
mass  verhalten,  also  at:0ltl=n:nl,  so  siad  ihre  anderen  End- 
puncte,  e  und  c^  ebenfalls  entsprechende  Punote  und  liegen 
als  solche  in  irgend  einem  (durch  A  gehenden)  Stralil" 

Aus  diesen  Fundainentalsatzen  folgen  nun  weiter  die  nachstehen- 
den  Satze: 

T.  wlrgend  einer  geradlinigen  Figur  in  der  einen  Ebene 
entspriclit  eine  atnliche  und  ahnlichliegende  Figur  in  der  an- 
deren Ebene,  namlich  die  Ecken  beider  Figuren  sind  ent- 
sprecliende Puncte,  so  dass  sie  paarweise  in  Strahlen  liegen, 
(die  durch  A  gehen)  und  ihre  Seiten  sind  entsprechende  Gerade 
(oder  Strecken),  also  paarweise  parallel." 

VL  ^Irgend  einer  krunimen  Linie  G  in  der  einen  Ebene  E 
entspricht  eine  ahnliche  und  ahnlichliegende  Curve  Cl  in  der 
anderen  Ebene  j^;  die  Puncte,  in  welchen  die  erste  Curve  C 
•von  irgend  einer  Geraden  (r  geschnitten  wird,  entsprechen  den 
Puncten,  in  welchen  die  dieser  entsprechende  Gerade  G^  die 
zweite  Curve  Q  schneidet,  so  dass  also  C  und  Gf  sich  in  ebenso 
vielen  Puncten  schneiden,  als  Gl  und  ^5  daher  wird  jeder 
Tangente  der  ersten  Curve  auch  eine  bestimmte,  jener  parallele 
Tangente  der  zweiten  Curve  entsprechen,  undzwar  miissenauch 
ihre  Beruhrungspuncte  entsprechende  Puncte  sein;  jeder  durch 
A  gehende  Strahl,  welcher  die  eine  Curve  beriihrt,  beruhrt  auch 
die  andere  Curve,  und  zwar  beruhrt  er  sie  im  entsprechenden 
Puncte; "  u.  s.  w. 

Insbesondere  folgt  also  Meraus,  dass: 

TIL  ?Jirgend  einem  Kreise  in  der  einen  Ebene  ebenfalls  ein 
Kreis  in  der  anderen  Ebene  entsprechen  muss,  und  dass  auch 
die  Mittelpuncte  zweier  solchen  Kreise  entsprechende  Puncte 
sind;"  u.  s.  w, 

Zufolge  dieser  Eigensehaften  des  Beziehungssystems  wird  der  Punct 
A  »der  Aehnlichkeitspunct"  oder  in  Ansehung  der  beiden  auf  ein- 
ander  liegenden  Ebenen  E  und  El  jjder  Projectionspunct"  genannt 

Bei  einem  solchen  Beziehungssystem  sind  jedoch  zwei  wesentlich  ver- 
schiedeneFalle  von  einander  zu  unterscheiden.  Man  kann  namlich  entweder 
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a)  je  zwei  entsprechende  Puncte,  wie  a  uncl  a17  aiif  eineiiei  Seite 
vom  Aelmlichkeitspunct  A  annehmen,  wie  .bei  cler  vorstelienden 
Betrachtung  geschehen  ist,  ocler  " 

p)  je  zwei  entsprechencle  Puncte  auf  entgegengesetzten  Seiten  vom 
AehnKchkeitspuncte  annehmen,  in  welchem  Falle  dieser  fortan 
durch  /  bezeichnet  warden  wird. 

Diese  beiden  Falle  werclen  in  der  Folge  dadurch  unterschieden,  dass 
man  beim  ersten  Falle  sagt,  das  Beziehungssystem  liabe  einen  „  ausseren", 
und  beim  zweiten  Falle,  es  habe  einen  ^inneren"  Aehnlichkeitspunct. 

Je  zwei  ahnliche  Figuren,  geradlinige  oder  krummlinige,  lassen  sich 
sowoH  so  legen,  dass  sie  einen  ausseren,  als  auch  so,  dass  sie  einen 
inneren  Aelinliclikeitspunct  haben.  Es  giebt  auch  eine  gewisse  Klasse 
fon  Figuren,  die  beiden  Forderungen  zugleicli  genugen  konnen,  d.  h.  die 
sich  in  solche  Lage  bringen  lassen,  dass  sie  zugleicli  einen  ausseren  und 
einen  inneren  Aehnlichkeitspunct  haben.  Wird  von  zwei  Figuren  in  einer 
Ebene  gesagt,  sie  seien  alinlicli  und  ahnlicKliegend,  so  haben  sie  allemal 
einen  Aehnlichkeitspunct  (V  u.  VI). 

§12. 

I.  Aus  den  vorstelienden  allgemeinen  Gesetzen  liber  den  Aehnlich- 
keitspunct  folgen  fiir  den  Kreis  insbesondere  nachstehende  Eigenschaften: 

5,Sind  in  einer  Ebene  irgend  zwei  Kreise  gegeben,  gleich- 
viel  welche  gegenseitige  Lage  sie  haben  mogen,  so  haben  sie 
allemal  zugleich  einen  ausseren  und  einen  inneren  Aehnlich- 
keitspunct. " 

Es  seien  My  Mt  (Fig.  14)  die  Mittelpuncte  der  Kreise  und  etwa  aB, 
a^j  irgend  zwei  parallele  Durchmesser  derselben,  so  werden,  wenii  man 
durch  die  Mittelpuncte  die  Gerade  MM^  zieht,  die  fortan  ^Axe"  heissen 
soil,  die  auf  einerlei  Seite  cler  Axe  lieg&nden  Endpuncte  der  Durchmesser 
mit  dem  ausseren,  und  die  auf  entgegengesetzten  Seiten  derselben  liegen- 
den  Endpuncte  mit  dem  inneren  Aehnlichkeitspunct  in  Geraden  liegen; 
d.  h.  die  Geraden  oder  Strahlen  aa15  Bfij  begegnen  der  Axe  in  irgend 
einem  und  demselben  festen  Puncte  A,  und  die  Strahlen  a61?  ficq  begegnen 
ihr  in  einem  festen  Puncte  /.  Denn  vermoge  der  Parallelitat  der  Durch- 
messer sind  offenbar  die  Dreiecke  AMa  und  AMLa^  so  wie  die  Dreiecke 
IMa  und  IM\  ahnlich,  woraus  folgt,  dass: 

(a)  AM:  AM,  =  Ma :  Ml  a, 

und 

5     '  /If: 


was,  wie  man  sieht,  dem  Princip  des  Aehnlichkeitspunctes  geniigt;    da 
namlich  die  Verhaltmsse  rechts,  die  aus  den  Radien  der  Kreise  gebildet 
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sind,  constant  bleiben,  welche  parallele  Richtung  diese  Eadien  immerhin 
haben  mogen,  so  miissen  auch.  die  Verhaltnisse  links,  also  AM :  AM^  und 
IM:IM13  denselben  bestandigen  Werth  haben,  etwa  n:ni9  und  daher 
mussen  (da  die  Mittelpuncte  M,  M±  fest  sind):  ,,alle  Geraden  ocler 
Strahlen,  welche  durch  die  auf  einerlei  Seite  der  Axe  MMl  lie- 
genden  Endpuncte  paralleler  Durchmesser  gehen,  der  Axe  in 
einem  und  demselben  festen  Puncte  A,  und  die  Strahlen, 
welche  durch.  die  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Axe  liegen- 
den  Endpuncte  gelien,  ihr  in  einem  und  demselben  festen  Puncte 
Jbegegnen,  und  diese  zwei  festen  Puncte  sind  die  Aehnlich- 
keitspuncte  der  gegebenen  Kreise". 

Da  Ml<^1  =  1/jBj  1st,  als  Halbmesser  des  Kreises  M^  so  sind  die  zwei 
Verhaltnisse  rechts  (in  (a)  und  (5))  einander  gleich,  daher  ist  auch  '  - 

(<?)  '    AMiAJ^^IMiIM,- 

das  heisst:  ?)Die  zwei  Mittelpuncte  M,  Ml  derKreise  und  die  zwei 
Aehnlichkeitspuncte  A,  I  derselben  sind  allemal  zusammen  vier 
harmonische  Puncte,  und  zwar  sind  sowohl  jenezwei,  wie  diese 
zwei,  zugeordnete  harmonische  Puncte". 

Auch  kann  bemerkt  werden,  dass  die  Mittelpuncte  der  Kreise  noth- 
wendigerweise  immer  auf  einerlei  Seite  des  ausseren  Aekdichkeitspunctes 
liegen,  dagegen  der  innere  Aehnlichkeitspunct  immer  zwischen  ihnen  lie- 
gen  muss. 

Ferner  sind  iiber  die  gegenseitige  Lage  der  Kreise  und  ihrer  Aehn- 
lichkeitspuncte folgende  Umstande  zu  merken: 

1)  Wenn  die  Kreise  ganz  ausser  einander  liegen,  so  schneiden  sich 
ihre  ausseren   gemeinschafllichen  Tangenten   im  ausseren  Aehnlichkeits- 
puncte Ay  und  ihre  inneren  gemeinschaftlichen  Tangenten  schneiden  sich 
im  inneren  Aehnlichkeitspuncte  I}  so  dass  also  beide  Aehnlichkeitspuncte 
ausserhalb  beider  Kreise  liegen. 

2)  Lasst  man  in  der  Vorstellung  die  Kreise  einander  naher  riicken, 
oder,  wenn  die  Mittelpuncte  und  Aehnlichkeitspuncte  fest  bleiben  sollen, 
in  gleichem  Verhaltniss  grosser  werden,  bis  sie  sich  beruhren,  d.  h.  ausser- 
lich  beruhren,   so  ist  ihr  Beruhrungspunct  zugleich  ihr  innerer  Aehn- 
lichkeitspunct. 

3)  Bewegt  man  auf  dieselbe  Weise  die  Kreise  weiter,  bis  sie  ein- 
ander schneiden,   so  liegt  der  innere  Aehnlichkeitspunct  /  innerhalb  bei- 
der Kreise. 

4)  Dringt  der  kleinere  Kreis  so  tief  in  den  grosseren,  dass  er  ihn 
nur  noch  beruhrt,  d.  h.  innerlich  beruhrt,  so  ist  ihr  Beruhrungspunct 
zugleich  ihr  ausser  er  Aehnlichkeitspunct. 

5)  Gelangt  der  kleinere  Kreis  ganz  innerhalb  des  grosseren,  so  liegen 
beide  Aehnlichkeitspuncte  innerhalb  des  kleineren  Kreises, 


§  12.  *     Vom  Aehalichkeitspunct.  487 

6)  Werden  endlich  die  Kreise  concentrisch,    so  fallen  beide  Aehn- 
lichkeitspuncte mit  ihrem  gemeinschaftlichen  Mittelpimcte  zusammen. 

7)  Sind  insbesondere  die  Kreise  einander  gleich,   gleichviel  ob  sie 
einander  sclineiden  oder  ausser  einander  liegen,  so  liegt  der  innere  Aehn- 
lichkeitspunct /  in  der  Mitte  zwischen  ihren  Mittelpuncten,  und  der  aussere 
Aehnlichkeitspunct  A  ist  unendlich  entfernt. 

Von  der  Richtigkeit  dieser  Angaben  wird  man  sich  durch  Hiilfe  der 
obigen  Betrachtungen  sehr  leicht  uberzeugen  konnen. 

II.  Nach  vorstehender  Betrachtung  liegen  die  Endpuncte  irgend  zweier 
parallelen  Radien  der  zwei  Kreise  mit  dem  ausseren  oder  inneren  Aehn- 
lichkeitspunct in  einer  Geraden,  je  nachdem  sie  anf  einerlei  oder  auf  ver- 
schiedenen  Seiten  der  Axe  MM^  liegen.    Daher  muss  nothwendigerweise 
auch  das  Umgekehrte  stattfinden,  nainlich: 

,,Zieht  man  durch  einen  der  beiden  Aehnlichkeitspuncte 
A,  I  zweier  gegebenen  Kreise  M,  Ml  irgend  eine  Gerade,  welche 
den  einen  Kreis  schneidet,  so  schneidet  sie  nothwendigerweise 
auch  den  anderen  Kreis  und  zwar  in  entsprechenden  Puncten, 
so  dass  dienach  diesen  Puncten  gezogenen  Radien  beider  Kreise 
paarweise  parallel  sind,  z.  B.  bei  einer  durch  A  gehenden  Ge- 
raden, welche  die  Kreise  M,  M1  etwa  in  B  und  c,  }i)1  und  q  schnei- 
det, mtissen  sowohl  die  Radien  Mb  und  J^B15  als  Me  und  M& 
parallel  seinw. 

III.  Da  for  beide  Aehnlichkeitssysteme  das  Verhaltniss  n :  nl9  durch 
welches  die  entsprechenden  Puncte  bestimmt  sind  (§  11),   durch  die  Ra- 
dien der  Kreise  gegeben  ist  (I),  mithin  fur  beide   den  namlichen  Werth 
hat,  und  da  sowohl  AM:  AMl  als  IM:  IM^  dieseni  Werthe  gleich  ist  (I, 
a  und  i),  so  sind  folglich  M und  M^  in  beiden  Systemen  zugleich 
entsprechende  Puncte. 

Nimmt  man  irgend  einen  beliebigen  Punct  q  an  und  betrachtet  ihn, 
in  Bezug  auf  beide  Aehnlichkeitssysteme,  als  mit  dem  Kreise  M  derselben 
Ebene  E  angehorend  (§  11),  so  werden  ihm  in  der  anderen  Ebene  E^ 
welcher  der  andere  Kreis  Ml  angehort,  zwei"  verschiedene  Puncte  ent- 
sprechen,  namlich  es  entspricht  ihm  ein  bestimmter  Punct  q1  in  Bezug  auf 
den  Aehnlichkeitspunct  A  und  ein  bestimmter  Punct  ^  vermoge  des  Aehn- 
lichkeitspunctes  I,  und  es  mussen  diese  zwei  Puncte  q15  ^  offenbar  in  einem 
und  demselben  Durchmesser  des  Kreises  Ml  liegen  und  zwar  so,  dass  sie 
gleich  weit  von  dessen  Mittelpunct  entfernt  sein;  d.  h. ,  es  muss  ^M^ 
eine  Gerade  und  (\1M1  =  M$±  sind.  Denn  da  M  und  Ml  in  Bezug  auf 
beide  Aehnlichkeitspuncte  entsprechende  Puncte  sind,  und  da  ferner  q  und 
q2  in  Bezug  auf  den  Aehnlichkeitspunct  A  und  q  und  fa  in  Bezug  auf 
den  Aehnlichkeitspunct  I  entsprechende  Puncte  sind,  so  ist  demnach  so- 
wohl Mlql  als  M^  parallel  1/q  (§  11,  I),  also  q^^  eine  Gerade,  und 
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es  verhalt  sich 


AM:  AM,  =  Mq  :  M 
und 

IMi  IMl=^ 

mitMn  (I,  c): 
uud  folglich: 

Also:  5,Irgend  eineni  Puncte,  welchen  man  als  zu  dem  einen 
Kreise  gehorend  ansieht,  wie  etwa  dem  Puncte  q  als  zu  dem 
Kreise  M  gehorend  angesehen,  entsprechen  vermoge  der  zwei 
Aehnlichkeitspuncte  -4,  /  in  Bezug  auf  den  anderen  Kreis  Ml 
zwei  solche  Puncte  q15  p15  welche  in  einem  und  demselben  Durch- 
messer  dieses  Kreises  liegen  und  gleich  welt  von  seinem  Mittel- 
puncte  (auf  entgegengesetzten  Seiten)  abstehen;  und  es  haben  nur 
die  Mittelpuncte  If,  M1  der  zwei  Kreise  allein  die  Eigenschaft, 
dass  sie  in  Riicksicht  auf  beide  Aehnlichkeitspuncte  zugleich 
entsprechende  Puncte  sind.  " 

Hiernach  kann  man  leicht,  wenn  etwa  der  eine  Kreis  M^  gezeichnet 
voiiiegt  aber  der  andere  nicht,  und  wenn  die  Aehnlichkeitspuncte  A,  I 
gegeben  sind,  zu  irgend  einem  Puncte  q1  oder  ^15  welchen  man  als  "zu 
dem  ersten  Kreise  gehorend  ansieht,  den  entsprechenden  Punct  in  An- 
sehung  des  zweiten  Kreises  fur  das  aussere  und  innere  Aehnlichkeits- 
system  finden.  Namlich  man  zieht  die  Gerade  q^M^^  nimmt  den  Punct 
p!  oder  q1  so  an,  dass  cf^  =  J/1p1  (was  unter  der  Voraussetzung,  dass 
der  K-reis  Ml  gegeben  sei,  leicht  geschehen  kann)  und  zieht  die  Geraden 
^4q15  J^1?  so  werden  sich  diese  in  dem  verlangten  Puncte  q  scloneiden. 
Zieht  man  ferner  die  Geraden  Afa,  Iqv  so  schneiden  sich  diese  in  einem 
Pimcte  p,  welcher  ebenfalls  der  Forderung  geniigt,  und  es  ist  qM$  eine 
Gerade  und  qM=M$.  Am  einfachsten  sind  die  Puncte  zufiuden,  welche 
in  dem  Umfange  des  Kieises  liegen,  weil  namlich  fiir  diesen  Fall  in  je- 
dem  Durchmesser  des  gegebenen  Kreises  unmittelbar  zwei  gleiche  Strecken 
gegeben  sind,  wie  z.  B.  im  Durchmesser  (t^  die  Strecken  dlMl  und 
J^B15  wodurch  sofort  nach  der  eben  angegebenen  Weise  die 
Endpuncte  a,  b  des  entsprechenden  Durchmessers  im  anderen 
Kreise  ge  fun  den  werden.  Diese  letzte  Construction  findet  bei  den 
unten  folgenden  Aufgaben  (§  18)  haufige  Anwendung. 

Aus  dem  vorstehenden  Satze  folgert  man  ferner  leicht  :  ,,Dassjeder 
Geraderi,  die  man  als  zu  d,em  einen  Kreise  gehorencl  ansieht, 
wie  z.  B.  irgend  einer  Geraden  G,  die  man  sich  als  zum  Kreise 
M  gehorend  vorstellt,  in  Rucksicht  auf  die  zwei  Aehnlichkeits- 
puncte Ay  I9  zwei  yerschiedene,  zum  Kreise  MI  gehofige  Gerade 
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(?!,  jHj  entsprechen,  welche  unter  sicli  parallel  sind  (well  jede 
es  mit  jener  G  ist)  und  welcLe  gleich  weit  vom  Mittelptmcte 
M!  abstehen."  5,Gelit  die  G-erade  G-  insbesondere  durch  den  Mittelpunct 
M  des  zugehorigen  Kreises,  so  fallen  die  zwei  Geraden  Gl}  S1  auf  ein- 
ander  und  gehen  ebenfalls  durcli  den  Mittelpunct  M^  ihres  zugehorigen 
Kreises;"  wund  fallt  endlich.  G  mit  der  Axe  MMl  zusammen,  so  ver- 
einigen  sick  G1}  H^  mit  ihr."*) 

Zum  Belmfe  des  Folgenden  ist  es  zweckmassig,  den  Mer  betrachteten 
Elementen  bestimmte  Benennungen  beizulegen.    Namlich  irgend  zwei  ent- 

*)  Von  der  grossen  Menge  yon  Anwendungen,  die  aus  den  Eigenschaften  des  Aehn- 
lichkeitspunctes  sich  ableiten  lassen,  und  die  ich  an  einem  anderen  Orte  ausfuhrlich 
entwickeln  werde,  will  ich  Mer  nur  ein  Beispiel  kurz  andeuten,  welches  den  Zusammen- 
hang  einiger  haufig  betrachteten  merkwiirdigen  Puncte  des  geradlinigen  Dreiecks  auf 
eine  eigenthumliche  Weise  aufklart,  namlich  das  folgende  Beispiel: 

I.  Zieht  man  in  einem  beliebigen  Dreiecke  aBc  (Fig.  15)  aus  den  Ecken  nach  den 
Mitten  al5  6l5  Ci  der  gegeniiberiiegenden  Seiten  gerade  Linienaa1?  bBl3  ccl9  so  schnei- 
den  sich  diese  bekanntlich  in  einem  und  demselben  Puncte  I  und  theilen  einander  der- 
gestalt,  dass  sich  die  Abschnitte  einer  jeden  zu  einander  verhalten  wie  2:1;  d.  h.  es 
verhalt  sich: 

(1)  la  :  la,  =  n  :  Ibt  =  Jc :  Id  =  2 :  L 

Daraus  folgt  also ,  dass  man  den  Punct  /  als  Aehnlichkeitspunct  (oder  Projections- 
punct)  eines  Beziehungssystems  ansehen  kann,  in  welchem  a  und  aa ,  6  und  fij ,  c  und  q 
entsprechende  Puncte  sind,  so  dass  a,  B,  c  der  einen  Ebene  E  und  al5  b1?  Ci  der  an- 
deren Ebene  E^  angehoren,  oder  class  mit  einem  Wort  die  Dreiecke  ciBc  und  a^Ci 
entsprechende  Dreiecke  sind,  und  dass  je  zwei  ahnlichliegende  Punete  in  Bezug  auf 
die&e  Dreiecke  auch  zugleich  ahnlichliegende  Puncte  in  Beziig  auf  den  Aehnlichkeits- 
punct /  sind,  d.  h.  mit  diesem  in  einer  Geraden  liegen  und  von  ihm  nach  dem  be- 
standigen  Verhaltniss  von  2 :  1  entfernt  sind  (§  11).  - 

Wird  nun  ferner  als  bekannt  vorausgesetzt ,  dass  die  drei  Lothe  c^-^f,  b:lf,  CI.M", 
welche  aus  den  Mitten  fy,  B15  Cj  der  Seiten  des  ersten  Dreiecks  abc  auf  diesen  Seiten 
errichtet  werden,  einander .  in  einem  Puncte  M  treffen,  namlich  im  Mittelpuncte  des  dem 
Dreieck  umschriebenen  Kreises,  und  wird  bemerkt,  dass  dieselben  zugleich  auch  auf 
den  entsprechenden  Seiten  des  zweiten  Dreiecks  aiBi^  perpendicular  sind  (wett  diese 
beziehlich  mit  jenen  parallel  sind) ,  so  folgt,  wenn  man  jene  Lothe  fur  einen  Augenblick 
als  zu  dem  Dreieek  a^Ci  gehorend  ansieht,  vermoge  des  Aehnlichkeitspunctes  /  un- 
mittelbar,  dass  auch  die  ihnen  entsprechenden  drei  Geraden,  d.  i.  die  durch  die  Ecken 
a,.  5,  c  des  ersten  Dreiecks  mit  jenen  Lothen  parallelen,  und  mithin  zu  den  Gegenseiten 
dieses  Dreiecks  senkrechten  Geraden  a  .4,  bA,  c  A  einander  in  einem  bestimmten  Puncte 
A  treffen,  und  zwar  in  demjenigen  Puncte,  welcher  jenem  Puncte  M  entspricht,  so  dass 
folglich  die  drei  Puncte  if,  /,  A  in  einer  Geraden  (Project! onsstrahl)  liegen,  und  dass 
sich  Terhalt: 

(2)  IA-.IM  =  2:1. 

Zugleich  folgt  zunachst  aus  dieser  Betrachtung  auf  doppelte  Weise  der  bekannte 
Satz:  ,,Dass  die  aus  den  Ecken  auf  die  Gegenseiten  eines  Dreiecks  (ajbiCi, 
oder  abc)  gofallten  Lothe  (a^,  balT,  ^M,  oder  a  J,  b  J,  tA)  allemal  einander 
jn  einem  und  demselben  Puncte  (M  oder  A)  treffen." 
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sprecliende  Puncte,  wie  etwa  q  iind  q15  oder  q  und  |)15  sollen  in  der  Folge, 
in  Biicksiclit  auf  die  zwei  Kreise  My  Miy  clenen  sie  zugelioren,  ,,ahn- 
.lich  liegende  Puncte"  genannt  werden.  Ebenso  sollen  zwei  Gerade, 
welche  in  Bezug  auf  eines  der  zwei  Aehnlichkeitssysteine  entsprechende 
Gerade  sind,  fortan  in  Riicksicht  auf  die  Kreise  5?ahnlicli  liegende  Ge- 
rade "  lieissen.  Endlich  soil  jeder  Strahl,  welcher  durch  einen  der  zwei 
Aehnliclakeitspuncte  A  oder  /  gelit,  in  Rucksicht'  auf  die  Kreise  ,,Aelm- 
lichke its  strati"  (oder  wProjeotionsstrahl")  genannt  werden. 


Es  folgt  welter,  wenn  man  namlich  den  Punct  M  als  der  ersten  Ebene  E  ange- 
horend  ansieht,  und  zwar  als  Mttelpimct  des  dem  Dreieck  afic  umschriebenen  Kreises, 
dass  ihm  dann  der  Mittelpunct  M^  des  dem  Dreieck  ciAd  umschriebenen  Kreises  ent- 
sprieht,  und  dass  folglich  dieser  letztere  Punct  J/a  ebenfalls  in  dem  vorgenannten  Pro- 
jectionsstrahl  MIA  liegen  muss,  xind  zwar  so  liegen  muss,  dass  sich.  yerhalt: 
•  (3)  .  IM :  IMl  =  2 : 1. 

Aus  diesem  und  dem  vorigen  (2)  Verhaltniss  folgt,  wie  man  in  der  Figur  sieht, 
dass  sich  auch  yerhalt; 

(4)  AM:AMl  =  2:1, 

so  dass  also  der  Punct  A  offenbar  der  aussere  Aehnlichkeitspunct  der  zwei  Kreise 
M,  3/i  ist. 

Demnach  hat  man  den  folgenden  Satz: 

.,Bei  jedem  beliebigen  Dreieck  aBc  liegen  die  zwei  Puncte  A  und  /, 
wovon  der  eine  A  der  Durchschnittspunct  der  drei  Hohen  und  der  an- 
dere  /  der  Durchschnittspunct  der  drei  aus  den  Ecken  nach  den  Mitten 
der  G-egenseiten  gezogenen  Greraden  ist,  mit  den  Mittelpuncten  M  und 
J/j  der  zwei  Kreise,  wovon  der  eine  dem  Dreieck  umschrieben  ist  und  der 
andere  durch  die  Mitten  der  Seiten  desselben  geht,  allemal  in  einer  und 
derselben  Greraden,  und  zwar  sind  die  erstgenannten  zwei  Puncte  die 
Aelmlichkeitspuncte,  der  zwei  Kreise,  so  dass  also  die  vier  genannten 
Puncte  harmonisch  liegen  (§  12, 1),  wobei  sowohl  das  erste  wie  das  zweite 
Punctepaar  zugeordnete  harmonische  Puncte  sind;  und  ferner  sind  die 
Abstande  der  vier  Puncte  von  einander  namentlich  so  beschaffen,  dass 
sich  verhalt: 

(5)  IMl :  IM;  AMl  :AM^  1:2:3:  6.K 

II.  Vermoge  der  Kreise  M,  Ml  und  ihrer  Aehnlichkeitspimcte  A,  I  folgert  man 
unmittelbar  noch  mehr  Eigenschaften,  z.  B.  nachstehende : 

1)  Die  Strecken  -4 a,  J.B,  At  in  E  entsprechen  in  Ansehung  des  inneren  Aehn- 
lichkeitspunctes  /  den  Strecken  3fa1?  Mbi7  Mci  in  E±',  daher  verhalt  sich: 

^a  :  M  aa  =  -46  :  M^  =  A^:M^  =  2:  1. 

2)  Die  Puncte  a1?  &1?  cl9  in  welchen  der  Kreis  M1   die  Strahlen  Act,  Ab,  Ac 
schneidet,  sind,  vermoge  des  ausseren  Aehnlichkeitspunctes  -4,  die  Mitten  dieser  Strahlen, 
so  class  sich  verhalt: 

A  a :  A  dza  =  A  B  :  A  6j  =  A  c :  A  e1  r=  2 : 1. 

-B)  Bezeichnet  man  die  Puncte,  in  welchen  die  Kreise  M  und  Ml  von  den  drei 
durch  ihren  inneren  Aehnlichkeitspunct  I  gehenden  Strahlen  aai?  B61?  cq  geschnitten 
werden,  beziehlich  durch  b  und  t>i5  e  und  c1?  f  und  fl5  so  verhalt  sich: 
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§  13. 

I.  BetracMet  man  in  einer  Ebene  irgend  drei  Kreise ,  deren,  Mittel- 
puncte  Miy  M2,  M3  (Fig.  17)  nicht  in  einer  Geraden  liegen,  so  gehoren 
zu  je  zwei  derselben  zwei  Aelmliclikeitspuncte ,  ein  ausserer  und  ein  in- 
nerer  (§  12);  es  seien  As  und  /3,  A2  und  /3,  A1  und  ^  beziehlich  die 
Aehnlichkeitspuncte  der  Ereispaare  Ml  und  M^  M^  und  M^  M2  und  Mz. 
Von  diesen  sechs  Aehnlichkeitspuncten  liegen  inuner  viermal  drei  in 
einer  Geraden,  namlicli  die  drei  ausseren  liegen  in  einer  Geraden,  und 
jeder  aussere  liegt  mit  den  beiden  thm  nicht  zugehorigen  inneren  in  einer 


4)  Da  derPunctlfj  in  der  Mitte  zwischen  Munti  A  liegt  (I,  4),  und  da  Jfctj  imd 
-4«i  zu  ciioti  senkrecht  sind,  so  muss  folglich  der  Kreis  MI  auch  durch  «i  gehen,  well 
er  durch  Oj   geht;    ebenso  muss  er  durch  pj  und  yj  gehen.    Oder  dasselbe  folgt  .auch 
daraus,  dass  M^i  parallel  If  a,  vermoge  des  Aehnlichkeitspunctes  /,  und  auch  Mla1 
parallel  M a,  vermoge  des  Aehnlichkeitspunctes  A,  dass  mithin  ^Miai  ein  Durchmesser 
des  Kreises  M^  und  folglich  ^a^  ein  rechter  Winkel  im  Halbkreise  ist,  u.  s.  w. 

5)  Werden  also  die  Strahlen  Aal7  -4 pi,  -4yi  verlangert,  bis  sie  den  ersten  Kreis 
M  in  a,  p,  y  schneiden,  so  verhalt  sich,  vermoge  des  Aehnlichkeitspunctes  A: 

Aa,:A&1z=A$:A$1  =  A'f:Af1  =  2:l. 

6)  Vermoge  des  Kreises  Ml  folgt  nun  weiter  (4  und  §  17),  dass: 

Rechteck  aBi.apj  =  aci.ayl5 
*  -        bawbee!  =  Bci.Byi, 

und 

Cfy.coti  =  cba.  cp!. 

7)  Vermoge  des  Aehnlichkeitspunctes  A  folgt  (§  17),  dass: 

Rechteck  Aa.Aai=^Ab.A$1  =  At.AY1  = 
Aa.Aa^  •=.  Afi.Abi  =A^.Aci'y 

und  vermoge  cles  Aehnlichkeitspunctes  /  folgt,  dass: 

Eechteck  'la.I\>1=tt.It1  =  It.Ifl  = 
7b./a1  =  /e./Bi  =  /f.Jc1. 

Diese  vorstehenden  Satze  (1  bis  7)  wird  man  leicht  nach  gewohnlicher  Weise  in 
Worten  abfassen  konnen,  wie  z.  B.  folgenden  Satz: 

j,In  jedem  Dreieck  a&c  liegen  die  12  Puncte  —  niimlich  die  drei  Mittel- 
puncte  a1}  b1?  cx  der  Seiten,  die  drei  Fusspuncte  %,  pt,  yt  der  Hohen,  die 
clrei  Mittelpuncte  al5  615  CA  derjenigen  Strecken  der  Hohen,  welche  zwi- 
schen ihrem  Durchschnittspuncte  A  und  den  Ecken  des  Dreiecks.  liegen, 
und  endlich  die  drei  Puncte  b1?  e15  ft,  welche  in  den  aus  den  Ecken  durch 
die  Mitten  der  Gregenseiten  gezogenen  Greraden  liegen,  und  von  deren 
gemeinschaftlichem  Durchschnittspuncte  I  halb  so  weit  entfernt  sind, 
als  die  Puncte  b,  e,  f,  in  welchen  dieselben  Geraden  den  umschriebenen 
Kreis  M  schneiden,  aber  mit  den  letzteren  nicht  auf  einerlei  Seiten 
jenes  Punctes  /  liegen  —  allemal  zusammen  in  einem.  und  demselben 
Kreise  M^"  U.  s.  w. 

III.  In  Folge  der  obigen  Bemerkung  (I),  dass  ahnlichliegende  Puncte  in  Bezug 
auf  die  Dreiecke  a  be,  c^BjCj  auch  zugleich  in  Betracht  des  Aehnlichkeitspunctes  /  ahn- 
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Geraden;  d.  h.  es  1st  sowohl  A3A2Aiy  als  -48/2/15  als  AJ^I^  als  AJJ^ 
eine  Garade.  Denn  zielit  man  z.  B.  die  Gerade  A5A2,  so  ist  sie,  vennoge 
der  Puncte  AZ9  A^  eine  aussere  Aehdichkeitslinie  sowohl  zu  den  Kreisen 
M±  und  M9,  als  Ml  und  M3,  mitliin  muss  sie  auch  eine  aussere  Aehnlich- 
keitslrnie  der  Kreise  M2  und  Mz  sein  und  als  solclie  dwell  ihren  ausseren 
Aehnlichkeitspunct  A1  gehen.  Oder,  um  sich  Hervon  augenscheinlicher 
zu  iiberzeugen,  denke  man  sich.  aus  den  Mittelpuncten  M1}  M^  Ms  der 
Kreise,  nach  irgend  einer  beliebigen  Richtung,  bis  an  die  Gerade  ASA2 
Parallele  M^N19  JM2N9,  M3NS  gezogen,  so  verhalten  sich  diese,  vermoge 


lichliegende  Puncte  sind,  kann  noch  hinzugefugt  werden,  dass,  wenn  man  sich  die  "vier, 
Kreise  denkt,  woTon  jeder  die  drei  Seiten  (oder  deren  Yerliingerang)  des  Dreiecks  aBc 
"beriLhrt,  und  ebenso  die  vier  dem  zweiten  Dreieck  ciiBjq  eingeschriebenen  Kreise,  dass 
dann  die  vier  letzteren  den  vier  ersteren  beziehlich  entspreehen;  d.  h.  dass  dann  diese 
Kreise  paarweise  den  Punct  /  zum  inneren  Aehnlichkeitspunct  haben,  und  dass  also 
ihre  Mittelpuncte  paarweise  in  Strahlen  liegen,  welch e  durch  diesen  Punct  gehen,  und 
class  ihre  Abstande  von  demselben  sich  verhalten  wie  2:1.  Aehnliches  gilt  von  den 
Dreiecken  aBc  und  a^b^  in  Hinsicht  ihres  Aehnlichkeitspunctes  A.  —  Die  Dreiecke 
fl^q  und  a^iCi  sind  gleich,  und  Mt  ist  ihr  (innerer)  Aehnlichkeitspunct,  weil  ^M^ 
eine  Grerade  ist,  und  M^  in  der  Mitte  zwischen  at  und  %  liegt.  —  XI.  s.  w. 

IV.  ,,Wenn  man  in  der  Peripherie  eines  Kreises  M  irgend  vier  Puncte 
a,  B,  c,  3  annimmt,  so  bestimmen  diese,  zu  drei  und  drei  g^enommen,  vier 
Dreiecke,    welchen    der   Punct   M    als    Mittelpunct    des    umschriebenen 
Kreises  gemeinschaftlich  angehort,  wogegen  aber  zu  denselben  sowohl 
vier  verschiedene  PuDcte  /,  als  Af15  als  A  gehoren.    Je  vier  gleichnamige 
von  diesen  Puncten,   fur   sich   genoinmen,   liegen  in  einem  Kreise;    die 
Radien  dieser  drei  neuen  Kreise  sind  nach  der  Tteihe-|-7  |,  \  vom  Eadius 
des  gegebenen  Kreises  if,  und  ihre  Mittelpuncte  liegen  mit  dem  Mittel- 
punct des  letzteren  in  einer  Greraden,   und  zwar  in  solchen  Abstanden 
von  diesem,  die   sich  nach  der  Reihe  verhalten  wie  2:3:6,  so  dass  also 
der  Punct  M  der  gemeinschaftliche  Aehnlichkeitspunct  der  drei  neuen 
Kreise  ist."    Und  ferner:   J5Verbindet  man  jeden  der  vier  angenommenen 
Puncte  a,  b,  c,  g,  wie  etwa  g,  mit  dem  zu  den  drei  ubrigen  gehorigen  Punct 
A  (d.  h.  mit  dem  Durchschnittspunct  der  Hohen  des  durch  die  drei  ubrigen  bestimmten 
Dreiecks)  durch  eine  Gerade,   so  schneiden  sich  die  auf  diese  Weise  ent- 
stehenden  vier  Geraden  in  einem  und  demselben  Punct,  und  eswird  jede 
durch  diesen  gehalftet."    U.  s.  w. 

V.  Die  wesentlichsten  von  den  vorstehenden  Satzen  habe  ich  schon  an  einem  an- 
deren  Orte  angedeutet,  namlich  bei  Gelegenheit  der  Abhandlung:    nD€veloppement  d'une 
s€rit  de  theoremes  relatifs  aux  sections  coniques",  in  den  Annales  de  Mathgmatiques ,  rtidigg 
par  Gergonne,  a  Montpellier,  torn.  XEK.  1828  (Of.  S.  189  dieser  Ausgabe).     Ebenda- 
selbst  deutete  ich   auch   den  Satz   an:   ,;dass   der  Kreis  Mi    alle   vier  Kreise, 
welche  dem  Dreieck  ci&c  eingeschrieben  'werden  konnen,  beriihrt,"    ohne 
zu  wissetf,    dass  derselbe  schon  fruher  von  Feuerbach  bekannt  gemacht  worden  war. 
Uebrigens  hat  auch  Herr  Prof.  Dove  die  Relation  zwischen  den  vier  Puncten  in  I,  5, 
sowie  die  Eigenschaft  II,  4  durch  unmittelbare  Beziehung  beider  Dreiecke  a  fie,  ci^q 
auf  einander  obne  Anwendung  des  Aehnlichkeitspunctes  auf  einfache  Weise  abgeleitet. 
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der  Aehnlichkeitspuncte  A3  und  A2,  wie  die  Radien  der  Kreise;  also, 
wenn  diese  Radien  durch  R17  R2,  Rs  vorgestellt  werden,  so  verhalt  sich: 
:  M2N2  =^R,:R2  (vermoge  J.3) 

J*  (vermoge 
daher  verhalt  sich  auch: 

M,N2  :  J/3  A;  =  R2  :  £, 


woraus  denn  folgt  '(§  H5  IV),    d^ss  die  Gerade  N2N5   oder  AZA^   durch 
den  Aehnlichkeitspunct  A1  der  Kreise  M^  M3  geht. 

Aehnlicherweise  folgen  die  ubrigen  drei  Falle.    Also: 

1)  ,,Yon  den  sechs  Aehnlichkeitspuncten,  welclie  zu  drei  be- 
liebigen  in  einer  Ebene  liegenden  Kreisen,    paarweise   genorn- 
inen,    gehoren,    liegen  viermal  drei  in   einer  Geraden,   nanilicli 
es  liegen  die  drei  ausseren  und  jeder  aussere  liegt  mit  den  bei- 
den  ihin  nicht  zugehorigen  inneren  in  einer  Geraden;"  oder  mit 
anderen  Worten:    wdie  drei  Kreise  liaben  vier  gemeinschaftliclie 
Aehnlichkeitsstrahlea,  einen  ausseren  und  drei  innere".   • 

2)  Wenn  die  drei  Kreise  insbesondere  alle  ausser  einander  liegen, 
so  schneiden  sicli  ilire  gemeinscliaftliclien  Tangenten  in  iln^en  sechs  Aebn- 
liclikeitspuncten  (§  12,  I,  1),  so  dass  also  der  vorstehende  Satz  sich  aucli 
auf  die  Durclisclinittspuncte  der  sechs  Paar  Tangenten,  welche  die  Kreise, 
paarweise  genommen,  gemein  haben,  ubertragen  lasst. 

3)  Wenn  insbesondere1  der  eine  Kreis,  etwa  Ms,  die  beiden  ubrigen 
beriilirt,  so  sind  die  zwei  Beruhrungsptmcte  zugleich  a)  entweder  (§  12, 
I,  2  und  4)  die  Aehnlichkeitspuncte  Al  und  A2  oder  II  und  I2,  oder  5)  die 
Aehnlichkeitspuncte  A1  und  J3  oder  A2  und  Iiy  je  nacbdem  er  sie  nam- 
lich  (a)  gleicWtig,  oder  (5)  ungleichartig  berShrt  (d.  h.  in  Rticksicht  auf 
ausserliche  oder  innerliohe  Beriilirung);    daher  kann  man  auch  sagen  (1): 
?JWenn  irgend  zwei  Kreise  M1?  M2  von  einem  beliebigen  dritten 
Kreise  l/3  beriilirt  werden,  so  liegen  die  zwei  Beruhrungspuncte 
allernal  mit  dem  ausseren  (-43)  oder  inneren  (/3)  Aehnlichkeits- 
punct derselben  in  gerader  Linie,   je  nachdem   sie  gleichartig 
oder  ungleichartig  vom  dritten  Kreise  beruhrt  werden." 

4)  Wenn  ferner  insbesondere  zwei  Kreise  einander  gleich  sind,  etwa 
JR1  =  R3?  so  liegt  ihr  innerer  Aehnlichkeitspunct  /2  in  der  Mitte  zwischen 
ihren  Mittelpuncten  Miy  M3,  und  ihr  ausserer  Aehnlichkeitspunct  A2  liegt 
unendlich  entfernt  (§  12,  I,  7),  so  dass  also  nothwendigerweise  die  Aehn- 
lichkeitsstrahlen  /j/g^j,  A^A^A^\  mit  der  Axe  M1M3  parallel  gehen. 
Werden  alle  drei  Kreise  einander  gleich,   so  entfernt  sich  der  Aehnlich- 
keitsstrahl  A^3A2   in's  Unendliche,  und  die  drei  inneren  Aehnlichkeits- 
strahlen  1^  1^  I%I^  werden  den  Axen  M^M^  M^M^  MZM^  parallel. 

II.    Ueber  die  drei  betrachteten  Kreise  soil  hier  nur  noch  eine  Be- 
merkung  in  Bezug  auf  ahnlich  liegende  Puncte  hinzugefugt  werden.    Sind 
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etwa  q1  und  g2  irgend  zwei  ahnlicli  liegende  Puncte  zu  den  Kreisen  M^ 
tind  Jtfa  in  Bezug  auf  ihren  ausseren  Aehnlichkeitspunct  A3 ,  so  werden 
sich.  die  Strahlen  A^  und  A^  in  deinjenigen  Puncte  qs  schneiden, 
welcher  jenen  zwei  Puncten  in  Bezug  auf  die  Aehnlichkeitspuncte  A»  Al 
entspricht,  d.  h.  es  sind  ql  und  Cfs,  Cf2  und  q3  beziehlich  ahnlich  liegende 
Puncte  zu  den  Kreisen  M±  und  Mv  M2  und  Mz]  und  ebenso  werden  sich 
die  Strahlen  /2q1  und  7^  in  demjenigen  Puncte  p3  schneiden,  welcher 
den  zwei  Puncten  q1?  <fa  in  Hinsicht  der  Aehnlichkeitspuncte  /2,  ^  ent- 
spricht; die  zwei  Puncte  Cf3  und  ps  aber  werden  allemal  in  einem  Durch- 
messer  des  dritten  Kreises  Mz  liegen  und  gleich  weit  von  seinem  Mittel- 
puncte  abstehen.  Ton  der  Bichtigkeit  dieser  Eigenschaften  wird  man 
mittelst  des  Vorhergehenden  sich  leicht  iiberzeugen. 

III.    Von  der  Potenz  bei  Kreisen, 

A.    Yom   Ort   der   gleichen   Potenzen. 

§  14. 

Sind  in  einer  Ebene  irgend  zwei  feste  Puncte  M,  Ml  (Fig.  16)  ge- 
geben,  und  soil  der  Ort  desjenigen  Punctes  N  gefdnden  werden,  fur 
welchen  der  Unterschied  der  Quadrate  seiner  Abstande  von  den  zwei 
festen  Puncten  eine  gegebene  Grosse,  etwa  =  ^2,  ist?  also 


so  ist  der  in  Frage  stehende  Ort  offenbar  eine  Gerade  NQ,  welche  auf  der 
durch  die  zwei  festen  Puncte  bestimmten  Geraden  MMl  senkrecht  steht 
und  sie  dergestalt  theilt,  dass  auch  der  TJnterschied  der  Quadrate  ihrer 
Abschnitte  gleich  jener  gegebenen  Grosse  ist,  d.  h.  dass  auch 


ist  Derm  erfullt  der  Punct  N  die  gegebene  Bedingung,  so  hat  man,  wenn 
man  aus  ihm  auf  die  Gerade  MMl  das  Loth  NQ  fallt,  vermoge  der 
rechtwinkligen  Dreiecke  NQM  und  NQA^: 

NM*  —  QM*  =  NM\  —  QM\  =  NQ*, 
mithin 

NM*  —  NM\  =  QM2  —  QM]  =  u\ 

Da  nun  aber  die  Gerade  MM1  nur  in  einem  einzigen  Puncte  Q  so 
getheilt  werden  kann,  dass  der  TJnterschied  der  Quadrate  der  Abschnitte, 
das  ist  QM2  —  QM^  eine  gegebene  Grosse  u?  hat,  so  trifft  also  das  ge- 
nannte  Loth  NQ  die  Gerade  MMl  allemal  in  dem  namlichen  festen 
Puncte  Q  und  folglich  ist  der  Ort  yon  N  eine  feste  Gerade  NQ. 

Ob  der  Punct  Q  zwischen  den  zwei  festen  Puncten  M,  M^  liege,  oder 
jenseits  derselben,  hangt  von  dem  gegenseitigen  Verhaltniss  der  Grosse 
u  und  der  Strecke  MM^  ab,  je  nachdem  namlich  u  kleiner  oder  grosser 
als  MAI  ist. 
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§  15. 

Denkt  man  sich  uin  die  Puncte  M,  M^  mit  beliebigen  Radien  R,  R^ 
Kreise  beschrieben,  nnd  verlangt  den  Ort  des  Punctes  N  fur  den  beson- 
cleren  Fall,  wo  die  Differenz  der  Quadrate  seiner  Abstande  von  jenen 
Puncten  gleich  ist  der-  Differenz  der  Quadrate  der  Radien,  also 


so  wird,  wenn  insbesondere  die  Kreise  einander  schneiden,  die  gesuchte 
Ortslinie  NQ  nothwendigerweise  ihre  genaeinschaftliche  Secante  sein,  d.  li. 
sie  wird  durch  ihre  gegenseitigen  Durchschnittspuncte  gehen.  Denn  fur 
jeden  dieser  zwei  Puncte,  wenn  man  ihn  init  N  bezeiclmet,  hat  man:' 

MN=R    und    jSflJV==JB1, 
welches  offenbar  der  vorliegenden,  fiir  N  festgesetzten  Bedingung  geniigt. 

Wenn  aber  die  Kreise  einander  nicht  schneiden,  so  wird  auch  keiner 
von  ilinen  von  der  Ortslinie  NQ  getroffen,  sondern  diese  liegt  alsdann 
entweder  zwischen  oder  jenseits  der  Kreise,  je  nachdem  diese  ausser 
oder  in  einander  liegen. 

Irn  Allgemeinen  hat  die  Ortslinie  NQ  ferner  folgende  Beziehung  zu 
den  zwei  Kreisen: 

a)  ,,Die  aus  irgend  einem  Puncte  derselben  an  die  Kreise 
gelegten  Tangent'en  sind  einander  gleich;"  und: 

5)  ,,Die  durch  irgend  einen  Punct  derselben,  welcher  inner- 
halb  der  Kreise  liegt  (also  irn  Falle,  wo  diese  einander  schneiden), 
in  beiden  Kreisen  gezogenen  kleinsten  Sehnen  sind  einander 
gleich."  Und  mngekehrt: 

c)  ?,Jeder  Punct,  welchem  eine  von  diesen  zwei  Eigenschaften 
(a)  oder  (b)  zukonimt,  liegt  in  der  Ortslinie  NQ.K 

Denn  denkt  man  sich  aus  irgend  einem  Puncte  N  der  Ortslinie  an 
jeden  Kreis  eine  Tangente  gelegt,  bezeichnet  die  Beruhrungspuncte  durch 
By  Biy  und  denkt  sich  ferner  die  Geraden  MN,  A^N,  so  wie  die  Radien 
MB,  MlBl  gezogen,  so  hat  man  vermoge  der  rechtwinkligen  Dreiecke 
MEN  und  MJBJti 

NB2  =  MN*  —  MB2  =  MN2  —  R* 
und 

NB]  =  M,N*  —  M,B]  =  M,N^  —  R*. 

Zufolge  der  obigen  Gleichung  sind  aber  in  diesen  zweien  die  Differenzen 
rechts  einander  gleich,  daher  muss  auch 

NB2  =  NB\, 
oder 

NB  =  NB, 

sein,  d.  h.  es  mussen  die  Tangenten  einander  gleich  sein  (a).  Aehnlicher- 
weise  wird  der  zweite  Fall  (5)  bewiesen. 
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Die  Ortslinie  NQ  wird  vermoge  dieser  Eigenschaft  ,,die  Linie  der 
gleichen  Potenzen",  oder  auch,  in  Anseliung  ihrer  Puncte,  welche 
ausserhalb  der  Kreise  liegen,  ?7die  Linie  der  gleichen  Tangenten" 
der  zwei  Kreise  genannt.  Ueber  die  eigentlichen  Grande  fur  die  erste 
Benennung  sehe  man  die  oben  (§  2)  erwahnte  Abhandlung  (im  Journ.  f. 
Mathem.}*))  wo  dieser  Gegenstand  etwas  ausfuhrlicher  behandelt  ist. 

Wenn  insbesondere  die  Kreise  einander  berfihren,  so  ist  die  Linie 
der  gleichen  Potenzen  zugleich  ilire  geineinschaftliche  Tangente  in  ihrein 
Beruhrungspuncte. 

§  16. 

Betrachtet  man  in  einer  Ebene  irgend  drei  Kreise  Mv  M^  M^  deren 
Mittelpuncte  niclit  in  einer  Geraden  liegen,  so  haben  je  zwei  derselben 
eine  Linie  der  gleichen  Potenzen;  es  seien  N^Q^  AT2Q2;  ^iQj  bezieHich 
die  Linien  der  gleichen  Potenzen  der  Kreise  M^  und  M2,  M^  und  M^ 
j¥2  und  l/3. 

Denkt  man  sich  den  Punct  q,  in  welchem  sich  zwei  der  drei  Linien 
der  gleichen  Potenzen,  etwa  die  Linien  N3Q3  nnd  ^V2Q2^  schneiden,  so 
hat  dieser  Punct  vermoge  der  Linie  N3Q3  zu  den  Kreisen  Ml  und  M^ 
und  vermoge  der  Linie  Ns  Q2  zu  Hen  Kreisen  Ml  und  M3  gleiche  Potenzen 
—  d.  L,  wenn  der  Punct  Cf  ausserhalb  der  Kreise  liegt,  so  sind  die  durch 
denselben  gehenden  Tangenten  der  Kreise  Ml  und  M^   sowie  der  Kreise 
MI  und  J/83  einander  gleich,  also  Tangente  qB1  =  qS2  und  Cf^  =  g^3, 
und  wenn  er  innerhalb    der  Kreise  liegt,    so  sind  die   durch.  denselben 
gehenden  kleinsten  Sehnen  der  Kreise  M1  und  M2,  sowie  der  Kreise  M^ 
und  M,^  einander  gleich  —  daher  hat  er  auch  zu  den  Kreisen  M2  und 
Mz    gleiche  Potenzen   (d.  h.    die   durch  ihn   gehenden  Tangenten    oder 
kleinsten  Sehnen  dieser  Kreise  sind  einander  gleich,   namlich  Tangente 
q.Bs  =  qjB3),  und  folglich  liegt  er  in  der  zu  diesen  Kreisen  gehorenden 
dritten  Ortslinie  N^.-    Der  Punct  q  heisst  vermoge  dieser  Eigenschaft 
^der  Punct  der  gleichen  Potenzen  der  drei  Kreise". 
Aus  dieser  Betrachtung  ergeben  sich  folgende  Satze: 
a)  ,,Die  drei  Linien  der  gleichen  Potenzen  NZQZ,  N^N^ 
welche  zu  irgend  drei  Kreisen  in  einer  Ebene,   paarweise  ge- 
nonamen,  gehoren,  treffen  allemal  in  irgend  einem  Puncte  q  zu- 
sammen,   namlich  im  Puncte  der  gleichen  Potenzen  aller  drei 
Kreise,"    Und  insbesondere: 

J)  3JWenn  drei  Kreise  in  einer  Ebene  einander*  schneiden, 
so  treffen  sich  die  drei  Secanten  (oder  Sehnen),  welche  sie, 
paarweise  genommen,  gemein  haben,  allemal  in  irgend  einem 
Puncte  q  (§15). « 


*)  Cf.  S.  22  dieser  Ausgabe,  Note. 
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c)  ,,Wenn  drei  Kreise  in  einer  Ebene  einander  beruhren, 
so  treffen  sich  die  in  den  Bertihrungspuncten  an  sie  gelegten 
Tangenten  in  irgend  einem  Puncte  q". 

Schneiden  die  drei  Kreise  einander  in  einem  Puncte,  so  ist  dieser 
offenbar  zugleich  der  Punct  ihrer  gleichen  Potenzen  q. 

B.    Von   der   gemeinschaftlichen  Potenz. 

§  17- 

I.  Zieht  man  aus  einem  der  beiden  Aehnlichkeitspuncte  zweier 
Kreise  M,  M^  (Fig.  18),  etwa  aus  dem  ausseren  Aehnlichkeitspuncte  A, 
irgend  eine  die  Kreise  schneidende  Gerade  -4b1?  so  sind  von  den  vier 
Schnittpuncten  zwei  und  zwei,  namlich  a  und  a19  b  und  bx ,  ahnlich- 
liegende  Puncte  (§  12,  III).  Die  zwei  Schnittpuncte  des  einen  Kreises 
lassen  sich  aber  mit  denen  des  anderen  noch  in  einer  anderen  Ordnung 
paarweise  gruppiren,  namlich  a  und  bi:  b  und  ax;  jedes  dieser  zwei  P.aare 
soil  vorlaufig  ein  Paar  unahnlichliegender  Puncte  heissen.  Zieht  man 
nun  ferner  durch  denselben  Aehnlichkeitspunct  A  irgend  eine  zweite  die 
Kreise  schneidende  Gerade  Abl,  so  liegen  in  ihr  ebenfalls  zwei  Paare 
unahnlichliegender  Puncte,  namlich  c  und  bi:  b  und  C1?  und  es  kann  leicht 
gezeigt  werden,  dass  jedes  dieser  Punctepaare  mit  jedem  Paar  unahn- 
lichliegender Puncte  der  ersten  Geraden  in  irgend  einem  Kreise  liegt, 
also  dass  sowohl  die  vier  Puncte  a,  bx  und  c,  b15  als  a,  ba  und  b,  C13  als 
b,  a:  und  c,  b1?  als  b,  Ctj  und  b,  q  in  irgend  einem.  Kreise  liegen;  nam- 
lich, wie  folgt: 

Man  ziehe  z.  B.  die  Sehnen  ac,  bb,  c^q,  so  sind  ac  und  cijC,,  als 
entsprechende  oder  ahnlichliegende  Gerade,  parallel  (§  11,  I  und  §  12,  III), 
daher  miissen  die  Wink  el  der  zwei  Vierecke  abbe  und  c^bbCj  paarweise 
gleich  sein,  und  daher  muss,  da  das  erstere  einem  Kreise  M  einge- 
schrieben  ist,  auch  das  andere  einem  Kreise  eingeschrieben  sein,  d.  h., 
die  vier  Puncte  a15  b,  b,  Cj  miissen  in  irgend  einem  und  demselben  Kreise 
liegen.  Ebenso  folgt,  da  die  Sehnen  be  und  b^  als  ahnlichliegende  Ge- 
rade parallel  sind,  dass  das  Viereck  abc1b1  einem  Kreise  eingeschrieben 
ist;  u.  s.  w. 

Da  die  vier  Puncte  b,  b,  a19  q  in  einem  Kreise  liegen,  so  ist  in 
Riicksicht  auf  die  Secanten  Ab,  A^  zufolge  eines  bekannten  Satzes  (der 
Potenz  des  Punctes  A  in  Bezug  auf  den  Kreis  be^bCj,  siehe  die  vorher 
(§  15)  erwahnte  Abhandl.  §1,  No.  2)*): 

Ab  .  A^  =  Ab  .  A^ ; 

ebenso  folgt,  da  a,  b,  C19  bx  in  einem  Kreise  liegen: 

Aa .  J.bj  =  Ab  .  A^ ; 

*)  Of.  S.  22  dieser  Ausgabe. 

yteiner's  Werke.    J.  32 
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und  aus  ahnlichen  Griinden  folgt: 

Aa .  A\  =  Ac .  Ab, 
und 

JS  .  Adt  =  At .  Ab, ; 

und  folglich  zusammengefasst: 

Aa .  A\  =  -46 .  -40^  =  Ac .  Ab,  =  Ab  .  A- 

Da  diese  Gleichungen  immer  stattnnden,  welche  Richtung  die 
schneidenden  Geraden  Ab»  Ab,  haben  mogen,  also  immer  stattfinden, 
wahrend  man  z.  B.  den  Strahl  ^LB1  urn  den  festen  Aehnlichkeitspunct  A 
herumbewegt,  und  da  Aehnliches  in  Bezug  auf  den  inneren  Aehnlich- 
keitspunct  /  stattfindet,  so  hat  man  den  folgenden  Satz: 

Zieht  man  aus  einem  der  beiden  Aehnlichkeitspuncte  ir- 
gend  zweier  Kreise  M,  M^  beliebige  die  Kreise  schneidende 
Strahlen,  so  liegen  je  zwei  Paar  unahnlichliegender  Schnitt- 
puncte,  welche  irgend  zwei  yerscliiedenen  Strahlen  angehoren, 
allemal  in  irgend  einem  Kreis;"  und  ferner:  ,,das  Bechteck  unter 
den  Abstiinden  je  zweier  unahnlichliegenden  Puncte  vom  jedes- 
maligen  Aehnlichkeitspunct  ist  von  bestandigem  Inhalt,  d.  h. 
fur  alle  Strahlen  oder  fur  alle  Punctepaare  hat  dieses  Recht- 
eck  einen  und  denselben  bestimmten  Inhalt." 

Dieser  constante  Inhalt  aller  Rechtecke  wird  ,,die  gemeinschaft- 
liche  Potenz"  der  Kreise  M,  M1  in  Bezug  auf  den  jedesmaligen  Aehn- 
lichkeitspunct genannt,  und  war  5,aussere"  oder  ,,innerea  gemein- 
schaftliche  Totenz,  je  nachdem  dieser  Aehnlichkeitspunct  der  aussere  A 
oder  der  innere  /  ist;  und  ferner  werden  je  zwei  unahnlichliegende  Puncte, 
durch  welche  einRechteck  bestimmt  wird,  vie  etwa  a  und  ]617  ,,potenz- 
haltende"  Puncte  genannt  (Zwei  potenzhaltende  Puncte  brauchen  je- 
doch  nicht  in  den  gegebenen  Ereisen  selbst  zu  liegen,  sondern  nur  in 
einem  Strahl  und  zwar  so,  dass  das  Rechteck  unter  ihren  Abstanden  vom 
Aehnlichkeitspuncte  den  bestimmten  constanten  Inhalt  hat,  und  dass  sie 
auf  einerlei  oder  auf  entgegengesetzten  Seiten  des  Aehnlichkeits- 
punctes  liegen,  je  nachdem  dieser  A  oder  I  ist.) 

II.  Zurn  Behufe  spater  folgender  Aufgaben  ist  es  wichtig,  hierbei 
noch  auf  folgende  Umstande  aufmerksam  zu  machen. 

Da  namlich  die  vier  Puncte  36,  ax,  b,  q  in  einem  Kreise  liegeii,  so 
mussen  die  Sehnen  bb  und  cqq  als  gemeinschaftliche  Sehnen  dieses  Kreises 
und  der  gegebenen  Kreise  M  und  M1  einander  in  irgend  einem  Puncte 
q  der  gemeinschaftlichen  Selme  r§  der  letzteren  Kreise  schneiden  (§  16,  5). 
Aus  ahnlichen  Grunden  mussen  die  Sehnen  (oder  Secanten)  ac  und 
bjbj,  ab  und  BjCj,  Be  und  a1b1  einander  auf  der  gemeinschaftlichen  Sehne 
(oder  Secante)  r§  der  gegebenen  Kreise  M,  Ml  schneiden.  Entsprechen- 
des  findet  in  Riicksicht  auf  den  ianeren  Aehnlichkeitspunct  /  statt.  Also: 
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,,Durch  je  zweiPaar  potenzhaltender  Puncte,  welche  in  den 
Kreisen  selbst  (aber  nicht  in  einem  und  demselben  Strahle)  liegen, 
werden  in  diesen  Kreisen  allemal  zwei  solche  Sehnen  (oder 
Secanten)  bestimmt,  welche  einander  in  irgend  einem  Puncte 
ihrer  gemeinschaftlichen  Secante  r$  schneiden." 


Drittes  Kapitel. 

Losiing  aller  geometrischen  Aufgaben  mittelst  des  Lineals,  wenn  ein  fester 
Kreis  gegeben  ist. 


§  18. 

I.  Durcli   die  in   den  beiden  vorhergehenden  Kapiteln   enthaltenen 
Betrachtungen  fiber  Eigenschaften  der  Figuren  sind  wir  nun  in  Stand  ge- 
setzt,    dem   eigentlichen  Zwecke  dieser  Schrift,   namlich  der  Forderung: 
,?alle  geometrischen  Aufgaben  nur  mittelst  des  Lineals  zulosen, 
wenn  in  der  Ebene  irgend  ein  fester  Kreis  gegeben  ist",  zu  ge- 
niigen.     Und  zwar  kommt  es  Merbei,  wie  schon  Eingangs  bemerkt  wor- 
den  (§  1),  hauptsachlich  nur  auf  die  Losung  der  nachstehenden  acht  Auf- 
gaben an.    Die  Beweisgrimde,  auf  welchen  die  Richtigkeit  der  zur  Losung 
dieser  Aufgaben  angewendeten   Constructionen  beruht,    werde  ich,    wenn 
sie  in  vorhergelienden  Satzen    enthalten  sind,   kurz  andeuten,    wenn  sie 
aber   in   leichten,    allgemein   bekannten   Elementarsatzen   bestelien,   init 
Stills chweigen  ubergehen. 

II.  Nelimen  wir  also  an,  es  sei  in  der  Ebene  irgend  ein  gezeiclinet 
vorliegender  Kreis,   so  wie  dessen  Mittelpunct,  welcher  fortan  durch  M 
bezeichnet  werden  soil,  gegeben,  und  es  sei  nur  der  Gebrauch  des  Lineals, 
um  zwischen  gegebenen  Puncten  gerade  Linien  zu  ziehen,  gestafctet;    da- 
bei  sei  man  jedoch  bereclitigt,  die  gegenseitigen  Durchschnittspuncte  des 
Hiilfskreises  M  und  beliebiger  Gerader  als  unmittelbar  gegeben  anzuselien, 
so  lassen  sicli  die  in  Rede  stehenden  Aufgaben,  wie  folgt,  losen. 

Erste   Aufgabe. 

5,Mit  irgend  einer  gegebenen  Geraden,  durch  jeden  belie- 
bigen  Punct  eine  Parallele  zu  ziehen. " 

a)  Wenn  die  gegebene  Gerade  durch  den  Mittelpunct  des 
Hulfskreises  gelit,  wie  etwa  a  Mb  (Fig.  19).  —  In  diesem  Falle  hat 
man  in  der  Geraden  unmittelbar  drei  Puncte,  namlich  die  zwei  Puncte  a 
und  by  in  welchen  sie  den  Kreis  schneidet,  und  den  Mittelpunct  M  des 
letztereu,  wo  von  der  eine,  namlich  M,  in  der  Mitte  zwischen  den  zwei 
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iibrigen  liegt,  so  dass  durch  deren  Hulfe  sofort  nach  (§  6,  I)  durch  jeden 
beliebigen  Punct  mit  ab  eine  Parallele  gezogen  werden  kann. 

b)  Wenn    die    gegebene    Gerade    den   Hiilfskreis    schneidet, 
aber  nicht  durch  seinen  Mittelpunct  geht,  wie  etwa  cd.  —  Ziehe 
aus  den  Schnittpuncten  c,  d  durch    clen  Mittelpunct  M  des  Kreises    die 
Durchmesser  cMcl}  clMd,,   so  bestimmen  deren   andere  Endpuncte  <v  d{ 
eine  Sehne  c&,    welche  mit  der  gegebenen  cd  parallel  ist,    und  durch 
deren  Hulfe  also  sofort  der  Aufgabe  geniigt  werden  kann  (§  6,  III). 

c)  Wenn  die  gegebene  Gerade  beliebige  Lage  hat,  wie  etwa 
die  Gerade  ef.   —  1.    Ziehe  aus  einem  willkuiiichen  Puncte  der  gege- 
benen Geraden,  etwa  aus  g,  den  Durchmesser  abg,  lege  durch  einen  be- 
liebigen Punct  c  der  Kreislinie  die  Sehne  cde  mit  ab  parallel  (a),  ziehe 
sofort  die  Durchmesser  cMcl9  dMdl  und  durch  ihre  Endpuncte  cl9  dl  die 
Gerade  dlclf,  so  hat  man  in  der  gegebenen  Geraden  drei  Puncte  e,  g,  /, 
wovon  offenbar  der  eine,  g,  gleich  weit  von  den  zwei  iibrigen  entfernt  ist, 
MO  dass  man  sofort  durch  jeden  beliebigen  Punct  mit  dieser  Geraden  eine 
Parallele  ziehen  kann  (§  6,  I).    —    Oder  2.    Ziehe  aus  zwei  beliebigen 
Puncten  h,  i  der  gegebenen  Geraden  die  Durchmesser  hcfy  iddl  und  durch 
deren  Endpuncte  die  parallelen  Sehnen  cde,  d^f,  die  der  Geraden  in  den 
Puncten   e,  f  begegnen;    aus    diesen   Puncten    ziehe   ferner    die   Durch- 
messer eMe^/Mf^  welche  jene  Sehnen  in  e19  f\  schneiden,  so  wird  dio 
Gerade  ej\   der   gegebenen    Geraden  ef  parallel    sein,    und    man   kann 
sofort  durch  jeden  beliebigen  Punct  mit  der  letzteren  eine  Parallele  legen 

(§  6,  HI). 

Anmerkung.  1)  Der  dritte  Fall  (c)  ist  allgemein,  er  umfasst  auch 
die  beiden  vorhergehenden  Falle,  so  wie  auch  den  besonderen  Fall,  wo 
die  gegebene  Gerade  den  Kreis  beriihrt. 

2)  Sollten  mit  mehreren  gegebenen  Geraden  durch  gegebene  Puncte 
Parallele  gezogen  werden,  so  wiirde  man  am  zweckmassigsten  verfahren. 
wenu  man  irgend  einen  Durchmesser  ab  und  sofort  zwei  gleichweit  von 
ihm  abstehende  und  mit  ihm  parallele  Selinen  cd,  c^  zoge,  weil  alsdann 
diese  drei  Parallelen  offenbar  in  jeder  Geraden  (mit  welcher  sie  nicht  etwa 
zufallig  parallel  waren)  drei  Puncte,  wie  etwa  e,  g  und  /,  bestimmten, 
wovon  der  eine,  g,  in  der  Mitte  zwischen  den  zwei  iibrigen  lage. 

Zweite   Aufgabev 

wWenn  in  einer  Geraden  irgend  eine  begrenzte  Strecke  ge- 
geben  ist,  so  soil  man  a)  eine  andere  Strecke  finden,  welche 
ein  gegebenes  Yielfaches  von  jener  ist;  oder  b)  die  gegebene 
Strecke  in  irgend  eine  gegebene  Anzahl  gleicher  Theile  theilen; 
oder  endlich  c)  eine  andere  Strecke  finden,  welche  zu  der  gege- 
benen irgend  ein  gegebenes  rationales  Verhiiltniss  hat." 
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Man  zielie  mit  der  gegebenen  Geraden  irgend  eine  Parallele  (erste 
Aufgabe),  so  kann  sofort  die  vorgelegte  Aufgabe  nach  Anleitung  von  §  6, 
IV  gelost  werden. 

Dritte   Aufgabe. 

„  Auf  eine  gegebene  Gerade  durcli  irgend  einen  gegebenen 
Punct  eine  andere  Gerade  rechtwinklig  zu  ziehen." 

A.    Mittelst  Paralleler. 

a.  Wenn  die  gegebene  Gerade  irgend  ein  Durchniesser  des 
Hulfskreises  ist,    wie  etwa  ab  (Fig.  19).    —   Man  ziehe  irgend  eine 
mit  dem  gegebenen  Durchniesser  ab  parallele  Seline  cd  (§  6,  I),  ziehe  so- 
dann  den  Durchniesser  dMd1  und  ferner  die  Sehne  cdl7  so  wird  diese  zu 
dem  gegebenen  Durchmesser  ab  rechtwinklig  sein  und  von  ihin  im  Puncte 
k  gehalftet  werden;  man  hat  daher  nur  nothig,  durch  den  gegebenen  Punct 
mit  der  Sehne  ckdl  eine  Parallele  zu  ziehen  (§  6,  I),  urn  sofort  der  Auf- 
gabe zu  geniigen. 

Urn  insbesondere  denjenigen  Durchmesser  zu  finden,  welcher  auf  dem 
gegebenen  ab  senkrecht  steht,  denke  man  sich  die  Geraden  ac,  bd  ge- 
zogen  (nachdem  man  zuvor  cd  mit  ab  parallel  gelegt  hat),  lege  durch 
ihren  Durchschnittspunct  und  durch  den  Mittelpunct  M  eine  Gerade,  so 
ist  diese  der  verlangte  Durchmesser;  ebenso  schneiden  sich  die  Geraden 
ad1}  bcl  auf  dem  gesuchten  Durchmesser. 

b.  Wenn   die   gegebene  Gerade   den  Hulfskreis    schneidet, 
wie  etwa  cd.  —  Ziehe  die  Durchmesser  ccv  dd1  und  sodann  die  Sehnen 
cdl}  dcl,   so  werden  diese  letzteren  zu  der  gegebenen  Geraden  cd  recht- 
winklig und  mithin  unter  sich  parallel  sein;  daher  wird  der  Aufgabe  ge- 
niigt,   wenn   man  durch   den  jedesmaligen   gegebenen  Punct  mit  jenen 
Sehnen  eine  Parallele  zieht  (§  6,  III). 

c.  Wenn  die  gegebene  Gerade  den  Hiilfskreis  nicht  schnei- 
det, wie  etwa  ef.    —   Ziehe  irgend  eine  Sehne  der  gegebenen  Geraden 
ef  parallel  (1.  Aufg.),  es  sei  etwa  dcl  eine  solche  Sehne,  sodann  ziehe  die 
Durchmesser  dd19  c^c  und  dann  weiter  die  Sehnen  cd,  d1c1,  so  sind  diese 
zu  der  Sehne  dc^   und  mithin  auch  zu  der  gegebenen  Geraden  ef  senk- 
recht, also  unter  sich  parallel,  und  daher  wird  der  Aufgabe  sofort  gentigt, 
wenn   man   durch   den   gegebenen  Punct  mit    den  Sehnen  cd,  d1c1   eine 
Parallele  zieht  (§  6,  IE). 

Der  gegebene  Punct  kann,  wie  leicht  zu  sehen,  in  alien  drei  Fallen 
(a),  (b),  (c)  liegen,  wo  man  will,  in  der  gegebenen  Geraden  selbst,  oder 
ausserhalb  derselben. 

B.    Mittelst  harmonischer  Eigenschaften. 

a.  Wenn  die  gegebene  Gerade  Durchniesser  des  Hiilfskreises 
ist,  wie  etwa  ab  (Fig.  20).  —  a.  Der  gegebene  Punct  liege  ausserhalb 
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des  Hiilfskreises,  wie  etwa  p.  Ziehe  durch  den  Punct  p  und  durch  die 
Endpuncte  des  Durchmessers  ab  die  Geraclen  pa,  pb,  die  den  Kreis  zum 
zweiten  Mai  in  c,  d  schneiden,  und  ziehe  die  Geraden  ad,  cb,  die  sich  in 
irgend  einem  Puncte  pl  schneiden,  so  wird  die  Gerade  ppj  die  verlangte 
sein.  Denn  da  acb  und  adb  rechte  Winkel  sind,  so  sind  pvc  und  pd,  in 
Hinsicht  des  Dreiecks  papl,  zwei  aus  den  Ecken  auf  die  Gegenseiten  ge- 
fallte  Lothe,  und  dalier  muss  ab  das  aus  der  dritten  Ecke  auf  die  Gegen- 
seite  gefallte  Loth  sein,  weil  alle  drei  Lothe  sich  in  einem  und  demselben 
Puncte  b  schneiden  mussen.  Der  Beweis  folgt  auch  aus  hannonischen 
Eigenschaften,  zu  welcheni  Ende  man  nur  noch  die  Gerade  csd  ziehen 
muss  (§  10).  Liegt  insbesondere  der  gegebene  Punct  in  dem  gegebenen 
Durchmesser,  wie  etwa  r,  so  ziehe  man  durch  ihn  irgend  eine  den  Kreis 
schneidende  Gerade  ref,  ziehe  welter  die  Geraden  ae  und  bf,  af  und  be, 
die  sich  in  den  Puncten  q,  q1  schneiden,  lege  durch  diese  die  Gerade  qq^ 
die  den  gegebenen  Durchmesser  ab  in  s  trifft,  lege  durch  diesen  Punct 
s  eine  beliebige  Secante  csd,  ziehe  sofort  die  Geraden  ac  und  db,  ad  und 
cl,  die  sich  in  p,  fpl  schneiden,  und  ziehe  endlich  die  Gerade  ppl ,  so  wird 
diese  der  Aufgabe  genugen.  Die  Richtigkeit  dieser  Construction  folgt  aus 
§  10,  III  und  IV;  namlich  es  ist  zu  bemerken,  dass  sqql  die  Harmoni- 
sche  des  Punctes  r  und  prp1  die  Harmonische  des  Punctes  s  ist  u.  s.  w. 
—  p.  Der  gegebene  Punct  liege  innerhalb  des  Hiilfskreises,  wie  etwa  q. 
Man  ziehe  die  Geraden  aq,  bq,  die  den  Kreis  in  e,  f  schneiden,  ziehe 
•welter  die  Geraden  af,  be,  die  sich  in  q1  schneiden,  so  ist  qql  die  ver- 
langte Gerade.  Ist  s  der  gegebene  Punct,  so  ziehe  man  durch  ihn  eine 
beliebige  Sehne  csd  und  sodann  die  Geraden  ac  und  db,  ad  und  cb,  die 
sich  in  p,  pl  schneiden,  ziehe  ferner  die  Gerade  ppiy  die  den  Durchmesser 
ab  in  r  trifft,  lege  durch  diesen  Punct  eine  beliebige  Secante  ref  und 
ziehe  welter  die  Geraden  ae  und  bf,  af  und  be,  die  sich  in  q,  q1  schnei- 
den, so  wird  die  Gerade  qql  der  Forderung  genugen,  d.  h.  sie  wird  in 
dem  gegebenen  Puncte  s  auf  dem  gegebenen  Durchmesser  ab  senkrecht 
stehen.  Alles  beruht  auf  ahnlichen  Griinden,  wie  vorhin  (a). 

b.  Wenn  die  gegebene  Gerade  beliebige  Lage  hat,  z.  B.  sie 
sei  ppl  (oder  qq^).  —  Man  suche  ihren  harmonischen  Pol  s  (oder  r)  in 
Bezug  auf  den  Hulfskreis  (§  10,  IV),  ziehe  den  durch  denselben  gehenden 
Durchmesser  Ms  (oder  Mr),  so  steht  dieser  auf  der  gegebenen  Geraclen 
pp1  (oder  qq^  im  Puncte  r  (oder  s)  senkrecht;  man  suche  weiter  zu  diesem 
Puncte  r  die  Harmonische  ay,  ziehe  sofort  yMz  und  ferner  az,  bx,  die 
sich  in  v  schneiden,  so  wird  der  Durchmesser  vM  der  gegebenen  Geraden 
ppl  (oder  qqj  parallel  sein,  und  man  hat  sofort  nur  auf  ihn  aus  dem  ge- 
gebenen Punct  ein  Loth  zu  fallen,  nach  (a),  um  der  Aufgabe  zu  genugen. 
Fiir  die  Gerade  qq^  ist  die  Losung  etwas  einfacher,  wie  man  leicht  be- 
merken wird. 
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Vierte    Aufgabe. 

,,Durch  einen  gegebenen  Punct  eine  Gerade  zu  ziehen,  die 
mit  einer  gegebenen  Geraden  einen  Winkel  einschliesst,  wel- 
cher  einem  gegebenen  Winkel  gleich  ist" 

Es  sei  AmC  (Fig.  21)  der  gegebene  Winkel,  EF  die  gegebene  Gerade  und 
etwa  p  der  gegebene  Punct.  —  Man  zielie  die  Durchmesser  ab,  cd  den 
Schenkeln  des  Winkels  parallel  (1.  Aufg.),  so  dass  Winkel  aMc  =  AmC, 
und  ferner  den  Durchmesser  ef  der  gegebenen  Geraden  EF  parallel;  sodann 
zielie  man  weiter  die  Seline  ce  und  durch  a  die  Selme  ag  mit  ihr  parallel, 
und  ferner  den  Durchmesser  # h,  so  ist  Bogen  ac  —  ge,  und  mithin  Winkel 
gMe  =  aMc  =  AmC;  dalier  ziehe  man  endlich  durch  den  gegebenen 
Punct  p  mit  dem  Durchmesser  gMli  eine  Parallele  pq  (§  6,  I),  so  wircl 
pqE  (==gMe  =  AmC)  der  veiiangte  Winkel  sein.  Zoge  man  die  Sehne 
ae,  statt  ce,  unb  durch  c  mit  ihr  eine  parallele  Sehne  u.  s.  w.,  so  wurde 
man  den  anderen  Winkel  erhalten,  welcher  ebenfalls  der  Aufgabe  geniigt, 
und  welcher  nach  F  hin,  statt  nach  E  hin,  gekehrt  ware. 

Ebenso  wird  die  Aufgabe  gelost,  wenn  insbesondere  der  gegebene 
Punct  in  der  gegebenen  Geraden  EF  selbst  liegt,  wie  etwa  q,  d.  h.  wenn 
die  gewohnliche  Aufgabe  gestellt  wird:  ,,An  eine  gegebene  Gerade  JSF, 
in  einem  gegebenen  Punct  q,  einen  Winkel  anzulegen,  welcher  einem  der 
Grosse  und  Lage  nach  gegebenen  Winkel  AmC  gleich  ist." 

Funfte    Aufgabe. 

??Einen  gegebenen  Winkel  a)  zu  halften,  oder  b)  beliebig 
oft  zu  vervielfachen." 

Fall  a.  Es  sei  AmC  (Fig.  21)  der  gegebene  Winkel.  —  Ziehe  die 
Durchmesser  ab,  cd  den  Schenkeln  mA,  mC  des  Winkels  parallel,  so  dass 
Winkel  aMc  =  AmC  ist;  ziehe  sofort  die  Sehne  ad  (oder  cb)  und  durch 
den  Scheitel  des  gegebenen  Winkels  die  Gerade  mn  mit  ad  (oder  cb) 
parallel,  so  wird  mn  den  Winkel  AmC  halften. 

Fall  b.  Dieser  Fall  kann  durch  Hiilfe  der  dritten  Aufgabe  nach  An- 
leitung  von  §  9  erledigt  werden.  Hier  liesse  er  sich  iibrigens  noch  auf 
andere  Weise  bewerkstelligen,  dessen  ich  mich  aber  enthebe,  weil  er  mk 
nicht  als  sehr  wesentlich  erscheint. 

Sechste    Aufgabe. 

,,An  einen  gegebenen  Punct  eine  Gerade  zu  legen,  welche 
einer  der  Grosse  und  Lage  nach  gegebenen  Geraden  gleich  ist." 

Es  sei  Mi^  (Fig.  22)  die  gegebene  Gerade  und  etwa  M2  der  ge- 
gebene Punct.  Sollen  viele  Gerade  zugleich  an  den  Punct  M2  gelegt 
werden,  die  der  gegebenen  Strecke  M1a1  gleich  sind,  so  scheint  das  fol- 
gende  Verfahren  am  zweckmassigsten  zu  sein.  Zum  leichteren  Verstand- 
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niss  1st  jedoch  zuvorderst  noch  zu  bemerken,  dass  die  Endpuncte  aller 
Geraden,  welclie  der  Aufgabe  genugen,  offenbar  in  einem  Kreise  M2  liegen, 
dessen  Halbmesser  der  gegebenen  Strecke  M^  gleich  1st.  Dieses  leitet 
daher  darauf,  den  Punct  1£  und  den  einen  Endpunct  der  gegebenen  Gera- 
den, etwa  If1?  als  Mittelpuncte  zweier  gleichen  Kreise  anzusehen,  deren 
Radien  namlich  der  gegebenen  Strecke  Mlal  gleich  sind,  um  sodann  durch 
die  gegenseitige  Beziehung  der  drei  Kreise  M,  M^  M^  und  zwar  nament- 
lich  durch  ihre  Aehnlichkeitspuncte,  die  Mittel  zu  finden,  durch  deren 
Hiilfe  der  vorgelegten  Aufgabe  geniigt  werden  kann.  Zu  diesem  Endzweck 
stelle  man  sich  unter  A2  und  J35  A1  und  Jp  A  und  /  beziehlich  die  Aehn- 
lichkeitspuncte der  Kreispaare  M  und  M1  ,  M  und  M2  ,  Ml  und  M2  vor. 
Da  die  Kreise  M^  M2  gleich  sind,  so  liegt  ihr  innerer  Aehnlichkeitspunct 
/  in  der  Mitte  zwischen  ihren  Mittelpuncten  Ml,  M2,  und  ihr  ausserer 
Aehnlichkeitspunct  A  ist  unendlich  entfernt  (§  12,  I,  7);  es  miissen  daher 
die  Aehnlichkeitsstrahlen  A^A^A],  IJ^A]  mit  der  Axe  M^M^  parallel 
sein  (§  13,  1,  4).  Hiernach  kann  die  vorgelegte  Aufgabe,  wie  folgt,  gelost 
werden: 

Man  ziehe  die  Geraden  MMl,  MM2  und  M^M^  ziehe  ferner  den 
Durchmesser  ab  parallel  der  gegebenen  Geraden  M^  und  sodann  die 
Geraden  atay  afi,  welche  M^M  in  ,43,  /2  schneiden;  hierauf  ziehe 
man  welter  durch  den  Punct  A2  mit  M^M^  parallel  die  Gerade  A9A^ 
die  M2M  in  A1  begegnet,  und  ziehe  ferner  die  Gerade  A^I^,  welche 
1/^4  in  I  trifft,  und  endlich  die  Gerade  IA2,  welche  MM2  in  ^ 
schneidet*),  so  sind  alsdann  die  Puncte  A^  /x  die  Aehnlichkeitspuncte 
zweier  Kreise  M,  !£,,  wovon  der  letztere  die  gegebene  Strecke  M^a^  zum 
Halbmesser  hat. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  ist  es  nun  leicht,  an  den  Punct  M2  so 
viele  Gerade  anzutragen,  als  man  will,  die  der  gegebenen  Strecke  M^ 
gleich  sind.  Denn  zieht  man  im  Hulfskreise  irgend  einen  Durchmesser, 
wie  z.  B.  ab  (welcher  aber  nicht  mit  M^  parallel  zu  sein  braucht),  ver- 
bindet  seine  Endpuncte  a,  b  mit  den  Puncten  A^  1^  durch  Gerade  A^ 
und  6/15  AJ)  und  a/15  so  schneiden  sich  diese  in  zwei  Puncten  &3,  &?, 
wovon  jeder  um  die  gegebene  Lange  M^  von  dem  gegebenen  Puncte  M2 
absteht,  und  zwar  liegen  diese  drei  Puncte  a2,  Af2,  &>  in  einer  Geraden 


1st  aber  die  Richtung  der  anzutragenden  Geraden  gegeben,  ist  z.  B. 
eine  durch  M2  gehende  Gerade  gegeben,  in  welcher  sie  liegen  soil,  oder 

*)  Um  die  Puncte  Aiy  /t  zu  finden,  kann  man  anch  zufolge  der  obigen  Vorberei- 
tung  statt  dnrcli  A^  die  Grerade  A2A^  durch  /2  die  Gerade  I2It  mit  M^M^  parallel 
ziehen,  wo  man  sofort  durch  die  Gerade  A^  den  Punct  /  und  durch  die  Gerade  J/2 
den  Punct  At  erhalt;  oder  man  kann  drittens  zuerst  die  Mitte  /  der  Geraden  MtMz 
sucben  (2.  Aufg.)  und  dann  mittelst  der  Geraden  //2,  IA%  die  Puncte  AlJ  I%  finden. 
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1st  irgend  eine  Geracle  gegeben,  welcher  sie  parallel  sein  soil,  so  muss 
man  zuerst  den  mit  dieser  Geraden  parallelen  Durchmesser  des  Hiilfs- 
kreises  M  ziehen  (1.  Aufg.)  und  sodann  ebenso  verfahren  wie  vorhin. 

Siebente    Aufgabe, 

,,Die  gegenseitigen  Durchschnittspuncte  einer  gegebenen 
Geraden  und  eines  der  Grosse  und  Lage  nach  gegebenen  Kreises 
(welcher  aber  nicht  gezeichnet  YQrliegt)  zu  finden." 

Es  sei  Gl  (Fig.  23)  die  gegebene  Gerade,  M^  der  Mittelpunct  und 
etwa  Mlal  der  Radius  des  gegebenen  Kreises. 

Die  vorgelegte  Aufgabe  kann  dadurch  gelost  werden,  dass  man  die 
Aehnlichkeitspuncte  A,  I  der  zwei  Kreise  M,  M^  construirt  und  sodann 
diejenige  Gerade  G  sucht,  welche  zu  dem  Hiilfskreise  M3  in  Ansehung 
des  einen  oder  anderen  Aehnlichkeitspunctes,  ahnliche  Lage  hat  wie  die 
gegebene  Gerade  Gl  zu  dem  Kreise  1/J ;  denn  alsdann  mtissen  die  Durch- 
schnittspuncte g,  h  der  ersteren  (G  und  M)  den  Durchschnittspuncten 
gv  hi  der  letzteren  (Gl  und  JkfJ  entsprechen  oder  mit  ihnen  ahnlich- 
liegende  Puncte  sein,  so  dass  diese  (^,  AJ  mittelst  jener  (g,  K)  sofort 
gefunden  werden.  Dieses  alles  geschieht  aber,  wie  folgt: 

Man  ziehe  den  Durchmesser  a  b  mit  dem  gegebenen  Radius  A/X 
parallel,  ziehe  ferner  die  Axe  MAfj_  nebst  den  Geraden  ava^  afi,  welche 
die  Axe  in  den  Aehnlichkeitspuncten  A,  I  schneiden  (§  12,  I).  Man  ver- 
langere  den  Radius  a^l^  bis  er  die  gegebene  Gerade  Gl  in  ^  trifft,  und 
ziehe  sodann  den  Strahl  Ac^  der  dem  Durchmesser  ab  in  c  begegnet,  so 
sind  c  und  <?x  zwei  ahnlichliegende  Puncte,  in  Bezug  auf  den  ausseren 
Aehnlichkeitspunct  A  (weil  aM,  a1Ml  ahnlichliegende  Gerade  sind  (§  11)). 
Nun  ziehe  man  ferner  im  Hiilfskreise  einen  beliebigen  Durchmesser  de, 
lege  die  Geraden  Ae,  dl,  die  sich  in  el  schneiden  (oder  die  Geraden 
el,  die  sich  in  <^  schneiden),  ziehe  den  Durchmesser  ^A/j  (oder 
der  jenem  de  entspricht,  also  mit  ihm  parallel  ist,  und  der  die  Gerade 
Gl  in  f\  schneidet,  und  ziehe  endlich  den  Strahl  Af^  welcher  dem  Durch- 
messer de  in/  begegnet,  so  sind/ und  f\  ebenfalls  ahnlichliegende  Puncte 
in  Bezug  auf  den  Aehnlichkeitspunct  A.  Daher  sind  die  Geraden  ef,  e^\ 
oder  &,  Gi:  in  Bezug  auf  den  Aehnlichkeitspunct  A,  ahnlichliegend  (§  11, 1), 
und  ebenso  die  Puncte  ^und^17  A  und  A1?  in  welchen  sie  die  zugehorigen 
Kreise  M,  A^  schneiden.  Man  ziehe  demnach  weiter  die  Gerade  cf,  die 
den  Kreis  M  in  g,  h  schneidet,  und  sodann  die  Strahlen  Ag,  Ah,  so 
treffen  diese  die  gegebene  Gerade  Gl  in  den  in  der  Aufgabe  verlangten 
Puncten  g^  \. 

Anmerkung.  1.  In  Hinsicht  der  gegenseitigen  Lage  des  Kreises 
M  und  der  Geraden  <?  sind  drei  Falle  moglich,  namlich  entweder  1)  schnei- 
den sie  sich  in  zwei  Puncten,  oder  2)  sie  beruhren  sich  in  einem  Puncte, 
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oder  3)  sie  treffen  einander  gar  nicht;  in  jedem  dieser  drei  Falle  findet 
dann  offenbar  in  Hinsicht  der  gegenseitigen  Lage  des  gegebenen  Kreises 
M^  und  der  gegebenen  Geraden  Gl  ein  Gleiches  statt. 

2.  Ware  der  Radius  !/l/1a1   zufallig  mit  der  gegebenen  Geraden  <?j 
parallel,   so  wiirde   der  Punct  cl  unendlich  •  entfernt  liegen,   und  alsdann 
ware  es  bequeiner,  statt  seiner  irgencl  einen  anderen  Punct  in  der  Con- 
struction zu  gebrauchen,  der  namlich  anf  dieselbe  Weise,  wie  der  Punct 
t\  liervorgebraclit  und  benutzt  wiirde.    Bei  Anwendungen  auf  dem  Felde 
wiirde  zur  Bequemlichkeit  auch  schon  in  dem  Falle  ein  anderer  Punct  zu 
Hiilfe  genommen  werden,  wenn  nur  der  Punct  ^  selir  entfernt  lage,  d.  h. 
schon  wenn  die  Geraden  aYM^  und  Gr1  einen  sehr  spitzen  Winkel  bildeten. 

3.  So  wie   man  durch  Hulfe  des  ausseren  Aehnlichkeitspunctes  A 
die  zur  Losung  der  Aufgabe  nothige  Gerade  G,  oder  Sehne  gh,  construirt 
liat,  ebenso  kann  man  mittelst  des  inneren  Aehnlichkeitspunctes  /  eine 
Gerade  H  hervorbringen,  die  in  Bezug  auf  denselben  der  gegebenen  Gera- 
den Grl  entspricht,  und  wo  man  alsdann  mittelst  zweier  durcli  /  (und  durcli 
die  Durchschnittspuncte  der  Geraden  H  und  des  Hiilfskreises  M,  die  namlich 
die  anderen  Endpuncte  der  durch  g,  h  gehenden  Durchmesser  des  Kreises 
Ifsind  (§12,111))  gehenden  Strahlen  die  nainlichen  gesuchten  Puncte  gl , 
Aj  findet,  wie  dort.    Kamen  daher  bei  einem  practischen  Falle,  etwa  auf 
dem  Felde,   Hindernisse  vor,   ware  z.  B.   die  gegebene  Gerade  G^   nicht 
iiberall  zuganglich,  sondera  ware  sie  nur  durch  zwei  Puncte,  etwa  durch 
c\  und/i,  gegeben,  die  so  lagen,  dass  man  nicht  von  dem  einen  bis  zu 
dem  anderen  hinsehen  konnte,  so  wiirde  man  auf  die  angegebene  Weise 
beide  Aehnlichkeitspuncte  A  und  /  zugleich  benutzen,  um  jeden  der  bei- 
den  gesuchten  Puncte  g^  A,  als  Durchschnittspunct  zweier  Strahlen,  wo  von 
der  eine  durch  A  und  der  andere  durch.  /  ginge,  zu  erhalten.    In  diesem 
Falle  mtisste  aber  der  Gang  der  Auflosung  etwas  geandert  werden.   Nam- 
lich  man   wiirde   zuerst   durch   die  gegebenen  Puncte  c17  f\   die  Durch- 
messer Cj^/,,  flML    ziehen,   ferner  mit   diesen  parallel  die  Durchmesser 
ab,  de,  und  dann  ware  von  da  an  das  Weitere  wie  zuvor. 

4.  Wenn  der  gegebene  Radius  M^^  insbesondere  in  der  Axe  MM^ 
lage,  z.  B.  wenn  er  Mfa  ware,  wie  miisste  dann  bei  der  Losung  verfahren 
werden?   Ein  ahnlicher  besonderer  Fall  kann  bei  der  vorhergehenden  Auf- 
gabe eintreten,  wenn  namlich  die  daselbst  gegebene  Strecke  M^  in  der 
Richtung  irgend  eines  Durchmessers  des  Hiilfskreises  M  liegt,  und  Aehn- 
liches  kann  ferner  bei  der  nachfolgenden  Aufgabe  (8.  Aufg.)  stattfinden. 
Die  Losung  dieser  besonderen  Falle  wird  den  Liebhabern  zur  Selbstiibung 
iiberlassen. 

Achte    Aufgabe. 

3,Die   gegenseitigen  Durchschnittspuncte   zweier  gegebenen 
Kreise  zu  finden."  , 
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Erster  Fall.  Wenn  der  eine  Kreis  gezeichnet  vorliegt,  namlich  wenn 
er  der  Hiilfskreis  M  selbst  1st,  und  der  andere  Kreis  nur  der  Grosse  und 
Lage  nach  gegeben  1st.  Es  sei  z.  B.  Ml  (Fig.  18)  der  Mittelpunct  und 
Ml^1  der  gegebene  Radius  des  zweiten  Kreises. 

Bei  der  Losung  dieses  Falles  koinmt  es  offenbar  darauf  an,  die  ge- 
meinschaftliche  Secante  der  zwei  Kreise  zu  finden,  well  diese  sodann  auf 
dem  Hiilfskreise  unmittelbar  die  gesucliten  Puncte  r,  %  giebt.  Dieses  kann 
zufolge  §  17  unter  anderen  auf  nachsteliende  Weise  geschehen: 

Man  ziehe  im  Hiilfskreise  M  den  Durchmesser  be  dem  gegebenen 
Radius  M^b^  parallel,  ziehe  ferner  die  Axe  MMV  nebst  den  Geraden  bab, 
bjC,  die  jener  in  den  Aehnlichkeitspuncten  A,  I  begegnen  und  den  Kreis 
M  zum  zweiten  Mai  in  a,  e  schneiden ;  nun  ziehe  man  weiter  den  Stralil 
Ac,  der  den  Kreis  M  zum  zweiten  Mai  in  b  und  den  verlangerten  Radius 
\M^  in  q  trifffc,  welcher  letztere  Punct  zugleich  im  Kreise  Ml  liegt;  so- 
dann zielie  man  den  Durchmesser  af  und  sofort  die  Gerade  f I,  die  dem 
Strahle  Abl  im  Puncte  c^  begegnet,  welcher  zugleich  dem  Kreise  3ft  ange- 
hort  (§  12,  III),  so  sind  alsdann  sowohl  die  zwei  Puncte  a  und  b17  als  b  und 
a15  als  b  und  q  potenzhaltende  Puncte  in  Bezug  auf  den  Aehnlichkeits- 
punct  A  (§  17, 1);  zieht  man  daher  weiter  die  zwei  Paar  Sehnen  ab  und 
bjCj  (diese  verlangert),  Bb  und  ajC19  welche  sich  in  |>,  q  schneiden,  und 
zieht  endlich  die  Gerade  ^q,  so  ist  diese  die  gemeinschaftliche  Secante 
der  gegebenen  Kreise  (§  17,  II)  und  schneidet  den  Hulfskreis  M  in  den 
in  der  Aufgabe  geforderten  Puncten  r,  £. 

Anmerkung.  1.  Wurde  ausser  den  vorausgesetzten  Beschrankungen 
der  Hiilfsmittel  noch  .die  Bedingung  hinzugeftigt,  man  solle  von  dem  Kreise 
Ml  ausser  dem  Puncte  bj  (und  dem  Mittelpuncte  ML)  keinen  anderen 
Punct  benutzen,  ware  dies  etwa  durch  irgend  obwaltende  Hindernisse  be- 
dingt,  so  konnte  man  der  Aufgabe  mittelst  des  anderen  Kreises  M  allein  auch, 
wie  folgt,  geniigen.  Nachdem  man  auf  dieselbe  Weise  wie  vorhin  mittelst 
der  Geraden  fyb,  bjC  die  Aehnlichkeitspuncte  A,  I,  so  wie  die  Schnitt- 
puncte  a,  e  gefanden  hatte,  fande  man  mittelst  des  Strahles  Ac  den 
Punct  b  und  mittelst  des  Strahles  b/  den  Punct  g;  sodann  mittelst  der 
Sehnen  ab  und  eg  den  Punct  $  und  mittelst  der  Sehnen  ag  und  be  den 
Punct  t;  alsdann  lagen  diese  Puncte  £,  t  in  der  gemeinschaftlichen  Se- 
cante x§>  der  beiden  gegebenen  Kreise  M,  M^  Die  Grunde,  auf  welchen 
die  Richtigkeit  dieses  Verfahrens  beruht,  sind  leicht  aufzufindcn  (2.  Kapitel). 

2.  Wenn  die  gefundene  Gerade  pq  den  Kreis  M  nur  beriihrt,  oder 
ihn  gar  nicht  trifft,  so  zeigt  dies  an,  dass  auch  der  Kreis  Ml  ihn  be- 
riihrt, oder  ihn  gar  nicht  trifft. 

Z  weiter  Fall.  Wenn  die  zwei  Kreise  bloss  der  Grosse  und  Lage 
nach  gegeben  sind.  Es  seien  z.  B.  Miy  M2  (Fig.  24)  die  Mittelpuncte  und 
etwa  M^y  M^c*  die  Radien  der  zwei  gegebenen  Kreise. 
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Dieser  Fall  kann  unter  anderen  dadurch  gelost  werden,  class  man 
die  gemeinschaftliche  Secante  cler  beiden  gegebenen  Kreise  construirt  und 
sodann  die  gegenseitigen  Durchschnittspuncte  dieser  Secante  und  eines 
der  beiden  Kreise  sucht.  Dieses  kann  z.  B.?  wie  folgt,  geschehen: 

Man  ziehe  im  Hiilfskreise  M  die  Durchmesser  ab,  cd  den  gegebenen 
Radien  M^a^  M2c.2  parallel  und  suche  sofort  die  Aehnlichkeitspuncte  A2 
und  727  Al  und  II  der  Kreispaare  M  und  M19  If  und  Mr  Hierauf  con- 
stniire  man  durch  Hiilfe  der  Aehnlichkeitspuncte  A9  und  /2  den  mit  cd 
und  also  auch  mit  c,M2  parallelen  Durchmesser  c^  des  Kreises  Ml  (§  12, 
III)  und  bestimme  gleicherweise  den  zweiten  Endpunct  d2  des  Durch- 
messers  cl£>.  Sodann  ziehe  man  die  Geraden  <?2c1?  d^,  welche  den 
"Radius  a^  in  <?,,/j  schneiden,  und  ziehe  ferner  die  Strahlen  A^e19  -4S/1? 
welche  clem  Durchmesser  aMb  in  e}  f  begegnen,  und  wo  e  und  ejy  f  und 
t\  ahnlichliegende  Pimcte  zu  den  Kreisen  M,  M^  in  Bezug  auf  den  Aehn- 
lichkeitspunct  A2  sind.  Man  ziehe  weiter  die  Geraden  ce,  dfy  welche  den 
Hiilfskreis  M  (zum  zweiten  Mai)  in  c/,  k  schneiden,  und  lege  sofort  die 
Strahlen  A^g  und  AJk,  A$  und  AJi,  welche  den  Geraden  c2ciy  d^  be- 
ziehlich  in  den  Puncten  gl  und  A3 ,  g%  und  h2  begegnen,  so  liegen  diese 
Puncte  zugleich  auf  den  Kreisen  Miy  M2,  und  zwar  sind  sowohl  c1  und 
g^y  als  gl  und  c?3,  als  ^  und  A2;  als  h1  und  #2  potenzhaltende  Puncte 
derselben  in  Bezug  auf  ihren  ausseren  Aehnlichkeitspunct  (A).  Denkt 
man  sich  also  weiter  die  Sehnen  (^AJ,  (<?A)  g^zogen  (um  die  Figur 
nicht  zu  iiberftillen ,  sind  diese  und  einige  folgende  Linien  nicht  wirk- 
lich  gezogen  worden),  bezeichnet  die  Puncte,  'in  welchen  sie  beziehlich 
die  Durchmesser  c.2d>,y  c^  schneiden,  durch  p,  q  und  zieht  endlich  die 
Gerade  (pcf),  so  ist  diese  die  gemeinschaftliche  Secante  der  Kreise  Miy  M2 
(§  17,  II),  und  es  ist  soinit  die  vorgelegte  Aufgabe  auf  die  vorhergehende 
(7.  Aufg.)  zuruckgebracht,  indem  man  nunmehr  nur  noch  die  gegenseitigen 
Durchschnittspuncte  der  Geraden  (Jpcf)  und  eines  der  beiden  Kreise,  etwa 
des  Kreises  Ml3  zu  finden  nothig  hat.  Dieses  kann  aber  mittelst  der 
bereits  vorhandenen  Hiilfslinien  sehr  leicht  geschehen.  Namlich  man  ziehe 
die  Strahlen  (A$),  (-^3cf),  nenne  die  Puncte,  in  welchen  sie  der  Sehne 
(gK)  und  dem  Durchmesser  cd  beziehlich  begegnen  (p),  (5);  ziehe  weiter 
die  Gerade  (pq),  nenne  die  Puncte,  in  welchen  sie  den  Hiilfskreis  M 
schneidet  (r),  (s)  und  ziehe  endlich  die  Strahlen  (A^r)^  (A2s),  so  wer- 
den diese  die  Gerade  (jpq)  in  den  der  Aufgabe  geniigenden  Puncten  r,  § 
treffen. 

Mehrere  andere  Auflosungsarten  der  vorliegenden  Aufgabe  iibergehe 
ich  Mer,  weil  keine  einfacher  ist,  als  die  eben  beendigte.  Die  eine  be- 
steht  z.  B.  darin,  dass  man  die  Linien  der  gleichen  Potenzen  (oder  ge- 
meinschaftlichen  Secanten)  der  Kreispaare  M  und  M1 ,  M  und  M^  sucht 
(1.  Fall)  und  'aus  ihrem  Durchschnittspuncte  (cf)  auf  die  Axe  M1M%  ein 
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Loth  fallt,  welches  alsdann  die  genieinschaftliche  Secante  der  Kreise  Miy 

M^  ist,  u.  s.  w. 

§  19. 

Schlussbemerkung. 

Dass  nunrnehr  alle  geometrischen  Aufgaben,  im  engeren  Sinne  ge- 
nommen,  sich  in  der  That  durch  Hiilfe  der  vorhergehenden  acht  Auf- 
gaben (§  18)  behandeln  lassen,  das  heisst,  dass  ihre  Auflosung  in  einer 
geringeren  oder  grosseren  Zusammensetzung  und  Wiederholung  der  fur 
diese  gegebenen  Constructionen  besteht,  wie  verwickelt  sie  auch  immerhin 
scheinen  mogen,  ist  leicht  einzusehen,  so  class  also  der  Zweck  dieser  Ar- 
beit jetzt  als  erreicht  zu  betrachten  ist.  Die  Moglichkeit  dieser  Behand- 
lung  griindet  sich  vornehmlich  auf  die  vorstehende  siebente  und  achte 
Aufgabe,  indem  namlich,  wie  schon  im  Eingange  bemerkt  worden,  bei 
der  gewohnlichen  Geometrie  die  meisten  und  schwierigsten  Aufgaben  bloss 
mittelst  dieser  beiden  gelost  werden.  Wollte  man  aber  in  der  That  alle 
geometrischen  Aufgaben  nach  der  gegenwartigen  Methode,  und  zwar  auf 
die  moglichst  einfachste  Art  losen,  so  durffce  man  natiirlicherweise  bei 
zusammengesetzten  Constructionen  nicht  Schritt  fur  Schritt  dem  Verfahren 
folgen,  welches  gewohnlich  angewendet  wird,  wenn  der  freie  Gebrauch 
beider  Instrumente,  des  Zirkels  und  des  Lineals,  gestattet  ist,  sondern 
man  miisste  vielinehr  darauf  bedacht  sein,  die  Auflosungen  so  viel  wie 
moglich  fur  die  hier  erlaubten  Hulfsrnittel  einfach  und  bequem  zu  machen. 
In  dieser  Hinsicht  sind  die  obigen  sechs  ersten  Aufgaben  selbst  als  we- 
sentliche  Beispiele  zu  betrachten.  Ausserdem  zeigen  die  vorstehenden 
Aufgaben  insgesammt,  dass  es  auch  Merbei,  wie  denn  in  der  Geometrie 
tiberhaupt,  vornehmlich  darauf  ankommt,  die  Eigenschaften  der  Ab- 
hangigkeit  der  JFiguren  von  einander  genauer  zu  erforschen.  — 
Insbesondere  will  ich  hier  nur  noch  bemerken,  dass  z.  B.  bei  solchen  Auf- 
gaben, wo  verlangt  wird:  ,,einem  bloss  der  Grosse  und  Lage  nach  gege- 
benen Kreise  M^  (oder  auch  einem  bloss  dui^ch  irgend  drei  Bedingungen 
bestinomten  Kreise  JkQ,  ein  regelinassiges  Vieleck  ein-  oder  umzuschreiben", 
man  unter  anderen  so  verfahren  kann,  dass  man  dieselbe  Aufgabe  vorerst 
fur  den  gegebenen  Hulfskreis  M  lost  und  sodann  das  gefundene  Vieleck, 
mittelst  der  zu  den  Kreisen  gehorenden  Aehnlichkeitspuncte  A  und  /  auf 
den  Kreis  Ml  projicirt  u.  s.  w.;  wozu  die  obigen  Constructionen  hin- 
reichende  Anleitung  geben. 

Bei  dieser  Gelegenheit  fuge  ich  noch  folgende  Bemerknag  hinzu: 
Es  scheint,  dass  man  im  Allgemeinen  bis  jetzt  noch  zu  wenig  Sorg- 
falt  auf  die  geometrischen  Constructionen   verwendet  habe.     Die  herge- 
brachte  von  den  Alten  uns  iiberlieferte  Weise,  wonach  man  namlich  Auf- 
gaben als  gelost  betrachtet,  sobald  nachgewiesen  worden,  durch.  welche 


510         III.  Kapitel.  Losung  aller  geometrischen  Aufgaben  etc.  Schlussbemerkung.    §19. 

Mittel  sie  sich  auf  andere  vorher  betrachtete  zuriickfiihren  lassen,  ist 
der  richtigen  Beurtheilung  dessen,  was  ihre  vollstandige  Losung  erheischt, 
sehr  hinderlich.  So  geschieht  es  derm  auch,  dass  auf  diese  Weise  haufig 
Constructionen  angegeben  werden,  die,  wenn  man  in  die  Nothwendigkeit 
versetzt  ware,  alles,  was  sie  einscHiessen ,  wirklich  und  genau  auszu- 
fuhren,  bald  anfgegeben  warden,  indem  man  dadurch  sich  gewiss  bald 
uberzeugen  musste,  dass  es  eine  ganz  andere  Sache  sei,  die  Constructiouen 
in  der  That,  d.  h.  mit  den  Instrumenten  in  der  Hand,  oder,  urn  mich 
des  Ausdrucks  zu  bedienen,  bloss  mittelst  der  Zunge  auszixfiihren  *).  Es 
lasst  sich  gar  leiclit  sagen:  ich  time  das,  und  dann  das,  und  dann  jenes; 
allein  die  Schwierigkeit,  und  man  kann  in  gewissen  Fallen  sagen,  die 
Unmoglichkeit,  Constructionen,  welche  in  einem  hohen  Grade  zusammen- 
gesetzt  sind,  wirklich  zu  vollenden,  verlangt,  dass  man  bei  einer  vorge- 
legten  Aufgabe  genau  erwage,  welches  von  den  verschiedenen  Verfahren 
bei  der  ganzlichen  Ausfuhrung  das  einfachste,  oder  welches  unter  beson- 
deren  Umstanden  das  zweckmassigste  sei,  und  wie  viel  von  dem,  was  die 
Zunge  etwas  leichtfertig  ausfiihrt,  zu  umgehen  sei,  wenn-  es  darauf  an- 
kommt,  alle  uberfliissige  Muhe  zu  sparen,  oder  die  grosste  Genauigkeit  zu 
erreichen,  oder  den  Plan  (das  Papier),  worauf  gezeichnet  wird,  moglichst 
zu  schonen,  u.  s.  w.  Es  karne  also  mit  einem  Worte  darauf  an:  ?,zu 
untersuchen,  auf  welche  Weise  jede  geometrische  Aufgabe 
theoretisch  oder  practisch  am  einfachsten,  genauesten  oder 
sichersten  construirt  werden  konne,  und  zwar  1)  welches  im  All- 
gemeinen,  2)  welches  bei  beschrankten  Hiilfsmitteln  und  3)  wel- 
ches bei  obwaltenden  Hindernissen  das  zweckmassigste  Ver- 
fahren sei."  Diese  Untersuchung  wiirde  also  auch  sowohl  die  Masclie- 
ronfsche  als  die  gegenwartige  Construct! ons-Methode  umfassen,  und  es 
wtirde  alsdann  eine  Vergleichung  aller  Methoden  mit  einander  eine  rich- 
tige  Kenntniss  der  Sache  gewahren  und  gewiss  nicht  ohne  Interesse  fur 
die  Wissenschaffc  selbst  sein.  Dass  die  vorhergehenden  Aufgaben  etwas 
lang  scheinen  mogen,  darf  deshalb  nicht  von  der  gegenwartigen  Methode 
abschrecken;  denn  wenn  man,  wie  schon  gesagt  worden,  in  der  gewohn- 
lichen  Geometrie  ebenso  alles,  was  zur  Construction  einer  zusammenge- 
setzten  Aufgabe  erforderlich  ist,  wirklich  ausfiihrt,  so  wird  man  bald  sehen, 
dass  auch  da  Vieles  gar  nicht  so  einfach  ist,  als  es  scheint,  wenn  die  Ge- 
schafte  bloss  mit  Worten  abgemacht  werden.  Auch  habe  ich  mich  be- 
reits  iiberzeugt,  dass  man  auf  dem  gegenwartigen  Wege,  und  zwar  bei 
anscheinend  schweren  Aufgaben,  sogar  zu  solchen  einfachen  Auflosungen 

*)  Ich  braucbe  bierbei  z.  B.  nur  an  die  fruhere  Construction  desjenigen  Kreises, 
welcher  drei  gegebene  Kreise  beriihren  soil,  zu  erinnern.  Und  dass  selbst  beim  ge- 
gewohnlichen  Schulunterrichte  "bei  viel  einfacheren  Aufgaben  ahnliche  Beispiele  vor- 
kommen,  davon  wird  sich  jeder  aufmerksame  Lehrer  leicht  iiberzeugen  konnen, 
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gelangt,  welche  mit  alien  beliebigen  Htilfsmitteln  weder  kiirzer  nodi  be- 
quemer  gemacht  werden  konnen,  wie  dies  namentlich  durcli  die  nachfol- 
genden  Beispiele  bestatigt  werden  wird. 


A  n  h  a  n  g. 

Vermischte  Aufgaben,  nebst  Andeiitung  ihrer  Losung  mittelst  des  Lineals 
und  eines  festen  Kreises. 


§  20. 

Urn  zu  zeigen,  wie  einfach  sich  manche  anscheinend  schwierige  Auf- 
gaben bloss  mittelst  des  Lineals  losen  lassen,  wenn  in  der  Ebene  irgend 
ein  fester  Kreis  M  gegeben  1st,  fage  ich  hier  nocli  einige  zweckmassige 
Beispiele  bei.  Die  Grande,  auf  welchen  einige  der  dabei  angedeuteten 
Auflosungen  beruhen,  findet  man  im  ersten  Theil  der  „ Systematisclien 
Entwickelung  etc."*),  und  die,  auf  welchen  die  iibrigen  beruhen,  werden 
in  den  spateren  Theilen  desselben  Werkes  entwickelt  werden.  Ausserdem 
wird  dasselbe  Werk  noch  viele  andere  Aufgaben  dieser  Art  enthalten, 
wie  namentlich  im  ersten  Theil  schon  mehrere  vorkommen,  welche  alle 
hier  zu  wiederholen  mir  jedoch  unnothig  schien.  — 

In  Betreff  der  nachfolgenden  Auflosungen  muss  ich  noch  bevorworten, 
dass  der  Leser,  falls  es  ihni  darum  zu  thun  sein  sollte,  die  beschriebenen 
Constructionen  auf  dem  Papiere  wirklich  zu  sehen,  sich,  nach  Anleitung 
der  Auflosung,  die  jedesmaligen  erfordeiiichen  Bilder  (Figuren)  selber 
zeichnen  moge. 

Aufgabel. 

,,Wenn  in  einer  Ebene  zwei  beliebige  Dreiecke  gegeben  sind, 
so  soil  man  ein  drittes  finden,  welches  zugleich  dem  ersten  um- 
und  dem  zweiten  eingeschrieben  ist." 

Es  seien  B,  B:,  B^  die  Eckpuncte  des  ersten,  und  A,  J1?  Aa  die 
Seiten,  und  zwar  die  unbegrenzt  verlangerten  Seiten  des  zweiten  Dreiecks. 

Man  nehme  in  A  einen  willkurlichen  Punct  a  an,  ziehe  den  Strahl 
aB,  der  die  Gerade  A1  (beide  genugsam  verlangert)  in  einem  Puncte  ax 
trifft,  ziehe  sofort  den  Strahl  0^,  der  -42  in  einem  Puncte  a3  schneidet, 
und  ziehe  endlich  den  Strahl  a2,B2,  welcher  A  in  einem  Puncte  a  be- 
gegnet.  Nun  hat  die  Aufgabe  offenbar  keinen  anderen  Zweck,  als  den 
ersten  Punct  a  so  zu  bestirnmen,  dass  der  zuletzt  erhaltene  Punct  a  mit 
ihm  zusammenfallt,  indem  in  diesem  Falle  das  Dreieck  aa^a.  der  Auf- 
gabe geniigt.  Da  aber  im  Allgemeinen  dieses  Zusammenfallen  nicht  statt- 
findet,  sondern  ct  und  a  zwei  verschiedene ,  aber  von  einander  abhangige, 

*)  Of.  S.  229—460  dieser  Ausgabe. 
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einander  entsprechende  Puncte  soin  werden,  so  suche  man  ahnlicherweise 
zu  zwei  anderen,  beliebig  angenommenen  Puncten  b,  c  in  der  Geraden  A, 
die  ihnen  entsprechenden  Puncte  (3,  y  in  der  namlichen  Geraden.  Sodann 
nehme  man  im  Umfange  des  Hulfskreises  M  irgend  einen  Punct  P  an 
und  ziehe  die  Strahlen  Pa  und  Pa,  Pb  und  P[3,  PC  und  Py,  die  den 
Kreis  (zum  zweiten  Mai)  bezielilich  in  den  Puncten  a  und  a15  b  und  J315 
c  und  ya  schneiden;  eines  dieser  Punctepaare,  z.  B.  das  erste,  verbinde 
man  kreuzweise  mit  jedem  der  ubrigen,  d.  h,  man  ziehe  die  Geraden  a^ 
und  c^J,  die  sich  in  eineni  Puncte  p,  sowie  die  Geraden  a^  und  c^c.,  die 
sich  in  eineni  Puucte  q  sclmeiden,  ziehe  weiter  die  Gerade  pCf,  die  den 
Kreis  M  im  Allgemeinen  in  zwei  Puncten  r,  s  schneidet ,  und  ziehe  end- 
lich  die  Strahlen  Pr,  Ps,  so  werden  diese  die  Seite  (oder  Gerade)  A  in 
denjenigen  Puncten  r,  $  treffen,  in  welchen  allein  und  in  der  That  die 
Ecke  des  zu  beschreibenden  Dreiecks  liegen  muss,  so  class  also  dieses 
somit  gefunden  ist.  Demnach  giebt  es  ini  Allgemeinen  zAvei  Dreiecke 
rrj^r,  g^^jo,  wo  von  jedes  der  vorgelegten  Aufgabe  Geniige  leistet.  Wenn 
aber  insbesondere  die  Gerade  $q  den  Kreis  nur  beriihrt,  so  giebt  es  nur 
ein,  und  wenn  sie  ihn  gar  nicht  trifft,  so  giebt  es  gar  kein  Dreieck, 
welches  die  Bedingungen  der  Aufgabe  erfiillt. 

Anmorkung.    Ganz  ebenso  wird  die  Aufgabe  gelost,  wenn  statt  der 
Dreiecke  beliebige  Vierecke  oder  Fiinfecke  u.  s.  w.  gesetzt  werden. 

Aufgabe   2. 

,,Die   gegenseitigen    Durchschnittspuncte    einer    gegebenen 
Geraden  und  eines  bloss  durch 

a)  fiinf  Puncte,  oder 

b)  fiinf  Tangenten 

gegebenen   (also   nicht   gezeichnet  vorliegenden)   Kegelschnittes    zu 
finden.cc 

Fall  a.  Es  heisse  die  Gerade  A3  und  die  fiinf  Puncte  des  Kegel- 
schnittes  B,  B^  SI,  58,  (5.  —  Aus  irgend  zweien  der  fiinf  Puncte,  etwa 
aus  B?  J513  ziehe  man  Strahlen  durch  die  diei  iibrigen,  also  die  Strahleu 
531  und  ^Sl,  533  und  £,£,  5g  und  ^6,  und  nenne  die  Puncte,  in 
welchen  sie  (genugsam  verlangert)  der  Geraden  A  begegnen,  beziehlich  a 
und  a,  b  und  p,  c  und  y.  Mittelst  dieser  drei  Punctepaare  suche  man 
sofort,  genau  auf  dieselbe  Weise  wie  bei  der  vorhergehenden  Aujflosung 
(Aufg.  1),  also  durch  Benutzung  des  Hulfskreises  M9  in  der  Geraden  A 
die  zwei  Puncte  r,  g,  so  sind  diese  die  verlangten  Schnittpuncte.  Trifft 
die  Gerade  £q,  welche  man  dui'ch  die  weitere  Construction  findet,  den 
Hiilfskreis  M  nicht,  so  schneiden  die  gegebene  Gerade  und  der  Kegel- 
schnitt  einander  auch  nicht;  beruhren  sich  jene,  so  beruhren  sich  auch 
diese,  so  dass  in  diesem  Fallo  die  Puncte  r  und  8  zusammenfaHen. 
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Fall  b.  Dieser  Fall  lasst  sich  leicht  auf  den  ersten  bringen,  indem 
man  namlich  mittelst  des  Lineals  allein  die  fitof  Puncte  finden  kann,  in 
welchen  der  Kegelschnitt  von  den  gegebenen  fiinf  Tangenten  beriihrt  wird. 
(Abhangigk.  geom.  Gestalten,  I.  Till.  S.  152.)*) 

A  u  f  g  a  b  e    3. 

,,Diejenigen  Geraden  zu  finden,  welche  durch  einen  gege- 
benen Punct  gelien  und  einen  nur  durcli 

a)  fiinf  Tangenten,  oder 

b)  funf  Puncte 
gegebenen  Kegelschnitt  beruhren." 

Fall  a.  Es  heisse  der  gegebene  Punct  B  und  die  fiinf  gegebenen 
Tangenten  des  Kegelschnittes  A,  A^  2t,  23,  6.  Man  bezeichne  die  Puncte, 
in  welchen  A  und  A1  von  51,  23,  (S  geschnitten  werden,  bezieHich  durcli 
a  und  a19  6  und  B15  c  und  q.  Man  ziehe  die  Strahlen  5a15  B\,  Bc} 
und  nenne  die  Puncte,  in  welchen  sie  die  Gerade  A  treffen,  beziehlich  a, 
[3,  Y-  Hierauf  suche  man  auf  gleiche  Weise  wie  bei  den  beiden  vorher- 
gehenden  Aufgaben  mittelst  der  drei  Punctepaare  a  und  a,  ft  und  (3,  c 
und  Y  raid  des  Hulfskreises  M  in  der  Geraden  A  die  zwei  Puncte  r,  § 
und  ziehe  sofort  die  Geraden  £t,  B%,  so  werden  diese,  und  zwar  diese 
allein,  der  Forderung  der  Aufgabe  genugen.  Wenn  die  Gerade  pcf,  welche 
durch  die  weitere  Construction  gefunden  wird  (siehe  Aufg.  1),  den  Hiilfs- 
kreis  M  nicht  schneidet,  so  zeigt  dies  an,  dass  der  gegebene  Punct  B 
innerhalb  des  Kegelschnittes  liegt,  und  mithin  die  Auflosung  der  Aufgabe 
unmoglich  1st;  und  wenn  jene  Gerade  den  Kreis  beriihrt,  so  zeigt  dies  an, 
dass  der  Punct  im  Kegelschnitte  selbst  liegt,  und  rnithin  nur  eine  einzige 
Gerade  (in  der  sich  zwei  vereinigt  haben)  der  Aufgabe  geniigen  kann. 

Fall  b.  Dieser  Fall  kann  auf  entsprechende  Weise  auf  den  ersten 
(a)  gebracht  werden,  wie  solches  bei  der  vorigen  Aufgabe  (2)  stattfand, 
woriiber  ebenfalls  an  dem  daselbst  angefuhrten  Orte  das  -Nahere  zu  fin- 
den ist. 

Aufgabe   4. 

wWenn  von  einem  Kegelschnitte  vier  Puncte  und  eine  Tan- 
gente  gegeben  sind,  so  soil  man  den  Punct  finden,  in  welchem 
die  letztere  vom  Kegelschnitte  beriihrt  wird." 

I.  Es  heisse  die  gegebene  Gerade  A  und  die  vier  gegebenen  Puncte 
SC,  23,  6,  £).  Man  ziehe  durch  diese  Puncte  drei  Paar  Gerade,  namlich 
§123  und  (£JD,  SIS  und*  232),  SIS)  und  23(5,  nenne  die  Puncte,  in  welchen 
sie  der  Geraden  A  begegnen,  beziehlich  a  und  a,  6  und  (3,  c  und  Y  iind 
suche  sofort  auf  dieselbe  Weise,  wie  bei  den  vorhergehenden  Aufgaben,  in 

*)  Of.  S.  341  dieser  Ausgabe. 

Steiner'g  Werke,    I.  33 
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der  Geraden  A  die  Puncte  r  und  S,  so  wird  jeder  von  diesen  der  vorge- 
legten  Aufgabe  geniigen,  so  dass  es  also  im  Allgemeinen  zwei  Kegel- 
schnitte  giebt,  von"  denen  jeder  durch  die  vier  gegebenen  Puncte  geht  und 
die  gegebene  Gerade  beriihrt.  Die  Merkmale,  woran  man  erkennt,  ob  die 
Aufgabe  in  der  That  zwei,  oder  nur  eine,  oder  gar  koine  Auflosung 
zulasst  (d.  L  ob  2,  oder  nur  1,  oder  kein  Kegelschnitt  moglich  sei),  sind 
die  namlichen,  wie  bei  den  vorhergehenden  Aufgaben. 

II.  Um  die  Construction  etwas  abzukiirzen,  kann  man  bei  dieser  Auf- 
gabe auch,  wie  folgt,  verfahren:  Man  ziehe  nur  zwei  Paar  Gerade  (I),  etwa 
$58  und  (£3),  tS  und  332),  welche  der  Tangente  A  in  den  Puncten  a 
und  a,  B  und  p  begegnen,  und  ziehe  sofort  aus  dem  im  Hiilfskreise  M 
beliebig  angenommenen  Puncte  P  (vergl.  Aufg.  1)  die  Strahlen  Pa  und 
Pa,  P6  und  P(j,  welche  den  Kreis  in  a  und  a15  b  und  &  schneiden,  und 
ziehe  ferner  die  Geraden  afa  und  60,,,  die  sich  in  einem  Puncte  p, 
sowie  die  Geraden  al  und  c^^,  die  sich  in  einem  Puncte  t  schneiden, 
lege  weiter  die  Gerade  pt,  die  den  Kreis  M  im  Allgemeinen  in  zwei 
Puncten  r  und  s  schneiden  wird,  und  ziehe  endlich  die  Strahlen  Pr  und 
Ps,  so  werden  diese  der  Geraden  A  in  den  gesuchten  Puncten  r  und  § 
begegnen. 

Aufgabe   5. 

53Werm  yon  einem  Kegelschnitte  vier  Tangenten  and  ein 
Punct  gegeben  sind,  so  soil  man  die  Tangente  finden,  welche 
den  Kegelsctnitt  in  diesem  Puncte  beriihrt." 

Es  seien  A,  B,  C,  D  die  gegebenen  vier  Tangenten  und  §1  der  ge- 
gebene Punct.  Es  heissen  die  Puncte,  in  welchen  A  von  B,  C,  D  ge- 
schnitten  wird,  beziehlich  a,  B,  c,  und  die  Puncte,  in  welchen  D  und  G, 
D  und  B,  C  und  B  einander  schneiden,  beziehlich  a1?  b17  q.  Man  ziehe 
die  Strahlen  Stc^,  S3tb15  31^,  und  nenne  die  Puncte,  in  welchen  sie  die 
Tangente  A  treffen,  beziehlich  a,  p,  7.  Sodann  suche  man  auf  dieselbe 
Weise,  wie  bisher,  mittelst  der  Punctepaare  a  und  a,  B  und  p,  c  und  y 
in  der  Geraden  A  die  Puncte  r  und  3,  und  ziehe  sofort  die  Strahlen  31  r 
und  31  §,  so  wird  jeder  von  diesen  der  Aufgabe  geniigen.  —  Uebrigens 
Jassen  sich  die  zwei  Puncte  r,  §  auch '  hier  durch  dasselbe  abgekurzte  Ver- 
fahren finden,  wie  bei  der  vorigen  Aufgabe  (Aufg.  4,  II),  wozu  man  nam- 
lich  nur  zwei  der  drei  Punctepaare,  etwa  a  und  a,  B  und  p,  nothig  hat. 

Aufgabe   6. 

,,Wenn  drei  Puncte  tind  zwei  Tangenten  eines  Kegelschnit- 
tes  gegeben  sind,  so  soil  man  die  Puncte  finden,  in  welchen 
derselbe  die  Tangenten  beruhrt." 

Man  bezeichne  die  gegebenen  Tangenten  durch  B,  C  und  irgend  zwei 
der  drei  gegebenen  Puncte  durch  a,  a.  Man  ziehe  die  Gerade  a  a  und 
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nenne  die  Puncte,  in  welchen  sie  die  B  und  C  schneidet,  6  und  p,  und 
suche  sodann  auf  die  namliche  Weise,  wie  oben,  (Aufg.  4,  II)  in  der  Gera- 
den  a  a  (dort  A)  die  zwei  Puncte  r  und  £.  Nun  lege  man  ferner  durcli 
den  dritten  gegebenen  Punct  und  einen  der  beiden  anderen,  a  oder  a,  eine 
Gerade,  und  suche  auf  ganz  gleiche  Weise  in  ihr  die  zwei  Puncte  rx  und  $lt 
Sodann  zielie  man  die  vier  Geraden  rr15  r£13  3^  und  331?  so  wird  jede 
von  diesen  insbesondere  die  Tangenten  B,  C  in  solchen  Puncten  schneiden, 
in  welchen  sie  von  einem  und  demselben  durch  die  drei  gegebenen  Puncte 
gehenden  Kegelschnitte  beruhrt  werden.  Die  vorgelegte  Aufgabe  lasst  dem- 
nacli  im  Allgemeinen  vier  Auflosungen  zu,  oder  es  giebt  ini  Allgemeinen 
vier  Kegelschnitte,  welche  die  drei  gegebenen  Puncte  sowie  die  zwei  ge- 
gebenen Tangenten  gemein  haben*).  Die  Aufgabe  wird  (oder  die  Kegel- 
schnitte werden)  umnoglich,  wenn  eines  der  genannten  Punctepaare  r  und  £, 
T1  und  <§15  nicht  reell  1st.  Dieser  Fall  lasst  sich  aber,  ohne  vorherige 
Construction,  unmittelbar  aus  der  gegenseitigen  Lage  der  gegebenen  ftinf 
Elemente  erkennen,  namlich  er  tritt  ein,  wenn  die  gegebenen  Puncte,  in 
Riicksicht  auf  die  durch  die  Tangenten  B,  C  gebildeten  Winkel,  in 
Nebenwinkeln  (aber  keine  zwei  derselben  mit  dem  Durchschnitte  der' 
Tangenten  in  einer  Geraden)  liegen.  Besondere  oder  Grenzfalle  entstehen, 
wenn  entweder  die  drei  gegebenen  Puncte  in  einer  Geraden,  oder  zwei 
derselben  mit  dem  Durchschnitte  der  Tangenten  B,  C  in  einer  Geraden 
liegen;  u.  s.  w. 

Aufgabe    7. 

,,Wenn  drei  Tangenten  und  zwei  Puncte  eines  Kegelschnit- 
tes  gegeben  sind,  so  soil  man  die  Tangenten  finden,  welche 
denselben  in  jenen  Puncten  beruhren." 

Man  bezeichne  die  gegebenen  drei  Tangenten  durch  B,  C,  D  und  die 
gegebenen  zwei  Puncte  durch  a,  a,  und  ferner  die  gegenseitigen  Durch- 
schnittspuncte  der  Tangentenpaare  B  und  C,  -B  und  D?  C  und  D  bezieh- 
lich  durch  S),  S,  35.  Man  ziehe  die  Gerade  eta  und  nenne  die  Puncte, 
in  welchen  sie  das  eine  Tangentenpaar,  etwa  B  und  C,  schneidet,  B  und  p, 
und  suche  sodann  in  der  Geraden  a  a  zu  den  zwei  Punctepaaren  a  und  a, 
B  und  p  das  durch  dieselben  bestimmte  Punctepaar  r  und  8  (Aufg.  4,  IT). 
Aehnlicherweise  suche  man  zu  dem  gegebenen  Punctepaare  a  und  a,  und 
zu  dem  Punctepaare,  in  welchem  die  Gerade  ace  von  einem  anderen  Tan- 
gentenpaare, etwa  von  B  und  Dy  geschnitten  wird,  das  durch  dieselben 
bestimmte  Punctepaar  xl  und  j^.  Sodann  ziehe  man  die  Strahlen  2)r 


*)  Vergl.  Mtfmoire  sur  Us  lignes  du  second  ordre,  par  Brianckon,  Capitaine  d'Ar- 
tillerie,  ancien  eleve  de  TEcole  Polytechnique.  Paris  1817  p. 47;  und  Abhang.  geom. 
Gestalten,  S.  285  (Of.  S.432  dieser  Ausgabe). 

33* 


516  Anhang.  §  20. 

und  253,  Sti  und  (S^,  bezeichne  die  Durchschnittspuncte  von  S)r 
und  6r19  £>r  und  <£gn  3)3  und  6r15  2)3  und  63,  beziehlich  durch 
M;  #,  y,  3  und  ziehe"  endlich  die  Geradenpaare  ua  und  MCC,  #a  und  #a, 
2/aundya,  2  a  und^a,  so  wird  jedes  von  diesen,  fur  sich  genommen,  der 
vorgelegten  Aufgabe  geniigen,  d.  h.  je  zwei  solclie  Gerade  berukren  in  den 
zugehorigen  Puncten  a  und  a  einen  bestim.rn.ten  Kegelschnitt,  welcher  eben- 
falls  von  den  drei  gegebenen  Geraden  B,  C,  D  beruhrt  wird.  Demnach 
lasst  die  Aufgabe  im  Allgemeinen  vier  Auflosungen  zu3  oder  es  finden 
vier  Kegelschnitte  statt,  welche  sowohl  die  drei  gegebenen  Tangenten,  als 
die  zwei  gegebenen  Puncte  gemein  haben,  u.  s.  w. 

Mittelst  der  vorstehenden  Aufgaben  (2  bis  7)  lassen  sich  nunmehr 
auch  die  folgenden  Doppelaufgaben,  welche,  wie  man  bemerken  wird, 
theils  ZusammensetzLingen  theils  besondere  Palle  von  jenen  sind,  leiclit 
loaen. 

Aufgabe   8. 

,5 Die  gegenseitigen  Durchschnittspuncte  einer  gegebenen 
Geraden  und  eines  Kegelschnittes,  von  welchein 

a)  vier  Puncte  und  eine  Tangente,  oder 

b)  vier  Tangenten  und  ein  Punct 
gegeben  sind,  zu  finden." 

Aufgabe   9. 

wDiejenigon  Geraden,  die  durch  einen  gegebenen  Punct 
gehen  und  einen  Kegelschnitt  bertihren,  von  welchem 

a)  vier  Tangenten  und  ein  Punct,  oder 

b)  vier  Puncte  und  eine  Tangente 
gegeben  sind,  zu  finden.cc 

Aufgabe   10. 

J5Die  gegenseitigen  Durchschnittspuncte  einer  gegebenen 
Geraden  und  eines  Kegelschnittes,  von  welchem 

a)  drei  Puncte  und  zwei  Tangenten,  oder 

b)  drei  Tangenten  und  zwei  Puncte 
gegeben  sind,  zu  finden." 

Aufgabe   11. 

55Diejenigen  Geraden,  die  durch  einen  gegebenen  Punct 
gehen  und  einen  Kegelschnitt  beruhren,  von  welchem 

a)  drei  Tangenten  und  zwei  Puncte,  oder 

b)  drei  Puncte  und  zwei  Tangenten 
gegeben  sind,  zu  finden." 
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A  u  f  g  a  b  e    12. 

,,Die    gegenseitigen    Durchschnittspuncte    einer    gegebenen 
Geraden  und  eines  durch 

a)  vier  Puncte  und  die  Tangente  in  einem  derselben,  oder 

b)  vier  Tangenten   und   den  Beriihrungspunct   einer   der- 
selben 

gegebenen  Kegelschnittes  zu  finden." 

A  u  f  g  a  b  e    13. 

??Diejenigen  Geraden,  welche  durcli  einen  gegebenen  Punct 
gelien  und  einen  durch 

a)  vier  Tangenten   und   den  Berulirungspunct   einer  der- 
selben, oder 

b)  vier  Puncte  und  die  Tangente  in  einem  derselben 
gegebenen  Kegelschnitt  beriihren,  zu  finclen." 

A  u  f  g  a  b  e    14. 

,,Die  gegenseitigen  Durchschnittspuncte  einer  gegebenen 
Geraden  und  eines  durcli 

a)  drei  Puncte  und  die  Tangenten  in  zwei  derselben,  oder 

b)  drei  Tangenten   und   die    Beriihrungspuncte   von   zwei 
derselben 

gegebenen  Kegelsclmittes  zu  finden." 

A  u  f  g  a  b  e    15. 

?)Diejenigen  Geraden,  welche  durch  einen  gegebenen  Punet 
gehen  und  einen  durcli 

a)  drei  Tangenten   und   die   Beruhrungspuncte   von   zwei 
derselben,  oder 

b)  drei  Puncte  und  die  Tangenten  in  zwei  derselben 
gegebenen  Eegelschnitt  beriiliren,  zu  finden." 

Wie  man  sieht,  lassen  sich  z.  B.  die  Aufgaben  8  and  9  mittelst  der 
Aufgaben  4  und  5  auf  die  Aufgaben  2  und  3  zuruckfuhren,  ebenso  die 
Aufgaben  10  und  11  mittelst  der  Aufgaben  6  und  7  auf  die  Aufgaben 
2  und  3  u.  s.  w.,  woraus  die  ZaH  der  Auflosungen,  welche  jeder  der  gegen- 
wartigen  Aufgaben  moglicherweise  zukommen  konnen,  leicht  zu  flnden  ist. 

A  u  f  g  a  b  e    16. 

,,Wenn  von  zwei  Kegelschnitten  zwei  gemeinschaftliche 
(oder  Durchsclinitts-)  Puncte  und  ausserdem  von  jedem  insbe- 
sondere  irgend  drei  Puncte  gegeben  sind,  so  soil  man  ihre 
izbrigen  zwei  gemeinschaftlichen  Puncte,  sowie  ihre  vier  ge- 
meinschaftlichen  Tangenten  finden." 
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Es  mogen  die  Kegelschnitte  durch  K  und  K1 ,  Hire  gegebenen  zwei 
gemeinsehaftlichen  Puncte  durch  9ft,  @,  die  iibrigen  gegebenen  drei  Puncte 
des  Kegelschnittes  K  durch  $,  25,  6,  die  des  JTX  durch  2t15  33^  (^  be- 
zeichnet  und  die  gesuchten  zwei  gemeinschaftlichen  Puncte  r,  %  genannt 
werden;  dann  kann  die  Aufgabe  unter  anderem  z.  B.,  wie  folgt,  gelost 
werden: 

Man  ziehe  etwa  die  Geraden  2(3ft  und  25  @,  (£@,  suche  die  Puncte  ax 
und  B15  C1?  in  welchen  sie  E^  (ausser  in  9ft  und  @)  zum  zweiten  Mai 
schneiden  —  welches  bekanntlich  mittelst  des  Lineals  allein  leicht  ge- 
schehen  kann,  da  ftinf  Puncte  von  K^  gegeben  sind  —  ziehe  sofort  die 
Geradenpaare  §135  und  0^5  5(®  imd  aicn  ne:Qne  die  Puacte>  in  welchen 
sie  sich  kreuzen,  beziehlich  f),  q,  und  ziehe  die  Gerade  pcf,  so  ist  diese- 
eine  (der  gegebenen  5ft  @  zugeordnete)  gemeinschaftliche  Secante  der  zwei 
Kegelschnitte  £;  J^,  so  dass  also  nur  noch  nothig  ist,  die  Durchschnitte 
clerselben  mit  einem  der  letzteren  zu  finden  (Aufg.  2,  a),  um  die  in  der 
Aufgabe  verlangten  Puncte  r,  %  zu  haben. 

Um  andererseits  die  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  zu  finden, 
iiehme  man  in  der  gegebenen  Secante  9ft @  irgend  einen  Punct  ^S  an 
(welcher  aber  ausserhalb  der  Kegelschnitte  liegt),  ziehe  aus  demselben 
an  jeden  Kegelschnitt  zwei  Tangenten,  suche  sofort  mittelst  des  Lineals 
die  Beriihrungspuncte  a  und  b,  ^  und  bi  derselben  und  ziehe  sodann  die 
Geradenpaare  ac^  und  6515  abl  und  5a15  die  sich  beziehlich  in  den  Puncten 
Ay  I  schneiden,  welche  zugleich  die  Durchschnittspuncte  der  zwei  ge- 
suchten Paare  gemeinschaftlicher  Tangenten  sind,  so  dass  also  diese  letz- 
teren sofort  nach  Aufgabe  3  gefunden  werden. 

Eine  einfachere  Auflosung  der  vorgelegten  Aufgabe  werde  ich  an 
einem  anderen  Orte  mittheilen  und  beweisen. 

Aufgabe    17. 

,,Wenn  von  zwei  Kegelschnitten  JT,  Kt  zwei  gemeinschaft- 
liche Tangenten  A,  A^  und  ausserdem  von  jedem  insbesondere 
irgend  drei  Tangenten,  etwa  a,  b,  c  und  «I5  J15  c?15  gegeben  sind, 
so  soil  man  ihre  iibrigen  zwei  gemeinschaftlichen  Tangenten 
sowie  ihre  vier  gemeinschaftlichen  Puncte  finden." 

Heissen  die  Puncte,  in  welchen  A  und  Al  von  a,  by  c  geschnitten 
werden,  beziehlich  a,  b,  c  und  a1?  B3,  cr  Aus  jedem  der  letzteren  drei 
Puncte  lege  man  an  K^  eine  zweite  Tangente  (welche  namlich  ausser  der 
schon  vorhandenen  A^  noch  stattfindet),  nenne  die  Puncte,  in  welchen  sie 
die  A  schneiden,  beziehlich  a,  (3,  -y,  suche  sofort  mittelst  des  Hiilfskreises 
in  der  Geraden  A  zu  den  drei  Punctepaaren  a  und  a,  b  und  p,  c  und  y 
die  zwei  Puncte  x  und  3  und  lege  endlich  aus  jedem  dieser  Puncte  eine 
(zweite)  Tangente  an  K  (oder  JQ,  so  werden  dieselben  auch  J^  (oder  K) 
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beriihren,  und  mitliin  die  gesuchten  zwei  gemeinschaftliclien  Tangenten 
sein.  —  Die  gemeinschaftliclien  Puncte  der  Kegelschnitte  warden  sofort 
auf  eine  entsprechende  Weise  gefunden,  wie  bei  der  vorigen  Aufgabe  die 
gemeinschaftliclien  Tangenten. 

Es  lassen  sich  nun  welter  eine  Menge  Aufgaben  aufstellen,  welclie 
aus  den  zwei  letzten  (16  und  17)  und  aus  den  friiheren  Aufgaben  zu- 
sammengesetzt  sind,  wie  z.  B.  die  folgenden: 

Aufgabe    18. 

jjWenn  von  zwei  Kegelschnitten  zwei  gemeinschaftliohe 
Puncte  und  nebstdem  von  jedem  insbesondere  irgend  drei 
Tangenten  gegeben  sind,  so  soil  man  Hire  iibrigen  gemein- 
schaftliclien Puncte,  sowie  ihre  gemeinschaftliclien  Tangenten 
fin  den." 

Aufgabe    19. 

,,Wenn  von  zwei  Kegelschnitten  zwei  gemeinschaftliche 
Tangenten  und  nebstdem  von  jedem  insbesondere  irgond  drei 
Puncte  gegeben  sind,  so  soil  man  ihre  iibrigen  gemeinschaft- 
lichen  Tangenten,  sowie  ihre  gemeinschaftlichen  Puncte  fin- 
den."  U.  s.  w. 

Die  Losung  aller  solcher  Aufgaben  hat,  wie  die  obigen  Beispiele  zur 
Geniige  zeigen,  gar  keine  Schwierigkeit,  so  dass  ich  es  nicht  fur  nothig 
erachte,  mich  weiter  darauf  einzulassen.  Derm  man  wird  leicht  bemerken, 
dass  z.  B.  die  Aufgabe  18  im  Allgemeinen  zufolge  der  Endbemerkung  in 
der  Auflosung  von  7,  16  Falle  umfasst,  wovon  jeder  insbesondere  sich  auf 
die  Aufgabe  16  bringen  lasst.  Aehnlich  verhalt  es  sich  mit  19. 

Von  den  Aufgaben  fiber  Kegelschnitte  will  ich  hier  nur  noch  das 
folgende  Paar  hinzufiigen: 

Aufgabe    20. 

,,In  einen  durch  irgend  fiinf  Puncte  (oder  durch  irgend  funf 
Bedingungen)  gegebenen  Kegelschnitt  ein  ^-Eck  zu  beschreiben, 
welches  zugleich  irgend  einem  gegebenen  n-Eck  umschrieben 
ist  (d.  h.  dessen  Seiten  zugleich  nach  bestimmter  Ordnung  durch 
n  beliebige  gegebene  Puncte  gehen)." 

Aufgabe   21. 

,,"Um  einen  durch  irgend  fiinf  Tangenten  gegebenen  Kegel- 
schnitt ein  ^-Eck  zu  beschreiben,  welches  zugleich  irgend  einern 
gegebenen  w-Seit  eingeschrieben  ist  (d.  h.  dessen  Ecken  zugleich 
nach  der  Reihe  in  n  beliebigen  Geraden  liegen)." 

Von  diesen  zwei  Aufgaben  hat  die  erste,  oder  vielmehr  nur  ein  be- 
sonderer  Fall  derselben,  eine  seltene  Beriihmtheit  erlangt,  indem  namlich 
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die  bedeutendsten  Mathematiker  sich  damit  beschaftigt  haben*).  Das 
"Verfahren,  durch  welches  dieselbe  mittelst  der  hier  gestatteten  Hiilfsmittel 
gelost  werden  kann,  besteht  der  Hauptsache  nach  z.  B.  in  Folgendem: 

Der  Kegelschnitt  heisse  Mz  und  das  gegebene  n-Eck  N2.  Durch  irgend 
drei  der  fiinf  gegebenen  Puncte  des  Kegelschnittes,  die  etwa  durch  <x2,  B2, 
C2  bezeicknet  warden  mb'gen,  ist  ein  Kreis  bestimmt;  er  lieisse  Mr  Zu- 
vorderst  lassen  sich  nun  mittelst  des  Hulfskreises  M  die  Aehnlichkeits- 
puncte  A  und  I  der  Kreise  M?  M1  finden  (wozu  man  von  Ml  nicht  mehr 
als  jene  drei  Puncte  ndthig  hat).  Mittelst  A  und  /  bestimme  man  irgend 
zwei  neue  Puncte  des  Keises  J^,  etwa  b13  er  Sodann  lasst  sich  ftir  Ml 
und  Jk£j,  da  von  jedem  fiinf  Puncte  gegeben  sind,  ein  Projectionspunct  (der 
namlich  in  den  meisten  Fallen  der  Durchschnittspunct  zweier  gemein- 
schaftlichen  Tangenten  derselben  ist)  finden;  er  heisse  P.  Mittelst  P  und 
einer  gemeinschaftlichen  Secante  von  Ml  und  M2:  etwa  der  Secante  a262, 
fmdet  man  sofort  das  zu  M1  gehorige  w-Eck  N19  welches  dem  zu  M9  ge- 
horigen  gegebenen  w-Ecke  N%  entspricht;  und  sodann  findet  man  ferner 
mittelst  A  und  I  leicht  das  zu  M  gehorige  w-Eck  N,  welches  dem  zu  Ml 
gehorigen  ^-Ecke  Nj_  entspricht.  Hierauf  beschreibe  man  mittelst  des 
Lineals  allein  in  den  gezeichnet  vorliegenden  Kreis  M  ein  ^-Eck  5ft,  wel- 
ches zugleich  dem  gegebenen  w-Eck  N  umschrieben  ist**),  suche  sofort 
mittelst  A  und  /  das  ihni  in  Bezug  auf  den  Aehnlichkeitspunct  A  (oder  /) 
entsprechende,  zum  Kreise  i^  gehorige  %-Eck  5ft1?  und  sodann  (mittelst 
P  und  a3162)  das  diesem  entsprechende  zum  Kegelschnitte  M2  gehorige 
%-Eck  3I35  so  wird  dieses  letztere  der  Forderung  der  Aufgabe  genugthun. 
Auf  entsprechende  Weise  kann  auch  die  andere  Aufgabe  (21)  gelost 
werden. 

Anmerkung.  Die  vorstehenden  Aufgaben,  von  der  zweiten  an,  sind, 
wie  man  bemerken  wird,  nach  dem  sogenannten  Gesetze  der  Dualitat  ein- 
ander  paarweise  zugeordnet,  namlich:  2  und  3,  4  und  5,  . . .,  20  und  21. 


Aufgabe   22. 

,,Wenn  irgend  ein  Punct  al  (Fig.  25)  eines  Kreises  und  dessen 
Mittelpunct  Ml  gegeben  sind,  wovon  der  letztere  jedoch  als  un- 
zuganglich  vorausg'esetzt  wird,  so  soil  man  beliebig  viele  an- 


*)  Man  sehe  KlugePs  Mathematisches  Worterbucli,  Th.  III.  Art.  Kreis, 
§  11^5  S.  155  und  ausserdem  die  spateren  Arbeitea  iiber  denselben  Gegenstand  von  dea 
Mathematikern  Gergonne^  Encontre,  Servois,  Rochat,  Brianchon,  Poncelet^  Lhuilier,  etc., 
in  den  Annales  de  Mathtmatiques ,  t.  L^und  VIII.,  im  Journal  de  Vficole  Polytechnique, 
caMer  X.,  etc. 

**)  Dieses  gesehieht  z.  B.  nach  dem  Verfahren ,  welches  Poncelet  in  den  Annales 
de  MatMmatiques,  iVHI.  ?;uerst  bekannt  gemacht  hat. 
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dere  Puncte  des  Kreises  finden."  Wenn  z.  B.  der  Punct  M^  durch 
irgend  einen  hohen  Gegenstand,  etwa  durch  einen  Thiirm  oder  Baum  etc., 
der  sich  auf  einer  kleinen  Insel  oder  in  der  Mitte  einer  Stadt  befindet, 
gegeben  ist,  so  dass  man  nicht  leicht  von  alien  Seiten  durch  den  Raum 
RS  hindurch  zu  demselben  gelangen,  wohl  aber  Ihn  aus  dem  Puncte  al 
und  aus  anderen  Puncten  M,  A,  a,  ...  sehen  kann,  und  wenn  verlangt 
wird,  man  soil  um  das  die  Insel  umgebende  Wasser  RS  oder  um  die 
Stadt  einen  kreisformigen  Weg,  Kanal  etc.  heramflihren,  welcher  durch 
clen  gegebenen  Punct  a±  geh|,  und  in  dessen  Mittelpunct  der  Gegenstand 
Mt  steht,  so  kann  ein  Mann  allein  mit  wenig  Hulfsmitteln,  namlich 
mittelst  Staben  und  einer  Kette  (oder  Schnur)  von  bestinanxter  Lange  be- 
liebig  viele  Puncte,  durch  welche  der  genannte  Weg  etc.  fuhrt,  wie  folgt, 
finden: 

Man  setze  in  a^  einen  Stab  und  nehme  in  der  Richtung  M^,  nach 
welcher  Ml  sichtbar  ist,  zwei  beliebige  gleiche  Strecken,  etwa  aim=mn,> 
und  setze  in  m,  n  ebenfalls  Stabe.  Auf  einem  ebenen  Platze  stecke  man 
eine  Gerade  ab  ab,  welche  mit  ^mn  parallel  ist  (§  6,  I),  setze  in  dem 
Puncte  M}  den  man  als  Mittelpunct  des  Htilfskreises  annimmt,  einen  Stab, 
der  von  einem  an  dem  einen  Ende  der  Kette  befindlichen  Ringe  lose  um- 
schlossen  wird,  und  nehme  Ma  =  Mb^=^  der  Lange  der  Kette  und  setze 
in  a  und  b  Stabe.  Nun  setze  man  ferner  in  A,  wo  sich  die  Geraden 
a^a  und  M}M  kreuzen,  sowie  in  /,  wo  sich  die  Geraden  aj>  und  M^M 
durchschneiden,  einen  Stab,  so  lassen  sich  alsdann  mit  Hulfe  dieser  Vor- 
bereitungen  leicht  so  viele  Puncte  des  Kreises  M^  finden,  als  man  will. 
Denn  man  spanne  z.  B.  die  Kette  nach  einer  beliebigen  Richtung,  etwa 
nach  c  hin,  aus,  setze  Her  einen  Stab  und  spanne  sie  sodann  nach  der 
gerade  entgegengesetzten  Richtung  bis  d  aus,  und  setze  hier  auch  einen 
Stab,  so  ist  sowohl  der  Durchschnitt  der  Geraden  Ac  und  dl,  als  der 
Geraden  Ad  und  cl,  also  sowohl  «?17  als  d1  ein  Punct  des  Kreises  M^. 

Fan  den  solche  Hindernisse  statt,  dass  man  nicht  iiber  den  Raum  R 
hinwegsehen,  also  nicht  aus  A  und  J  nach  ^  sehen  konnte,  so  wiirde 
man  vorerst  nur  die  erforderliche  Menge  von  Puncten  langs  des  sichtbaren 
Bogens  a^  bestimmen  und  sodann  den  Hiilfskreis  anderswo  annehmen, 
um  einen  neuen  Bogen  zu  erhalten  oder  um  den  vorigen  zu  verlangern, 
und  so  wurde  man  fortfahren,  bis  der  Kreis  M^  vollstandig  ware. 

Waren  anstatt  des  Mittelpunctes  Ml  des  zu  construirenden  Eieises 
und  des  einen  Punctes  ax  in  dem  Umfange  desselben  irgend  drei  Puncte 
des  letzteren,  etwa  a1?  dv  el,  gegeben,  so  liesse  sich  die  Aufgabe  z.  B. 
folgendergestalt  losen: 

Man  stecke  irgend  ein  Dreieck  ade  ab,  dessen  Seiten  den  Seiten  des 
gegebenen  Dreiecks  a^^  beziehlich  parallel  sind;  suche  den  Mittelpunct 
M  des  Kreises  ade  (d.  h.  des  dem  Dreiecke  ade  umschriebenen  Kreises)^ 
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sowie  die  Aelmliclikeitspuncte  A,  I  der  Kreise  ade,  a^d^  und  verfahre 
sodann  ebenso,  wie  oben.  Um  namlich  z.  B.  die  Gerade  ad  mit  der  durch 
die  zwei  Puncte  a1  und  d1  gegebenen  Geraden  a^  parallel  zu  ziehen,  ist 
es  nothig,  die  letztere  fiber  einen  ihrer  Endpuncte  Mnaus  zu  verlangern, 
um  in  dieser  Verlangerung  zwei  gleiche  Strecken  annehmen  zu  konnen, 
wie  vorhin  die  Strecken  a^m^mn.  Dieses  Verlangern  ist  aber  bekannt- 
lich  aucli  in  demjemgen  Falle  moglich,  wo  weder  einer  der  beiden  End- 
puncte a13  dl  aus  dem  anderen  zu  selien,  noch  die  zwischen  ikaen  befind- 
liche  Strecke  (von  al  bis  rfj  zuganglich.  ist,  sondern  wenn  nur  dieselben 
von  der  Seite  her,  wie  etwa  aus  By  sichtbar  sind*).  Gleiches  gilt  von 
den  ubrigen  Seitenpaaren  ae  und  alel,  de  und  d^.  Die  einander  ahn- 
liclien  Dreiecke  a^l^^  ade  sind  alsdann  entweder  gleichliegend  oder 
ungleichliegend;  im  ersten  Falle,  welclier  in  der  gegenwartigen  Figur 
stattfindet,  schneiden  sicli  die  Geraden,  welche  durch  die  entsprechenden 
Ecken  der  Dreiecke  gehen,  wie  etwa  die  Geraden  a^a  und  d^  im  ausseren 
Aehnlichkeitspuncte  A,  u.  s.  w. 


*)  Man  sehe  j;Handbucli  des  Feldmessens  und  Nivellirens"  yon  Crelle, 
Berlin  1826,  §67,  S.  116,  wo  mater  anderen  auch  diese  Aufgabe  mit  Umsicht  be- 
handelt  wird. 


Anmerkimgen 

den  Abhaudluiigen  des  ersteu  Baiides*). 


Einige  geometrische   Betrachtungen. 

1)  S.  51,  Satz  (c).  Wenn  die  beiden  Kreise  Mir  M2  einander  ausserlich 
beriihren,  so  kaim  auch  der  Fall  eintreten,  dass  einer  der  beiden  Kreise  mx,  7»0, 
z.  B.  m2  die  drei  iibrigen  einscbliessend  beruhrt,  und  es  ist  alsdaiin  niclU 

2  ! 

sondern 

o 


Deshalb  ist  bier  durch  den  Zusalz,  dass  die  Kreise  mlt  m3  sich  ausserlich  beriihren 
sollen,  die  von  Steiner  angegebene  Gleichung  richtig  gestellt  word  en,  des  anderen 
Falles  aber  in  einer  S.  50,  Z.  4  dem  Beweise  des  Satzes  (c)  hinzugefiiglen  Be- 
merkung  Ervvahnung  geschehen,  was  nolhig  war,  w^il  spater  (S.  62)  gerade  dieser 
Fall  in  Betracht  kommt. 


*)  In  diesen  Anmerkungen  sind  diejenigen  Stellen  der  im  vorliegendea  Bande  ent- 
haltenen  £teiner'schen  Arbeiten  angegeben,  an  denen  bei  der  Revision  Irrthiimer,  die 
sich  nicht  sofort  als  Schreib-  oder  Rechenfehler  zu  erkennen  gaben,  bemerkt  worden 
sind,  oder  welche  einer  Erlauterung  zu  bediirfen  schienen.  Dabei  ist  jedoch  Folgen- 
des  zu  bemerken.  Bei  der  grossen  Menge  von  Satzen,  die  Steiner  ohne  Beweis  giebt, 
war  es  unmoglich,  die  Richtigkeit  aller  dieser  Satze  festzustellen.  Dieselben  sind  daher 
durchgehends  so,  wie  Steiner  sie  ausgesproclien,  beibehalten  worden,  selbst  wenn  sie  zu 
Bedenken  Anlass  gaben.  G-rammatikalische  Verstosse  und  stylistische  Unebenheiten,  die 
sich  an  manchen  Stellen  fanden,  sind  da,  wo  es  ohne  eingreifende  Yeranderung  des 
Textes  geschehen  konnte,  beseitigt  worden.  Einige  Abweichungen  des  Textes  der  neuen 
Ausgabe  von  dem  ursprunglichen  haben  aber  darin  ihren  Grand,  dass  in  den  im  Crelltf- 
schen  Journal  erschienenen  Abhandlungen  Steiner^  von  der  Hand  des  Herausgebers,  wie 
aus  den  erhaltenen  Manuscripten  hervorgeht,  an  einigen  Stellen  stylistische  Verande- 
rungen  vorgenommen  worden  sind,  welche  in  den  meisten  Fallen  keine  Verbesserungen 
waren,  so  dass  es  angemessen  erschien,  solche  Stellen  in  der  urspriinglichen  Fassung 
abdrucken  zu  lassen,  W< 
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2)     S.  62,  Z.  4.     Im   Original   finden   sich  statt  der  hier  angegebenen  drei 
Gleiehungen  die  folgenden: 


welche  nach  dem  eben  Bemerkten  nicht  richtig  siad.  Gleichwohl  1st  die  End- 
forinel  (2)  richtig,  was  sich  dadurch  erklart,  da'ss  in  der  Redlining  zweimal  em 
Zeichenfehler  vorkommt. 

3)  Es  konnte  scheinen,  als  ob  Sterner  die  in  No.  29  behandelle  Aufgabe  nicht 
vollstandig  gelost  habe.  Demi  einmal  betrachleL  er  nur  den  Fall,  wo  je  zwei  der 
gegebenen  Kreise  Mif  M2,  Ms  einander  ausserlich  beriihren,  und  zweitens  lasst  er 
ausser  Achl,  dass  es  nicht  i  miner  einen  Kreis  giebt,  der  die  gegebenen  Kreise  alle 
drei  einschliessend  beruhrl,  dann  aber  zwei  Kreise,  welche  jeden  der  gegebenen 
ausserlich  beriihren,  existiren.  Indessen  reichen  die  Schlussgleichungen  (8,  9)  zur 
Erledigung  der  Aufgabe  in  alien  Fallen  aus.  Wenn  namlich  von  vier  Kreisen, 
deren  Mittelpuncte  nicht  in  einer  geraden  Linie  liegen,  jeder  die  drei  anderen  be- 
ruhrt,  so  konnen  nur  zwei  Falle  eintreten:  entweder  beriihren  je  zwei  einander 
ausserlich,  und  dann  gilt  die  Gleichung  (8),  oder  drei  beriihren  einander  ausserlich, 
der  vierte  aber  beriihrt  jeden  von  ihnen  einschliessend,  und  dann  besteht,  wenn 
man  unter  Q  den  reciproken  Werth  des  Radius  des  letzteren  Kreises  versteht,  die 
Gleichung  (9).  Setzt  man  ferner  fest,  dass  in  dem  zweiten  Falle  der  Radius  des 
Kreises,  welcher  die  iibrigen  einschliessend  beriihrt,  als  eine  negative  Grosse  be- 
trachtet  werden  solle,  so  gilt  die  Gleichung  (8)  ganz  allgemein.  Aus  derselben 
erhalt  man  dann,  wenn  die  Kreise  Ml9  Mr  M3  als  gegeben  angenommen  werden, 
fur  q  zwei  Werthe,  die  mit  qf,  q"  bezeichnet  werden  mogen: 


Daraus  folgt 
S/2"==jJ+jJ+j;-2gJj8-2jaSf1-2j1ja^ 

=  0/2i+V2i+l/j.)0/ft+Va-^ 

Beriihrt  nun  von  den  gegebenen  Kreisen  jeder  die  beiden  anderen  ausserlich,  so 
sind  ql9  q2,  q3  alle  drei  positiv,  von  den  drei  Grossen 

Vft+Vft-l4>   Va+Va-Vai*   Vffi+l/ft-V?. 

aber  kann  eine  negativ  oder  gleich  Null  sein;  es  ist  also  q'  stets  positiv,  q"  aber 
kann  sowohl  einen  positiven  als  einen  negativen  Werth  erhalten,  und  auch  gleich 
Null  werden.  Der  zu  qr  gehorige  Kreis  beriihrt  die  gegebenen  Kreise  stets  ausser- 
lich, der  zu  qn  gehorige  dagegen  beriihrt  dieselben  ausserlich  oder  einschliessend, 
je  nacbdem  qn  positiv  oder  negativ  ist,  und  geht  in  eine  gerade  Linie  iiber,  wenn 
q"  =  0. 

Beriihrt  einer  der  gegebenen  Kreise,  z.  B.  Miy  die  beiden  anderen  ein- 
schliessend, so  ist  in  den  vorstehenden  Gleichungen  q1  negativ  zu  nehmen,  so  dass 
sich  qfq"  als  eine  positive  Grosse  ergiebt.  Es  ist  aber,  da  ql  dem  absoluten  Be- 
trage  nach  kleiner  als  jede  der  Grossen  q2,  qz  ist,  auch  ^-i-q^+q^^  und  somit 
sowohl  qr  als  q"  positiv.  Es  existiren  demnach  in  diesem  Falle  zwei  Kreise, 
welche  beide  die  gegebenen  ausserlich  beriihren. 

4)     S.  75,  Z.  27.     Die  Gleichung 

q  = 
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ist  in  No.  27  nur  fiir  den  Fall,    class  &  eine  ganze  Zahl  ist,    bewiesen   worden, 
wahrend  liier  dieser  Grosse  beliebige  Werthe  sollen  beigelegt  werden  konnen. 

Ueber  die  Theilung  der  Ebenen  und  des  Raumes. 

5)  S.  82,  Z.  17.     Es    wird    hierbei    vorausgesetzt,    dass    wenigstens    zwei 
Systgme  von  Parallelen  vorhanden  seien. 

Verwandlung   und  Theilung  spharischer  Figuren   durch  Construction. 

6)  Die  Figuren  zu  dieser  Abhandlung  sind  unter  Anwendung  stereometrisclier 
Projection  neu  gezeichnet  word  en,  so  dass  sammtliche  Winkel  in  der  Zeichnung  den 
Winkeln,  deren  Bild  sie  vorstelien,  gleich  sind. 

7)  S.  115,  Z.  12.     Die  letzten  Angaben  sind  nicht  richtig;  denn  ware  HGr 
mil  PC  parallel,  so  hatte  man 

AJPCff  =  APCG 
oder 

PIL+ILCK+CKH  =  PIL+PFI+ILCK+FIKG, 

A  CKH  =  A  PFI+FIKG, 
wahrend 

A  CKH  =  A  FIKG 
werden  soil. 

Aufgaben  und  Lehrsatze. 

8)  S.  128,    Lehrsatz  10.     Wie  Steiner    an    einer  anderen  Stelle  (S.  454, 
Lehrsatz  78)  selbst  bemerkt,  ist  der  besondere  Fall  hier  unrichlig  angegeben,  denn 
es  trejflen  sich  nicht  nothwendig  alle  vier  Lothe  in  einem  Puncte,  sobald  sich  irgend 
zwei  von  ihnen  schneiden,  sondera  es  folgt  dann  nur,  dass  auch  die  beiden  anderen 
Lothe  sich  schneiden 

9)  S.  130,  Z.  5.     In   der  Formel  fiir    -^-    findet   sich    im    Original    ein 

HI 

Irrthum. 

Bemerkungen  zu  einer  Aufgabe  in  Crelle's  Journal  Band  III. 

10)  In  den  Gleichungen  (7,  8)  auf  S.  166  und  in  den  Gleiclmngen  (III,  V) 
auf  S.  168  finden  sich  im  Original  Irrthumer. 

Th6or&mes  relatifs  aux  sections  coniques. 

11)  S.  202,  Z.  11  v.  u.    ist  circonscrites  statt  inscrites, 
S.  202,*  Z.  10  v.  u.    sommets  statt  cot&, 

S.  203,  Z.    3  v.  u.    passant  par  les  trois  points  a,  {3,  y  statt  circonscrite 

au  quadrilatere 
gesetzt  worden. 

Cercles  touchant  trois  droites,  et  spheres  touchant  quatre  plans. 

12)  S.  214.     In  der  Formel  fiir  sin-|-T  findet  sich  im  Original  ein  Irrthum. 

13)  S.  218.     In  den  Gleichungen  (7)  und  (8)  kann  nur  das  obere  Zeichen 
gelten,  da  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  a — b,  c — d,  a — c,  b — d  sammt- 
lich  positiv  sind. 
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The"oremes  sur  rHexagrammum  mysticum. 

14)  S.  224  mid  225.     Die  hier  aufgestellten  Satze  bediirfen  einer  Berichti- 
gung,  die  von  Steiner  selbst  in  der  ,,Systernatischen  Entwickelung"  (S.  451  dieser 
Ausgabe,  Lehrsatz  54)  gegeben  worden  1st,  nachdena  bereits  Plucker  (Crelle's  Journal, 
B.  V.  S.  280)  an  die  Stelle  der  Satze  3°  bis  8°  die  folgenden  substituirt  hatte: 

3°.  Ces  vingt  points  appartiennent  3°.  Ces  vingt  droites  concourent 

a  quinze  droites  o,  dont  chacune  en  con-  en  quinze  points  m,  par  chacun  desquels 
tient  quatre,  de  sorte  que  par  chacun  en  passent  quatre,  de  sorte  que  chacune 
des  vingt  points  passent  trois  de  ces  des  vingt  droites  contient  trois  de  ces 
quinze  droites.  quinze  points. 

4°.     Les  soixante  points  P  sont  les  p6"les  respectifs  des  vingt  droites  D. 

5°.     Les  vingt  points  p  sont  les  poles  respectifs  des  vingt  droites  d. 

6°.     Les  quinze  points  &5  sont  les  pMes  respectifs  des  quinze  droites  S. 

ThSoremes  de  ge"ome*trie. 

15)  S.  225—227.     Die  hier  aufgestellten  Theoreme   sind  zum  Theil  schon 
in   vorhergehenden  Abhaudlungen  Stemer's   erledigt.     (Man  vergl.  S.  17 — 76  und 
S.  129,  Lehrsatz  12  dieser  Ausgabe.) 

Systematische  Entwickelung  der  Abhangigkeit  geometrischer 
Gestalten  von  einander. 

16)  Von  diesem  Werke,   das  laut  der  Vorrede  auf  sieben   Theile  angelegt 
war,   ist  mir  der  erste  Theil   erschienen.     In   dieser  Ausgabe  desselben  sind  einige 
Wanderungen  in  den  Bezeichnungen  vorgenommen  worden,  indem  das  von  Sterner 
im  Allgemeinen  befolgte  Princip,  Puncte  durch  deutsche,   Gerade  durch  lateinische 
und  Ebenen  durch  griechische  Buchstaben  zu  bezeichnen,    stronger   als  im  Original 
durchgefiihrt  ist.     Als  Begel  ist  dabei  festgehalten,  kleine  Buchstaben  anzuwenden, 
wenn   die   zu  bezeichnenden  Puncte,   Geraden  und  Ebenen  als  Elemente  eines  Ge- 
bildes  auftreten,   dagegen  den  Mittelpunct   eines  Strahlbiischels  und  die  als  Trager 
einer  Punctreihe  betrachteten  Geraden  durch  grosse  Buchstaben  zu  bezeichnen.    Con- 
sequenterweise  hatte  auch  zur  Bezeichnung  der  Axe  eines  Ebenenbiischels  uberall 
em  grosser  lateinischer  Buchstabe  gebraucht  werden  sollen,  doch  ist,  um  zu  starke 
Aenderungen  zu  vermeiden,  hiervon  mehrfach,  namentlich  in  dem  letzten  Abschnitte 
des  Werks  und  in  der  ,, Allgemeinen  Anmerkung"  abgewichen  worden. 

17)  S.  251  (8).     Obwohl  Steiner   in   der  Anmerkung  auf  S.  247   darauf 
hinge wiesen  hat,   dass  man,   um  aus  dem  Werthe  eines  Doppelverhaltnisses ,   wenn 
drei  seiner  Eleraente  gegeben  sind,    das  vierte  unzweideutig  bestimmen  zu  konnen, 
die  Verschiedenheit  der  Lage   der  Elemente   gegen   einander  durch  die  Zeichen  -+- 
und  —  bemerklich  machen  miisse,  so  hat  er  doch  von  diesem  Hiilfsmittel  nirgends 
Gebrauch   gemacht,  und   deswegen  auch  den  Werth   eines  Doppelverhaltnisses  aus 
vier  harmonischen  Elementen  nicht,  wie  es  gegenwartig  allgemein  geschieht,  gleich 
—  1,  sondern  schlechthin  gleich  1  angegeben. 

18)  S,  258,  Z.  3.     Die  Figur  1,  auf  die  hier  verwiesen  wird,    ist  fiir  den 
vorliegenden  Zweck  nicht  passend  angeordnet,   weil   hier  vorausgesetzt  wird,    dass 
die  Puncte  a,  B  durch  die  Puncte  c,  b  harmonisch  getrennt  werden. 

19)  S.  294,  Z.  32  rechts.     Hier  ist  n-Seit  statt  n-Eck  gesetzt  worden. 
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20)  S.  304.     In  der  Anmerkung  steht  im  Original  statt  der  Formel 

3.4.5...(n  —  1) 
irrthmnlicherweise 

3.4.5...H. 

21)  S.  352,  Z.  20.     Steiner   bezieht   sich    hier   auf   die  in  seinen  spateren 
Vorjesungen  eingefiihrten  Punct-   tmd  Strahlensysteme  (Involutionen) ,    die   aus  pro- 
ject! visch   auf  einander  bezogenen  einfachen  Gebilden  bei  involutorischer  Lage  der- 
selben  entspringen,  sowie  auf  das   ebene  Polarsystem  (Involutionsnetz). 

22)  S.  359,  Z.  9  links.    Hier  1st  ,,Vierseits"  statt  ,,Vierecks"  gesetzt  worden. 

23)  S.  388,  Anm.     Unter  dem  ,,rechtwinkligen  dreiflachigen  Korperwinkel" 
ist  hier  ein  solrhes  Dreiflach  zu   verstehen,   in  welchem  zwei  Ebenen  senkrecht  zu 
einander  stehen;  die  dritte  Ebene  heisst  dann  die  ,,Hypotenusen-Flache". 

24)  S.  396,  Z.  1  und  2  v.  u.     Vgl.  die  vorbergehende  Anm.  (20). 

25)  S.  442.     Die  Frage  (15)  muss  modificirt  werden,  da  der  gesuchte  Ort 
der   in  Rede  stehendeu   Geraden   nicht   eine  Flache  bildet,    sondern   das   gesammte 
Secanten- System  einer  Raumcurve  dritter  Ordnung. 
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26)  S.  472,  Z.  15  v.  u.     Hier  ist 

CE:ED  =    CB:DB 
statt 

CEiED  =  DB:CB 
gesetzt  worden. 

27)  S.  479,  Z.  4  v.  u.     Hier  ist 

f)I     statt     ft 
gesetzt. 


Berichtigung. 

S.  359,  Z.  7  rechts  muss  es  heissen 

(aaa)     statt    (aa3). 


Stemefs  ¥erke  LBand. 


Taf.I. 


Eini£e  geometr.  Satze.  Ri  1  -  3 


Hth.  Arista  1  eop.Iraatz  ,BerliiL 


SteinerWerke  I.  Bad 


Tall 


Etoige  Cornell  Jetraditiffl^en.Rfi.11- 17 


SteinerWeike  LBand. 


.  v  u.vi. 


Hinige  £eometr.  BetracMimgen.  fig.  18  - 19 . 


Sterner  WerkeLBand. 


Taf.VII. 


iiiige  ge(mietr.Betra±liffl§eiL,Tlg.  20  -  22 , 


20. 


SteinerWerke  IB  and. 


Taf.W 


Einige  ^eometr  Jetractaon^en.  R£.  23  -Z7 


S'temerWerielBaiid. 
finite  ^eometr.  Betiachtun^en.  fig .  28  •  31 . 


MIX. 


Sterner  sVerkfi  IBand. 


Taf.l 


finite  ^eomeli.BelracTitoii^ii.B^  32  •  35 . 
32. 


Steinef slate  I. Band 


ite  £eomelr. 


MXI. 


ji.%36-38. 


36. 


SteteWerke  IJBanl. 


TaOn. 


Entire  Cornell1.  Bteta£eu.B|5. 39  43 


lith,lnst  Y.L 


Sterner 'sWerto  I.  Band. 


Taf .  XIII. 


LeiditerlWflLs  emes  steoflietochenSalaes  wnEdey.  Fig  1. 


VerwanfflimjS  iini  Tkite  siiharisdijftc'E'ifeui 

'- 


Steinefs¥erkeIBand. 


Tall! 


Vrouta^  und  MMR  sjMisdier  BgiireiL.Tig  3- 


Sterner  s¥eite  I  Band 


TaflV. 


Yerwantag  und  Theilun^  sphmscher  Hguren..  1  j.  7  •  13 . 


SteineiWerke  I.Band. 


Taf.M 


Terwaiidlmi^  iind  Tkeilung  spMrisdier  Hgpen.  Tig. 14 -17 . 


14, 


SteinefsWeiie  I  Band. 


MM. 


&eometrisdie  Ldirsatze.M  1- 1 


6. 


StemfifsVerielBani 


Iaf.m 


Zwei  poljlonometrisde  Satze. 


elner  Aufabe  aus  deiiiimaleii  des  Eerrn  Gergaraie. 


Sterner Weih  LBaml. 


MXDL 


Seometrische  Letasate  .Ti£.  1  - 1 . 


2. 


StfiinerWeTkelBanl. 


Taf.XX. 


^eii  zu  einer  Aufi>abe  in 
(Me's  Journal  BanilSdte  197- 


Anf^aben  u  lehrsalze .  B£.l  -  3 . 


StfiSnerWerlelBand. 


Taf.XXI. 


AufgabemLLehrsatze.R^. 


StdnerWaielland. 


Tkeofemes  relatfs  aux  sections  conipes  Rg.l -I. 


Sterner  s  Werkel  Band. 


Theoremes  relatifs  aux  sections  wraps  R^.  3-4 


SteiaefsWeTkelML 


MM. 


llieoremes  relatifs  am  sections  comques  Tig,  5 


Stfimefs¥erlelBanl. 


M.EV. 


ffioites  Telatifs  aui  sections  conicpies  fig.  6-7. 


StemerWerfe  LBand. 


Taffi 


Systematisck  BiiMckekn|>  derA^Mngi^eit  geometr.  Gestatan.  von  emaider.Tig.l  -  Z 


lith,  Ansty.Leop.lraal23erlk 


StdnefsWerkelBand. 


UJM. 


Systematisdie  MicMiiri£  der  Mangigkeit  geometr  Gestaltenyon  etader  M8-12. 

\ 


StemerWerke  LBand. 


Taf.SH 


it  geomelr.  &estaten  Ton  oiiaider. 


SteiuersWerkel.BaiuL 


laf.XXK 


derMaiiSikeit  geomete  GestaltenYon  einander  Pig. 


SlemersWerkfilBani. 


TatXXX 


t  geometr  Gestalteavon.  einander  Eg.  26-30. 


Sterner  s  Werke  I.  Band 


Taf  XXXL 


SjstemtisclieEiiiwicteliing  ler AMngigteit  geometr.  GestaltenYoueinander.  fi£  31*35 


Stemers¥erkfiIBaril. 


Tat  XXM 


der  Afeigigkeit  geometr.  Sestalten  ?on  einander.  Rg,  36-39. 


39. 


SteineriWerkfiOand 


Taf .  XXXI 


Syste]MtLSclieEii.tekelmg  der  Abliiagigkeit  geometr.  Gestalten  von  einaiuk  Tig  40-% 

*^ 


Steiiier'sVefke  IBaucL 


Tof  YVYTV 

Lai.  AAAlv 


Sjrstematischfi  Entwickahmg  der  Miangisteit  geometr.  GestalteuYon  einaiider.  Fig  43-46. 


Lith.Anst.v,  Leop.Kraatz  Berhn, 


Sterner  sWerke  LBsnd 


M.33DBT 


;ematisck  EiMeMwig  der  JSMigigtot  ^eomfitr  GestaltfiiTou  einaaierJi^.  47-52 


lith  Anstv  ieop  Iraatz.Derlm 


Sterner  s¥erkel  Band. 


MHXVL 


Systemaiisdie  EntwMim*  to  Ateij^M  geometr.  Sestaltea  von  eiimder.R^.53-54. 


54. 


Sterner  sWerkeLBand. 


M.XXffl 


SsrstfiinatisckeliiMckeluj^  teAto^i^Mt  geomettGestelteaTO  onaiuder.Bg.S5- 57 


--/ S \/ 


SteinefsVerkelBand. 


SttiiieiWerle 


TafffiK. 


Ceometrischfi  Constnictionen  ffi.7-12 


Steinefslerke  I  Band. 


&eometnsche  Coistratoen 


16. 


Beomelrische  tetruct[oiieii,nu/-18. 


PUU11C1  S  mClJVC  IJL/dlLU. 


Gemlrisdie  tamrten  Tig.  19  -22 . 


Steiaer  s  Verke  I .  Band . 


Taf .  XL1 


G-eometrische  ConstructioaeiL  Pig  £3  -2 


SteiiiefsferkelBaiil 


TafJLIV. 


Geomettischfi 


25. 


Date  Due 


Df«cotM4 


•Slo 


Carnegie  Institute  of  Technology 
Library 

Pittsburgh,  Pa. 


130051 


